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Статически неопределимые конструкции, в частности стати­
чески неопределимые фермы, нашли широкое применение в 
строительстве. Такие конструкции отличаются экономичностью 
и обладают способностью приспособляемости. Однако, расчет 
статически неопределимых конструкций и получение рацио­
нальных проектных решений гораздо более трудоемкие чем 
расчет статически определимых систем. Поэтому для получения 
рациональных статически неопределимых конструкций требует­
ся применять специальные методы оптимизации. Одним из та­
ких эффективных методов является метод сокращения ресурсов 
[1]-

Рассматривается задача оптимизации плоской статически 
неопределимой стержневой системы (фермы). В качестве целе­
вой функции принята масса фермы.

G(^) = minG(^), (1)
где А -  вектор параметров оптимизации, в качестве которых 
приняты площади поперечных сечений элементов фермы.

a Ą a „ a ^,...,aJ  , (2)
п -  число элементов в ферме.
Приняты конструктивные ограничения для площади поперечных 
сечений элементов фермы

А( —  ̂~ 1,2,...,W, (3)
где ~ конструктивно минимально допустимая площадь по­
перечного сечения элемента фермы.

Кроме того, ставятся ограничения по прочности
(4)

где -  допускаемое напряжение в элементе фермы.
Для расчета взята статически неопределимая ферма с кре­

стообразной решеткой. Ферма состоит из шести панелей верхне­
го пояса, шести панелей нижнего пояса, семи стоек и двенадца­
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ти раскосов. Статический расчет фермы выполняется методом 
конечных элементов [2].

Узлы конечного элемента могут смещаться только в гори­
зонтальном и вертикальном направлениях. Поэтому элемент 
имеет четыре степени свободы. Из таких элементов строится 
конечно-элементная модель статически неопределимой фермы. 
Элементы соединяются друг с другом и с опорами шарнирами. 
Полагаем, что материал фермы деформируется по закону Гука. 
Нагрузка собирается в равнодействующие силы и прикладыва­
ется к узлам верхнего пояса фермы. В результате расчета опре­
деляются значения продольных сил и напряжений в сечениях 
элементов фермы.

При проведении численных исследований поперечные сече­
ния элементов фермы приняты в виде кольца с наружным диа­
метром равным d и толщиной кольца t - 0 . \ d  .
Момент инерции, радиус инерции и гибкость стержня могут 
быть выражены через площадь поперечного сечения.

(5)0.2826

J  = У = 0 .02897f ^ 1 = Q 3 6 2 1 A ^ . (6)X у V 0 .2 8 2 6 ;

f  ,о .т ъ Г л . (7)

ч
_  1-  ̂ _   ̂

0.6023л/1 О . Ш З у/ а
(8)

где // -  коэффициент приведения, равный // = 1, так как приня­
то шарнирное закрепление стержней фермы в ее узлах; / -  дли­
на элемента.

Как показывают расчеты, часть элементов фермы (элементы 
нижнего пояса, некоторые стойки и раскосы) испытывают рас­
тяжение, а часть -  сжатие. Независимо от этого условие прочно­
сти выражаем одной общей формулой
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сг = — < adm» (9)
где N -  растягивающая продольная сила в элементе; А -  пло­
щадь поперечного сечения элемента; (Jadm *“ допускаемое напря­
жение, принимаемое в зависимости от того, растянут или сжат 
стержень, а также от его гибкости (10). Если используются фор­
мула Эйлера или Ясинского, то вводится коэффициент запаса.

^adm -

3,5761- ЕА

K e z J

а -1.660

R,

Ы

N > 0;

N < 0 ;  Л >  100;

< 0; 50 < Я < 100;

< 0; Я < 50,

(10)

где ~ коэффициент запаса прочности, > 1.
Оптимизация фермы выполняется методом сокращения ре­

сурсов прочности. Предполагаем, что требуемая по условию 
прочности площадь поперечного сечения элементов фермы на 
каком-то малом отрезке обратно пропорциональна напряжению 
в этом элементе. Тогда

—  = Т -^adm ^
Отсюда выражаем требуемую площадь сечения элемента при 
использовании полного ресурса прочности

сг
А,=- -А, (1 2)

'a d m

где А  -  проектируемая площадь сечения рассматриваемого 
элемента; А -  фактическая площадь сечения элемента; -  
допускаемое напряжение; а  -  расчетное напряжение в элемен­
та.

Однако, зависимость (12) не является точной, так как не учи­
тывается влияние других элементов фермы на усилие в рассмат­
риваемом элементе в связи с тем, что ферма статически неопре­
делимая. Поэтому для планирования площадей поперечных се-
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чений стержней фермы в очередном приближении использовать 
полный ресурс прочности “опасно”. В этом случае следует при­
менять релаксацию площадей поперечных сечений стержней 
фермы на очередном приближении (13).

 ̂ UI М
\-¥0) Л (13)

 ̂adm  у

где А -* площадь поперечного сечения рассматриваемого 
стержня фермы на текущем приближении; А* -  прогнозируе­
мая площадь поперечного сечения рассматриваемого стержня, 
полученная с использованием релаксации для последующего 
приближения; со -  множитель релаксации, который может при­
нимать значения О < еу < 1.

На основе приведенных расчетных формул разработан алго­
ритм и составлена компьютерная программа на алгоритмиче­
ском языке Pascal (Delphi-7). Выполнен оптимизационный рас­
чет статически неопределимой фермы с параллельными поясами 
и крестообразной решеткой. Были приняты следующие исход­
ные данные: начальная площадь поперечного сечения элементов 
фермы А̂  -6Асм^ ; модуль упругости материала Е = 200ГПа \ 
расчетное сопротивление R -2 1 0 МПа; нагрузка на узлы верх­
него пояса F = 96kH ;  конструктивное ограничение площади 

поперечного сечения Ац̂ ^̂  -  5 см^ ; множители релаксации 
О) = 0.3, 0.5, 0.7 ; максимальное количество приближений 

= 10.
Для оценки скорости сходимости последовательности при­

ближений при поиске оптимального решения использовались 
множители релаксации различного значения -  0.3, 0.5 и 0.7. При 
этом задавалось различное количество приближений. По полу­
ченным результатам построены графики зависимости оптималь­
ной массы фермы от числа приближений. Анализ этих зависи­
мостей показывает, что во всех случаях наблюдается стабиль­
ный сходящийся процесс. При этом скорость сходимости суще­
ственно зависит от множителя релаксации. Медленнее всего 
процесс приближений сходится при множителе релаксации рав­
ном 0.3. Оптимальное решение достигается при десяти итераци-
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ях. Быстрее всего последовательность приближений сходится, 
если использован множитель релаксации равный 0.7. Для полу­
чения фермы с оптимальными параметрами в этом случае дос­
таточно трех итераций.

График изменения массы оптимальной фермы в зависи­
мости от количества приближений и значения множителя 
релаксации

В результате проведенных исследований разработан алго­
ритм метода сокращения ресурсов прочности фермы, построен­
ной из стержней кольцевого поперечного сечения, и получены 
основные расчетные формулы. Установлено, что последова­
тельность приближений процесса поиска оптимального решения 
очень быстро сходится. Чтобы получить приемлемые для прак­
тического применения результаты достаточно выполнить не 
более 8-10 приближений.
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