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Известно, что применение тестов при проведении вступи­
тельных испытаний имеет целью отбор наиболее подготовлен­
ных для обучения абитуриентов, на нем проверяются не только 
их знания, но и способность к обучению в высшей школе. Тес­
тирование проверяет не только владение определенными набо­
ром математических умений, но и умение анализировать ситуа­
цию, рассуждать, делать выводы, проверять правильность по­
лученного результата, применять знания в нестандартной си­
туации.

Не случайно редкий вариант теста обходится без задачи с 
параметрами. Решение уравнений, неравенств, задач с парамет­
рами открывает перед учащимися значительное число эвристи­
ческих приемов общего характера, ценных для математического 
развития личности, применимых в исследованиях и на дрзл'ом 
математическом материале. Это касается и идеи симметрии ана­
литических выражений, и применения свойств функции в не­
ожиданных ситуациях, в том числе нестандартных для школь­
ной математики применениях средств математического анализа.

В статье рассмотрены особенности решения тригонометриче­
ских уравнений и неравенств с параметром, которые обладают 
свойством алгебраической симметрии, т. е. не меняют своего вида 
при замене переменных местами, изменения их знаков и т.п.

При решении таких примеров выделяют два этапа:
1) используя условия единственности решения и свойство 
симметрии выражения, находятся необходимые условия на па­
раметры задачи;
2) проверяется достаточность. Для этого делается подстановка 
параметров и для каждого проверяется выполнение условия задачи. 
ПРИМЕР 1. Найти все значения параметра а  , при которых 
уравнение “ 2asin(cosx)-fa^ = 0  имеет единственное решение. 
Решение. Заметим, что y - x ^ '  и >̂ = sin(cosx) четные функции. 
Следовательно, левая часть -  четная функция.
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Значит, если Xq’ решение уравнения, то и (-Хд) - также 
решение. Если Xq- единственное решение уравнения, то, необ­
ходимо, чтобы Xq = О.

Найдем возможные значения параметра а , учитывая, что­
бы Xq = О было корнем уравнения

0  ̂- 2asin(cosO)H-а ^ = 0 о а  = 0 ,а  = 2 s in l .
Проверим, удовлетворяют ли отобранные а  условию задачи.

1) а  =  0=>х^  = 0 = >  х  =  0 .  2) a  =  2 s i n l ,
уравнение примет вид
х  ̂-2 s in ls in (co sx )+ 4 s in ^ l = 0 о  х  ̂+4sin^l = 4sinl*sin(cosx) 

Очевидно, что 4sin^ 1 > 4 s in l  • s in (co sx )  и

х^ + 4 s i n 4 > 4 s i n M .
Последнее уравнение равносильно системе 
\х^ + 4 s in ^  1 = 4sin^ 1, fx  =  0,

[4 sin 1 • s in(cos x )  = 4 sin^ 1. [s in  (cos x )  =  1.

Ответ: a  = 0, a  = 2 s i n l .
Часто, чтобы >твидеть симметрию, надо преобразовать выра­

жение.
ПРИМЕР 2. Найти все значения параметра а  , при которых не- 

- п — х^ +9равенство cos х -  2л/х + 9 < ---------------- а  имеет единствен-
a  + cosx

иое решение.
Решение. Перепишем неравенство в виде

(a  + cosx У~2{а + COSX уіх^ +9 + {х^ + 9) 
a  + cosjc

[а +  c o s  л: -  -y/jc  ̂ +  9

О х  = 0 .

< 0 .

< 0 .
а  + созд:

Функция у _ [a + cosx-^|x^' н-9 / четная.
a  + cosx
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Зн ачит, есл и  Xq - р еш ен и е н еравен ства, то  и ( ~  Xq )  - такж е  

р еш ен и е. Е сл и  Xq - ед и н ст в ен н о е  р еш ен и е, то  =  О .

Н а й д ем  в о зм о ж н ы е зн ач ен ия парам етра а  .
( а + 1-3)^

<0<=>
а  = 2, 
аа  + 1

П р о в ер и м  д о статоч н ость .

1) а  = 2 . Н ер ав ен ств о  п ри м ет  вид

( 2  +  C O S X - < 0  <=> 2 - f  c o s x - V jc  ̂ 4 -9  =  0  .

П ер еп и ш ем  п о сл ед н е е  у р ав н ен и е 2  +  c o s x  =  ліх  ̂ + 9  . Так  

как для л ю б ы х  зн ач ен и й  п ер ем ен н о й  X вы пол няю тся с л е д у ю ­

щ ие н ер ав ен ств а  2  +  C O S X < 3  и +  9  >  3 ,  то  п о сл ед н е е  

ур а в н ен и е р авн оси л ьн о  си стем е

f 2  +  COS X =  3 ,  Г c o s  X =  1,
I------------ о <  < » х  =  0 .

[ л / х ^ + 9 = 3 .  и  =  0 .

С л ед о в а т ел ь н о , при а  = 2 н ер ав ен ств о и м еет  ед и н с т в е н н о е  

р еш ен и е  =  0 .

2 )  а  ^ —1. Н ер ав ен ств о

( a  +  c o s x - V x ^ - h 9 f
--------------------------------- ^ < 0 < = > І б і : 4 - с о 8 х - л / х  4 -9 1  > 0 ^

«4-C O SX   ̂ ^
ДЛЯ в с е х  дей ств и т ел ь н ы х  X . С ледовател ьн о , д о ст а то ч н о сть  не  
вы пол няется .

О твет: а  =  2  .
Таким  о б р а зо м  сл ед у е т  отм етить, что п р и м ен ен и е н ест а н ­

дар тн ы х м ет о д о в  реш ения т р и гон ом етр и ч еск и х  у р ав н ен и й  и 
н ер ав ен ств  с  парам етрам и п озв ол я ет  н е только у сп е ш н о  реш ать  
т естов ы е задан и я  д а н н о го  р аздел а  м атем атики, но  и с п о с о б с т в у ­
ет  р азв и ти ю  м атем ати ч еск ого  м ы ш ления и ан ал и за  уч ащ и хся , 
что п о зв о л и т  им реализовать свои  твор ч еск и й  п отен ц и а л  при  
п о д го т о в к е к тест и р о в а н и ю  и дал ьн ей ш ем  и зу ч ен и и  м атем атики  
в в узе .
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