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В данной работе приведена методика оценивания дальности до объекта, наводимого вдоль гиперболы на цель 
с помощью бистатической разностно- дальномерной навигационной системы на плоскости. При этом для решения 
задачи наведения количество требуемых навигационных позиций уменьшается на одну по сравнению с классическим 
методом разностно- дальномерной навигации. Однако в алгоритмах наведения все же требуется иметь некоторую 
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Введение

Множество современных беспилотных 
транспортных средств оснащаются различ-
ными навигационными системами, как инер-
циальными, так и работающими благодаря 
внешним навигационным системам. При этом 
преимуществом разностно- дальномерных 
навигационных систем, таких как спутнико-
вые навигационные системы, системы типа 
LORAN, и другие является с одной стороны 
возможность иметь обслуживать большой по-
ток абонентов, так как информация передается 
только в одном направлении (от навигацион-
ной системы к абоненту), а с другой стороны 
снизить стоимость и размеры и энергетиче-
ские требования к абонентскому оборудова-
нию за счет отсутствия необходимости разме-
щать передатчик ответно- запросного сигнала 
[1]. В [2–3] рассматриваются некоторые ис-
пользования разностно- дальномерного спосо-
ба навигации в условии недостаточного для ре-
шения навигационных уравнений количества 
позиций, когда совокупность навигационных 
измерений позволяет определить местополо-
жение абонента с точностью до гиперболы по-
ложения. При этом разностно- дальномерная 
навигационная система состояла из двух  
передающих позиций для плоскостного случая 

и трех для пространственного. Используя та-
кие начальные условия задачу попадания або-
нента в некоторую точку цели можно решить 
путем наведения абонента вдоль гиперболы 
положения, проходящей через цель.

Однако если абонент обладает информаци-
ей о векторе собственной скорости (используя 
доплеровский измеритель скорости, БИНС, 
измерения воздушного напора) и оценивая 
при этом доплеровские сдвиги частоты с двух 
передающих позиций (плоскостная задача) 
и разность дальностей, абонент имеет возмож-
ность оценить свою дальность с некоторой 
точностью вблизи линии базы. Методика опре-
деления скорости приведена ниже.

Методика оценивания  
дальности до подвижного абонента 

в разностно дальномерной навигационной 
системе с использованием оценки 

доплеровских сдвигов частоты

Рассмотрим бистатическую разностно- 
дальномерную навигационную систему, обра-
зованную двумя передающими позициями 

1 2,Π Π  с известной длиной базы, равной 2c  
и подвижный беспилотный летательный аппа-
рат Б, двигающийся в сторону базы со скоро-
стью 0V  (рис. 1).
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Объект осуществляет измерения собствен-
ной скорости 0V , доплеровских сдвигов частот 

1 2,f f∆ ∆  принимаемых навигационных сигна-
лов и разность временных задержек распро-
странения ∆τ  навигационного сигнала от по-
зиций до объекта. При этом доплеровские 
сдвиги частот связаны с проекциями скорости 
объекта на радиус- векторы дальностей 
выражениями
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где λ  –  частота навигационного сигнала.
В свою очередь разность временных задер-

жек ∆τ  зависит от разности дальностей в со-
ответствии с выражением
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0

d d
c
−

∆τ = , (2)

где 0c  –  скорость распространения навигаци-
онного сигнала.

Изучение кинематических связей проще 
осуществлять в эллиптической системе коор-
динат в альтернативном представлении, в ко-
торой положение объекта задается двумя пара-
метрами: σ  определяет линию положения 
в виде эллипса, τ  определяет линию положе-
ния в виде гиперболы, причем данные линии 
являются взаимно ортогональными. Связь 
данных координат с радиус- векторами дально-
стей между позициями и объектам осущест-
вляется выражениями [4]
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Из рисунка 1 видно, что скорость объекта 
0V  связана с радиальными скоростями 1 2,V V  

соотношениями
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зависимость которых от параметра σ  приведе-
на на рисунке 2а.

При этом связь углов треугольника, обра-
зованного точками 1 2, , БΠ Π  определяется 
равенством
 2 1ϕ −ϕ = α ,  (5)
где 1 2α = α + α  –  угол, под которым наблюда-
ется база с позиции объекта.

Зависимость угла α  от эллиптической 
дальности σ  представлена на рис. 2б.
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Рис. 1. Разностно- дальномерная навигационная система 
и подвижный объект, где с –  фокусное расстояние или 
полубаза; d1, d2 –  дальности от навигационных пози-
ций до объекта; φ1, φ2 –  углы визирования объекта по 
отношению к базе; V1, V2 –  проекции вектора скорости 
объекта на линии дальности; α1, α2 –  углы между век-

тором скорости и его проекциями соответственно.

а

б
Рис. 2. Зависимость от эллиптической дальности σ 

отношения V1/V2 (а) и угла α  (б) для разных значений 
параметра τ.
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Дальности до объекта можно выразить, ис-
пользуя следующие соотношения [4]:
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Собирая воедино второе выражение в (3) и 
(6), получим следующее соотношения 
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а используя выражение (5) найдем окончатель-
ное выражение для определения угла визиро-
вания объекта (с точностью до знака):

 

 (8)
Используя выражение координаты x  объ-

екта через его эллиптические координаты:
 x c= στ , (9)
а также через полярные координаты:
 1 1cosx d c= ϕ − ,  (10)
найдем связь эллиптической дальности σ  объ-
екта через его угол визирования со стороны 
базы:
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Результаты и их обсуждение

Предположим, для вычисления дальности 
σ̂  по приведенным выше формулам объект ре-
ализует измерения скоростей 0 1 2

ˆ ˆ ˆ, ,V V V . Будем 
считать, что шумы данных измерений распре-
делены по закону Гаусса:
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где 
0 1 2
, ,V V Vξ ξ ξ  –  белые гауссовские шумы 

измерений;

0 1 2

2 2 2, , ,V V Vσ σ σ  –  дисперсии шумов 
0 1 2
, ,V V Vξ ξ ξ  

соответственно.
Статистические характеристики величины 

σ̂ , получаемой с помощью выражений (4), (8) и 
(11), в аналитическом виде получить довольно 

сложно. Это обусловлено множеством нелиней-
ных комбинаций и трансформаций величин α1, 
α2, τ в (8) и (11). Кроме того, используя предпо-
ложение (12) можно заключить, что оценки 

1 2ˆ ˆ,α α , получаемые из выражения (4), являются 
случайными процессами, имеющими распреде-
ление Коши [5], характеризующееся тяжелыми 
хвостами. Это приводит к быстрому снижению 
точности получаемой оценки σ̂  по мере роста 
дальности между объектом и базой. В общем 
случае для решения задачи фильтрации имеет 
смысл прибегнуть к использованию робастных 
методов фильтрации, менее подверженных вли-
янию выбросов.

Изучение статистических характеристик 
оценки величины σ̂  по приведенному выше ал-
горитму исследовалось методом Монте- Карло 
с объемом выборки равном 100000 испытаниям 
для каждого случая. Скорость 0V  объекта, дви-
гающегося к базе, принималась равной 100  
м/с. На рис. 3 (а–г) представлены зависимости 
выборочного среднего ˆ[ ]E σ , выборочной дис-
персии ˆ[ ]D σ , выборочного коэффициента 
асимметрии 3κ , выборочного коэффициента 
эксцесса 4κ  от реальной эллиптической даль-
ности σ  для различных величин τ . Из этих ри-
сунков видно, что с ростом параметра σ  харак-
теристики закона распределения величины σ̂  
быстро изменяются, что существенно ухудшает 
качество получаемых оценок, которые стано-
вятся все более смещенными в совокупности 
с растущими выбросами относительно их сред-
него. Выборочные коэффициенты асимметрии 
и эксцесса указывают на значительный рост 
интенсивности выбросов с увеличением σ . На 
дальности 3σ = , соответствующей удалению 
объекта от центра базы приблизительно на уд-
военную длину базы, смещение выборочного 
среднего достигает 0,2 (около 7 %).

Оценить величину σ  можно более точно 
в случае, если объект пересекает линию базы. 
Дифференцируя по времени первое выражение 
в получим скорость изменения величины σ :
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d d
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 .  (13)

Интегрирование выражения (13) необходи-
мо начать точно в момент пересечения базы, 
что даст искомую оценку σ̂ :
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где T  –  текущий момент времени, в который 
производится съем оценки σ̂ , отсчитываемый 
с момента пролета линии базы 0t .

Оценка, получаемая с помощью выраже-
ния (14), может быть описана различными мо-
делями. Предлагается описывать величину σ̂  
в виде процесса броуновского движения с ко-
эффициентом сноса, зависящим от времени 
[6–7]:
 2( ) ( ) tdX t t dt dW= µ + χ   (15)

где ( )tµ  –  коэффициент сноса;
2χ  – коэффициент диффузии;

( )W tδ  –  стандартный винеровский 
процесс.

При этом для момента времени t  решение 
уравнения (15) имеет вид

 
0

2
0( ) ( ) ( )

t

t
X t X t dt W t= + µ + χ∫   ,  (16)

где 0X  –  стартовая точка процесса в момент 
времени 0t .

Поскольку предполагается нормальность 
шумов оценок 1 2

ˆ ˆ,V V , то выражение (14) в со-
ответствии с моделью можно записать в виде
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где 
1 2

( ) ( ) ( )V V Vt t tξ = ξ + ξ  – суммарный га-
уссовский случайный процесс с математиче-
ским ожиданием, равным нулю и дисперсией 

1 2

2 2
V Vσ + σ .

Тогда, в соответствии с выражением (16) 
величина σ̂  имеет среднее значение 

 1 2( ) ( )ˆ ( )
2

d T d TT
c
+

σ = ,  (18)

и дисперсию

 [ ]
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( )1 2

2 2

02
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4
V V

D T T t
c

σ + σ
σ = − .  (19)

Реальные оценки среднего и дисперсии, 
получаемые по формулам (18) и (19) и будут 
иметь некоторое смещение вследствие неуч-
тенной погрешности оценки момента времени 

0t  пересечения линии базы объектом. Эта про-
блема в рамках данной статьи не рассматрива-
лась ввиду необходимости учета модели дина-
мики объекта и его траектории движения.

а

б

в

г

Рис. 3. Зависимости статистических характеристик 
оценки σ̂  от реальной эллиптической дальности σ : 
а –  выборочное среднее ˆ[ ]E σ , б –  выборочная диспер-

сия ˆ[ ]D σ , в –  коэффициент асимметрии 3 ˆ[ ]κ σ , 
г –  коэффициент эксцесса 4 ˆ[ ]κ σ .
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На рис. 4 приведена траектория движения 
летательного аппарата на плоскости, скорость 
которого 0 200V =  м/с, наводимого с помощью 
разностно- дальномерной навигационной си-
стемы вдоль целевой гиперболы положения 
с параметром 0 0.17τ =  и длиной базы 
2 800c =  м.

На рис. 5(а–в) приведены реализации 
оценки σ̂  с использованием выражений (4), 
(5), (8), (11) для смоделированной траектории 
движения БЛА, представленной на рис. 4. На 
рис. 5(г) приведена реализация той же оценки 
до момента пересечения линии базы, после 
чего оценка производилась по 
выражению (14).

а б

в г

Рис. 5. Типичные реализации оценок σ̂ , полученные по результатам компьютерного 
моделирования движения БЛА по траектории, приведенной на рис. 4 для различных 

статистических характеристик измерений скорости: 

а – 
0 1 2

5 , 3 , 3м/с м/с м/сV V Vσ = σ = σ = ;  б –  
0 1 2

10 , 6 , 6м/с м/с м/сV V Vσ = σ = σ = ;  
в –  

0 1 2
5 , 3 , 3м/с м/с м/сV V Vσ = σ = σ = ,  

а также на 5 % смещено среднее значение 0V ; г –  
0 1 2

5 , 3 , 3м/с м/с м/сV V Vσ = σ = σ = .

Рис. 4. Траектория движения БЛА,  
где НП –  навигационная позиция.
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Заключение

Приведенная в данной статье методика 
оценки дальности до объекта в разностно- 
дальномерной навигационной системе в со-
ответствии с результатами компьютерного 
моделирования показала свою работоспособ-
ность. Были получены зависимости различ-
ных статистических моментов полученных 
оценок от дальности между объектом и базой. 

По результатам анализа данных зависимостей 
было установлено, что на расстояниях от цен-
тра линии базы до объекта, превышающих 
одну-две длины базы, точность оценок суще-
ственно снижается в результате появления 
смещения выборочного среднего, роста дис-
персии. Быстрый рост коэффициента эксцесса 
значительно усложняет получение адекватных 
измерений на больших дальностях.
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VICTOR V. LEGKOSTUP, VITALY E. MARKEVICH

METHOD FOR DETERMINING OF THE DISTANCE TO THE OBJECT 
IN THE HYPERBOLIC NAVIGATION SYSTEM VIA DOPPLER 

FREQUENCY OFFSETS
JSC «ALEVKURP» (Minsk, Republic of Belarus)

In this paper, a method for estimating the distance to the object guided along a hyperbola to a target using a bistatic hy-
perbolic navigation system on a plane is given. At the same time, to solve the guidance problem, the number of required navi-
gation positions is reduced by one in comparison with the classical method of hyperbolic navigation. However, in the guidance 
algorithms, it is still required to estimate the distance of the targeted object from the center of the base, the methods of obtain-
ing which are considered in the work.

Keywords: hyperbolic navigation, bistatic navigation, position hyperbola, Doppler frequency shift, range measurement.
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