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Аннотация. В данной статье рассматривается решение задачи определения напряженно-
деформированного состояния толстостенного цилиндра, подверженного внутреннему и внешнему давле-
нию, реализованные в компьютерной системе WolframMathematica. 
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Исходя из опыта эксплуатации и проведен-
ных исследований, основными факторами, опре-
деляющими долговечность цилиндрических из-
делий, можно назвать следующие: внешние ме-
ханические нагрузки; нагрузки, связанные с 
совершением рабочего цикла; воздействие рабо-
чей и окружающей среды; длительная эксплуа-
тация и хранение этих изделий [1]. 

Поэтому моделирование напряженно-
деформированного состояния толстостенных 
цилиндров представляет значительный интерес 
сточки зрения обеспечения работоспособности 
конструкции. Проведены исследования данной 
тематики в отечественной и зарубежной литера-
туре. В исследованиях Куликова И.С. и Ширве-
ля П.И. рассмотрен случай неосесимметричного 
НДС однородного бесконечно длинного, 
сплошного цилиндра, находящегося в темпера-
турном поле Т и подвергающегося действию 
радиационного распухания и внешнего давле-
ния. Разработана схема численного решения 
данной задачи в перемещениях, с дальнейшим 
построением тензоров деформаций и напряже-
ний в любой точке по периметру цилиндра [2]. 
В статье Бульбовича Р.С. определено напря-
женно-деформированное состояние ортотроп-
ного упругопластического тела метода конеч-

ных элементов на примере толстостенной тру-
бы, нагруженной внутренним давлением [3]. 
В статье Зайцева В.Ю. и Порунова Д.С. приве-
дена оценка напряжения и перемещения во 
внутреннем объеме цилиндрических изделий 
под воздействием различных механических 
нагрузок [1]. 

В работе Сало В.А. предлагает использование 
RVR-метода для решения пространственной за-
дачи о напряженно-деформированном состоянии 
толстостенного цилиндра, который находится 
под действием статической нагрузки при различ-
ных граничных условиях на торцах [4]. 

Рассмотрим цилиндр с внутренним радиусом 
R1(0,8 мм) и внешним радиусом R2 (3,8 мм). Вы-
сота цилиндра составляет 10 мм. Пусть на этот 
цилиндр действует внутреннее давление Pi и 
внешнее давление P0. Эту задачу можно рас-
сматривать как случай плоского напряжения 
(σz = 0) либо как случай плоской деформации 
(z = 0). 

Рассмотрим концы цилиндра, которые могут 
свободно расширяться. Пусть σz = 0. За счет 
равномерной радиальной деформации τn. σφ и σr 
обозначают касательные и радиальные напря-
жения, действующие перпендикулярно сторо-
нам элемента (рис. 1). 
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Рисунок 1 – Схема нагружения цилиндра в случае 
действия Р0 

Для упругопластического сплошного цилин-
дра имеем компоненты вектора приращений: 
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Соотношения Коши в полярной системе ко-
ординат имеют вид: 

,
0

1
, 



=

−l
l==

n
nnrrrr

nrUu

εϕϕ =
𝑢ϕ,ϕ

𝑟
+
𝑢𝑟
𝑟
= ∑(𝑉𝑛

′ +𝑈𝑛)𝑟
λ𝑛−1

∞

𝑛=0

,

( )




=

−l



−+l=

=−+=

0

1

,,

)'(
2
1

//
2
1

n
nnnn

rrr

nrVUV

ruruu

где εrr, εrφ, εφφ  − физические проекции компонент 
тензора деформаций; ur, uφ – компоненты вектора 
перемещений. 

Скорость будем определять следующим обра-
зом: 
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где v – скорость роста трещины. 
Запишем соотношения теории течения, кото-

рые описывают зависимость между компонента-
ми девиаторов деформаций и напряжений при 
i, j = r, φ [5]: 
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 ij – приращения компонентов девиа-
торов напряжений и деформаций. 
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Рассмотрим представление среднего напря-
жения также в виде асимптотического разложе-
ния в следующем виде: 
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Запишем необходимые уравнения равнове-
сия в полярной системе координат для плоской 
задачи: 
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uφ = 0 при r = 0, σr = –P при r = R. 
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