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ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

 
Основные понятия и определения 

 
Статистической называют гипотезу о виде неизвестного рас-

пределения или о параметрах распределений. 
По своему содержанию статистические гипотезы можно подраз-

делить на несколько основных типов: 
1. Гипотезы о виде закона распределения исследуемой случай-

ной величины. 
2. Гипотезы о числовых значениях параметров случайной величины. 
3. Гипотезы об общем виде модели, описывающей статистиче-

скую зависимость между признаками. 
4. Гипотезы о принадлежности некоторого признака к тому или 

иному классу. 
Статистическая гипотеза Н называется простой, если она одно-

значно определяет распределение случайной величины Х, в против-
ном случае гипотеза Н называется сложной. 

Проверяемая гипотеза называется нулевой гипотезой и обознача-
ется Н0. 
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Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу Н0, кото-
рая противоречит основной. 

Выбор альтернативной гипотезы определяется конкретной фор-
мулировкой задачи. 

Правило, по которому принимается решение принять или откло-
нить гипотезу Н0, называется статистическим критерием. 

Проверку статистических гипотез выполняют на основании ре-
зультатов выборки. Следовательно, статистический критерий уста-
навливает, при каких результатах выборки проверяемая гипотеза 
принимается, а при каких – отвергается. Значения параметра, при 
которых гипотеза отвергается, образуют критическую область про-
веряемой гипотезы. Понятие критической области нельзя отож-
дествлять с понятием критерия. Задача проверки гипотезы сводится 
к нахождению критической области для данного уровня значимо-
сти. Если значения параметров попадают в критическую область, то 
это указывает на несоответствие гипотезы наблюдаемым данным, и 
гипотеза должна быть отвергнута. 

При проверке гипотезы возможны ошибки двух родов. Ошибка 
первого рода состоит в том, что нулевая гипотеза Н0 отвергается, в 
то время как она в действительности верна. Ошибка второго рода 
состоит в том, что нулевая гипотеза Н0 принимается, а на самом де-
ле она неверна. 

Для определения лучшего критерия проверки гипотезы Н0 необ-
ходимо среди всех критериев, имеющих одну и ту же вероятность 
ошибки первого рода, выбрать тот, для которого вероятность ошиб-
ки второго рода наименьшая. Допускаемую вероятность ошибки 
первого рода можно задать заранее. 

 
УРОВЕНЬ ЗНАЧИМОСТИ И МОЩНОСТЬ КРИТЕРИЯ 

 

Пусть произведена повторная выборка 1 2, , , пx x x  объема п из 
генеральной совокупности, где, согласно гипотезе Н0, исследуемый 
признак Х имеет функцию распределения F(x). Чтобы построить 
статистический критерий, который позволит на основании полу-
ченных выборочных данных проверить гипотезу Н0, необходимо 
выполнить следующее: 

1) определить статистическую характеристику гипотезы f =  
= f (х1, х2,…,хп), по значениям которой можно принять или отверг-
нуть гипотезу Н0; 
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2) найти допустимую вероятность  ошибки первого рода, кото-
рую называют уровнем значимости гипотезы (как правило,  = 0,05; 
0,01; 0,001); 

3) сформулировать гипотезу Н1, альтернативную к проверяемой; 
4) определить критическую область для проверяемой гипотезы, 

т. е. такое множество W значений статистики f, что если наблюдае-
мое значение попадает в W, то гипотеза Н0 отвергается в пользу 
альтернативной Н1. Как уже отмечалось ранее, при заданном уровне 
значимости  критическая область должна быть выбрана так, чтобы 
вероятность совершить ошибку второго рода была наименьшей. Из 
сказанного следует, что статистика f и критическая область W 
должны удовлетворять условиям 

 

   
0 1 minи .H HP f W P f W P                          (1) 

 
При построении критерия желательно сократить до минимума 

вероятности ошибок первого и второго рода. Но это сделать невоз-
можно. Действительно, пусть возможные значения статистики f по-
падают в интервал А (рис. 1), а W есть критическая область. Ошибка 
первого рода возникает, когда статистика f попадает в критическую 
область, а на самом деле нулевая гипотеза верна. Для того чтобы 
уменьшить эту ошибку, необходимо, насколько это возможно, 
сузить критическую область W. 

 
 
 
 
 
 

Рис. 1 
 

Но это влияет на ошибку второго рода, так как она возникает, 
когда статистика, лежащая в основе критерия, попадает в область 
А\W, в то время как в действительности нулевая гипотеза логична. 
Для того чтобы минимизировать эти ошибки, нужно стремиться к 
уменьшению области неотбрасывания А\W. Таким образом, ошибки 
первого и второго рода конкурируют друг с другом и невозможно 
их сделать сколь угодно малыми. 

t 

A

W
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Для определения множеств W и А\W вводят функцию потерь, 
возникающих в результате любой из ошибок. Размер областей 
необходимо выбирать таким образом, чтобы ущерб от каждого типа 
потерь был приблизительно одинаковым. 

Вероятность  недопущения ошибки второго рода называют 
мощностью критерия и определяют формулой 

 

 
1

.НР f W                                           (2) 

 
Если при увеличении объема выборки вероятность  стремится к 

единице, то такой статистический критерий называют критерием 
согласия. 

Критерий согласия проверяет, согласуется ли наблюдаемое рас-
пределение с гипотетическим. Особую роль играет проверка на 
нормальность распределения признака, поскольку многие критерии 
эту нормальность предполагают. Критерий, не использующий 
предположения о распределении, называют непараметрическим. 
Критерий согласия относится к непараметрическим критериям. Не-
параметрические критерии по отношению к параметрическим име-
ют меньшую мощность. При использовании непараметрических 
критериев в случаях нормального или равномерного распределения 
имеет место увеличение ошибок второго рода. Статистические ре-
шения становятся тогда консервативными и для отклонения нуле-
вой гипотезы нужен большой объем выборки. 

 
КРИТЕРИЙ СОГЛАСИЯ ПИРСОНА. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ 

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ  
ПО НОРМАЛЬНОМУ ЗАКОНУ 

 
Алгоритм применения критерия Пирсона заключается в следу-

ющем: 
1) из генеральной совокупности образовывается случайная вы-

борка и на ее основании делается предположение (гипотеза) о за-
коне распределения признака генеральной совокупности; 

2) вычисляются параметры этого закона; 
3) вычисляются теоретические частоты; 
4) по формуле 
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 22

1

k
i i

i i

m m

m


 

                                 (3) 

 

находится 2
набл . Теоретические частоты находятся по выражению  

 

i i im т p   ;     (4) 
 

5) вычисляется число степеней свободы  1k r    , где k  – 

число интервалов из выборки; r  – сумма числа параметров предпо-
лагаемого закона распределения; 

6) выбирается уровень значимости  ; 

7) из таблицы П5 для критерия 2  Пирсона при известных уже зна-

чениях   и 2
набл  находится вероятность того, что случайная величина 

2  примет значение, не меньшее 2
набл    2 2

наблP      ; 

8) если    , то следует считать несущественными расхождения 
между теоретическими и эмпирическими частотами. В этом случае ги-
потеза о распределении признака генеральной совокупности по пред-
полагаемому закону принимается. Если    , то гипотеза отвергается. 

Отметим, что 2  – распределение можно применять только при 

достаточно большом объеме выборки  50n   и для больших ча-

стот 5im  . Вместо нахождения   можно находить границу крити-

ческой области из таблицы П5. Если 2 2
набл крит   , то гипотеза под-

тверждается. 

Критерий 2  находит применение не только в связи с проверкой 
нормального распределения генеральной совокупности, но его 
можно использовать для проверки гипотез о том, что данная выбор-
ка взята из генеральной совокупности, распределенной по биноми-
нальному закону или закону Пуассона. 

Пример 1. На предприятии провели выборочный опрос работа-
ющих об их средней заработной плате за предыдущий год. Данные 
опроса представлены в табл. 1. 
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Таблица 1 
 

Значение  
признака ix  

Частота im  
Значение  

признака ix  
Частота im  

987 1 1003 11 
989 2 1005 10 
991 2 1007 8 
993 6 1009 7 
995 7 1011 3 
997 12 1012 1 
999 13 1016 1 

1001 16   
n = 100    

 
С помощью критерия Пирсона проверить гипотезу о том, что 

средняя заработная плата по всему предприятию распределена по 
нормальному закону с уровнем значимости 0,05  . 

Решение. Найдем функцию распределения признака X  в гене-

ральной совокупности, применяя формулу   0

0

1
x х

F x
 

   
. 

Для этого предварительно вычислим среднюю выборочную и ис-

правленную статическую дисперсию 2S : 
 

15

1
1001i

i
i

m
X x

n
   ; 

 

 
15 22 2

1

100
1001 31,82

1 99 100
i

o i
i

mn
S x

n 
    


 ; 

5,64.S   
 
За функцию распределения признака X  в генеральной совокуп-

ности принимается   1001
1

5,64

x
F x

 
  

 
. 
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Выполним разбиение области значений случайной величины x  
на интервалы 1 2 11, , ,S S S  таким образом, чтобы частоты были 
больше или равны 5. Разбиение представлено в табл. 2. 

 
Таблица 2 

 

Интервал 

Значение 
признака на 
интервале 

і іx x   

Частота 
ті 

Интервал 

Значение 
признака на 
интервале 

і іx x   

Частота 
ті 

S1 ––992 5 S7 1002–1004 11 
S2 992–994 6 S8 1004–1006 10 
S3 994–996 7 S9 1006–1008 8 
S4 996–998 12 S10 1008–1010 7 
S5 998–1000 13 S11 1010 – + 5 
S6 1000–1002 16    
     100 

 
Для расчета теоретического ряда частот необходимо предвари-

тельно вычислить значения вероятностей ip  по формуле 

 

  i i
i i i

x Х x Х
p P x X x

S S

              
   

 

 
и применить формулу для вычисления теоретических частот: 
 

 i i i im nP X x S np     , 

 
где 1,11i  . 

Например, 
 

   2
994 1001 992 1001

1,24 1,59
5,64 5,64

p
    

           
   

 

 

0,7850 0,8882 0,0516;     
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2 2 100 0,0516 5,16m np     . 
 
Значение функции  x  вычисляется по табл. П2 (часть 1) значе-

ний функции Лапласа. Результаты вычислений представим в табл. 3. 
 

Таблица 3 
 

i ix x   ті ip  im  i ix x   ті ip  im  

––992 5 0,0559 5,59 1002–1004 11 0,1305 13,05 
992–994 6 0,0516 5,16 1004–1006 10 0,1113 11,13 
994–996 7 0,0792 7,92 1006–1008 8 0,0792 7,92 
996–998 12 0,1113 11,13 1008–1010 7 0,0516 5,16 

998–1000 13 0,1305 13,05 1010 – + 5 0,0559 5,59 
1000–1002 16 0,1428 14,28     

     100 1 100 
 

Значения 2  вычислим по формуле 
 211

2

1
1,74i i

i i

m m

m


  

 . 

Так как два параметра распределения признака в генеральной сово-

купности находились на основании выборки, то функцию 2  можно 

приближенно считать распределенной по закону 2  с 11 2 1 8      

степенями свободы (здесь число интервалов 11k  , 2r  , поскольку 
оценивались два параметра закона распределения). При уровне значи-

мости 0,05   границей критической области будет 2
0,05;8 15,5   (по 

табл. П5). Так как 1,74 < 15,5, то гипотеза 0H  о нормальном распреде-
лении генеральной совокупности принимается. 

Следует отметить, что на практике все шире начинают приме-
нять критерии согласия не столько для проверки согласия экспери-
ментальных данных с некоторой гипотетической функцией, сколько 
для подбора наилучшей функции распределения, хотя выбор под-
ходящего закона должен основываться прежде всего на понимании 
механизма изучаемого явления. 
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СЛУЧАЙНОЙ 
ВЕЛИЧИНЫ ПО РАВНОМЕРНОМУ ЗАКОНУ 

 
Пусть случайная величина X  распределена равномерно на за-

данном отрезке [a; b]. 
Выборочные данные сгруппируем и представим в виде последо-

вательности интервалов  1;i ix x    и соответствующих им частот ті, 

1, ,i k  , 1x a  , 1kx b  . 

Затем вычисляем ip  попадания X  в частичные интервалы, 

определяем теоретические частоты i i im т p   , где 
1

k

i
i

n m


   – объ-

ем выборки, и находим наблюдаемое значение критерия Пирсона 
2
крит  по заданному уровню   и числу степеней свободы 1k   , 

принимаем одно из решений: 

если 2 2
набл крит   , то гипотеза 0H  о равномерном распределе-

нии X  на отрезке [a; b] принимается; 

если 2 2
набл крит   , то гипотеза 0H  отклоняется. 

 

Пример 2. Наблюдалось следующее распределение по минутам 
числа появлений на остановке автобуса, имеющего пятиминутный 
интервал движения. 

 

Интервал в минутах Число появлений автобуса
0-1 35 
1-2 34 
2-3 38 
3-4 36 
4-5 42 

 

Проверить гипотезу о равномерном законе распределения. 
Решение. 1. Вычисляем по данному вариационному ряду веро-

ятности ip  попадания X  в интервал по формуле  
 

  1
1

i i
i i i

x x
p P x X x

b a



     


, где 1, ,i m  , 1x a  , 1mx b  . 
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2. Для проверки гипотезы о том, что число появлений автобуса 
на остановке есть случайная величина, распределенная по равно-

мерному закону, вычисляем критерий 
 2 2

2
набл

1

k
i i i

i i i

m m m
n

m m


   

  , 

для чего составим таблицу. 
 

Таблица 4 
 

Вычисление 2
набл  

 

 im  1i i
i

x x
p

b a
 




 i im n p    2i im m  
 2i i

i

m m

m




 2
im  

2
i

i

m

m
 

0-1 35 
 1 0

0,2
5


  37 4 0,11 1225 33,11 

1-2 34 
 2 1

0,2
5


  37 9 0,24 1156 31,24 

2-3 38 
 3 2

0,2
5


  37 1 0,03 1444 39,03 

3-4 36 
 4 3

0,2
5


  37 1 0,03 1296 35,03 

4-5 42 
 5 4

0,2
5


  37 25 0,68 1764 47,68 

Σ 185    2
набл 1,09    186,09 

 
Контроль: 186,09 185 1,09  . Вычисления произведены правильно. 

3. Определяем 2
крит  по заданному уровню значимости 0,05   

и числу степеней свободы 1 5 1 4k      , то есть 

 
2
крит 0,05;4 9,5  . 

4. Так как 2 2
набл крит   , то нет оснований отклонить гипотезу о 

равномерном распределении X  на отрезке [0; 5]. 
 



13 

ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАСПРЕДЕЛЕНИИ 
НЕПРЕРЫВНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ  

ПО ПОКАЗАТЕЛЬНОМУ (ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОМУ) ЗАКОНУ 
 
Рассмотрим дифференциальную функцию показательного закона 

распределения: 
 

  при 0,

0 при 0,

xe x
f x

x

  


 

 
где   – постоянная положительная величина. 

Как и в предыдущих проверках, исходные выборочные данные под-
вергаем группировке, представляем в виде последовательности частич-
ных интервалов и соответствующих им частот, а затем вычисляем вы-
борочную среднюю Х  и принимаем в качестве оценки параметра   

показательного распределения величину, обратную Х : 
1

X
  . 

Определение вероятности ip  попадания случайной величины Х в 

частичные интервалы  1;i ix x    будем осуществлять по формулам 

  2
1 20 1 xp P X x e      ; 

  1
1

i ix x
i i ip P x X x e e   

      , 2,3, , 1i k  ; 

  kx
k kp P x X x e        , где 

1

X
  . 

Но если параметр   задан, то его оценка заменяется точным 
значением. 

При определении критического значения 2  по заданному уровню 
  число степеней свободы 1k r    , где r  равно 1 или 0 в зависи-
мости от того, оценивается ли по выборке параметр   или нет. 

В результате принимаем одно из решений: если 2 2
набл крит   , то 

считаем, что нет оснований отклонить нулевую гипотезу о распре-
делении случайной величины X  по показательному закону; если 

2 2
набл крит   , то нулевую гипотезу отклоняем. 
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Пример 3. Рассмотрим вариационный ряд. 
 

Интервалы Частоты 
0–4 115 
4–8 50 
8–12 20 

12–16 10 
16–20 5 

 5

1
200i

i
m n


 

 
1. Если построить гистограмму частостей, то ее вид будет напо-

минать экспоненциальную кривую. Поэтому произведем «выравни-
вание» статистических данных по показательному закону. Запишем 
его дифференциальную функцию: 

 

  при 0,

0 при 0.

xe x
f x

x

  


 

 

Для нахождения точечной оценки параметра 
1

X
   вначале вы-

числим X , заменив каждый интервал его серединой: 
 

5
* *

1 1

1

2 115 6 50 10 20 14 10 18 5
4,8

200 200

k

i i i i
i i

k

i
i

x m x m
X

m

 



        
   
 


. 

Тогда 
1

0,208
4,8

   . Следовательно, дифференциальная функ-

ции предполагаемого показательного закона распределения имеет 

вид   0,2080,208 xf x e . 

2. Для проверки соответствия эмпирических данных с предпола-
гаемым показательным законом распределения применим критерий 

согласия 2 . 
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3. Вычислим вероятности попадания случайной величины X  в 
частичные интервалы  1;i ix x    по формуле 

 

   
1 1

0,208
1 d 0,208 d

i i

i i

x x
x

i i i
x x

p P x X x f x x e x
  




 
         

 

1 1
0,208

0,208 0,2080,208 .
0,208

i i i
i

x
x x x
x

e
e e 


   
  


 

 

Для нахождения 2
набл  построим вспомогательную таблицу. 

 
Таблица 5 

 

Вычисление 2
набл  

 

Интервалы ті рі i im n p     2i im m  
 2

i i

i

m m

m




 

0–4 115 0,57 114 1 0,01 
4–8 50 0,25 50 0 0 
8–12 20 0,12 22 4 0,18 

12–16 10 0,05 10 0 0 
16–20 5 0,02 4 1 0,25 

  200 1 200 – 2
набл 0, 44   

 

4. Найдем в таблице критических точек 2  распределения по 
уровню значимости 0,05   и числу степеней свободы 

1 5 1 1 3k r         критическое значение  
2
крит 0,05;3 7,8  . 

5. Так как 2
набл 0,44 7,8   , то нет оснований для отклонения 

гипотезы об экспоненциальном законе распределения. 
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАСПРЕДЕЛЕНИИ 
ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ  

ПО БИНОМИНАЛЬНОМУ ЗАКОНУ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
 
Пусть в каждом из N  одинаковых испытаний случайная вели-

чина Хі, 1,2, ,i N   ( i  – номер испытания) может принимать 

только два значения 1ix , 2ix . Обозначим через Х случайную вели-

чину, равную сумме ix : Х = х1 + х2+…+хN. 

Произведено n  независимых наблюдений над случайной вели-
чиной X  и в итоге получен вариационный ряд дискретной случай-
ной величины X : 

 

ix 0 1 2   N

im 0m 1m 2m   Nm

где 
1

N

i
i

n m


  . 

Требуется проверить гипотезу о распределении случайной вели-
чины X  по биноминальному закону с параметрами  ,N p , причем 

параметр  0 1p p   или задан, или оценивается по выборке. 

Для того чтобы при заданном уровне значимости проверить ну-
левую гипотезу о биноминальном распределении генеральной сово-
купности, будем придерживаться последовательности действий: 

1. Находим величину 1 1

N N

i i i
i i

x m W
W p

nN N
   
 

, принимаем ее в 

качестве оценки вероятности p . Если параметр p  задан, то всюду 
в дальнейшем используем точное его значение. Затем по формуле 

Бернулли находим вероятности    1
N ii i

i i Np P X x C W W
    , 

где i = 0,1,…,N, и вычисляем теоретические частоты i im n p   , где 

0

N

i
i

n m


  . 
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2. Для проверки нулевой гипотезы применяем критерий 

 22

1

k
i i

i i

m m

m


 

 , где k  – число групп выборки, оставшихся после 

объединения малочисленных групп. 

3. Вычисляем 2
набл .  

4. Определяем значение 2
крит  с помощью таблицы критических 

точек распределения 2  по заданному уровню   и числу степеней 

свободы 1k r    , где r  равно 1 или 0 в зависимости от того, 
оценивался ли параметр p  по выборке или нет. 

 
Пример 4. Из продукции цеха случайно отобрано 200 выборок 

по 5 деталей. Регистрировалось число бракованных деталей. В ито-
ге получен вариационный ряд: 

 
Число бракованных деталей в одной выборке (хі)  0 1 2 3 4 5
Частота ті (количество выборок содержащих хі 
бракованных деталей) 

72 77 34 14 2 1

 
Требуется, используя критерий Пирсона при уровне значимости 
0,05  , проверить гипотезу о том, что дискретная случайная ве-

личина X  (число бракованных деталей) распределена по биноми-
нальному закону. 

1. Найдем частость W  и применим ее в качестве оценки вероят-
ности того, что наудачу взятая деталь окажется бракованной. 

По формуле Бернулли i i N i
i Np C p q   найдем вероятности  

рі (і = 0, 1, 2, 3, 4, 5) того, что интересующее нас событие появится в 
5n   испытаниях ровно i  раз. 

 
5

0 0 72 1 77 2 34 3 14 4 2 5 1 200
0,2

200 5 5 200

i i
i

W x
p W

nN
           

    
 


. 
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Таблица 6 
 

Вычисление 2
набл  

 

і ті iW p  ii m ip  i im n p    2i im m
 2i i

i

m m

m




 

0 72 0,36 0 0,328 65,6 40,96 0,62 
1 77 0,38 77 0,410 82,0 25 0,30 
2 34 0,17 68 0,205 41,0 49 1,2 
3 14 0,07 42 0,051 10,2 14,44 1,4 
4 2

3
1





 
0,02

0,025
0,005





8
13

5





0,006
0,006

0,00





1,2
1,2

0,0





 
0,64

1,64
1





1,37 
5 

  200 1 200 1 200 – 4,89 

 
2. Для проверки нулевой гипотезы выдвигаем критерий 

 22

1

k
i i

i i

m m

m


 

 , где k  – число групп выборки, оставшихся после 

объединения. 

3. Вычисляем 2
набл . При составлении расчетной таблицы для 

сравнения эмпирических и теоретических частот с помощью крите-
рия Пирсона мы объединим эмпирические частоты (2+1) и (0,006 и 0). 
После объединения число групп выборки 5k  . 

4. Находим 2
крит  один параметр (вероятность p ) оценивался по 

выборке, то есть 1r  , поэтому при определении числа степеней 
свободы 

 
1 5 1 1 3k r        ; 

 

 
2 2
крит крит 0,05;3 7,8    . 

 
2 2
набл крит   , значит, нет оснований отклонить нулевую гипотезу о 

биноминальном законе распределения. 
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СЛУЧАЙНОЙ 
ВЕЛИЧИНЫ ПО ЗАКОНУ ПУАССОНА 

 
Пусть дискретная случайная величина X  может принимать 

только целые неотрицательные значения ix . Из генеральной сово-

купности извлечем случайную выборку объема n : 
 

ix 0 1 2  k

im 0m 1m 2m  km

 
Проверим гипотезу о том, что выборка извлечена из генеральной 

совокупности, имеющей распределение Пуассона. 
1. По заданному вариационному ряду найдем выборочную сред-

нюю X  и примем ее в качестве оценки параметра   распределения 
Пуассона. Если параметр   задан в условии задачи, то при вычис-
лении вероятности ip  в формуле Пуассона нужно заменить его 
оценку точным значением: 

 

  , 0,1, , 1
!

i

i ip P X x e i k
i


      , 

 

 
!

i

k
i k

p P X k e
i







    . 

 

2. Применим критерий Пирсона 
 22

1

k
i i

i i

m m

m


 

 . 

3. Вычисляем 2
набл  по данным выборки. 

4. Определяем значение 2
крит  по таблице критических точек 

распределения 2  по заданному уровню   и числу степеней свобо-

ды 1k r    , где r  равно 1 или 0 в зависимости от того, оцени-
вается ли параметр   по выборке. 
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5. Если 2 2
набл крит   , то нет оснований отклонять гипотезу о 

распределении случайной величины по закону Пуассона. Если 
2 2
набл крит   , то гипотезу отклоняют. 

 
Пример 5. Проведено наблюдение за числом вызовов телефон-

ной станции. С этой целью в течение 100 случайно выбранных  
5-секундных интервалов времени регистрировалось число вызовов. 
Получен следующий вариационный ряд: 

 
Число вызовов ix 0 1 2 3 4 5

im  8 28 31 18 9 6

 
6

1
100i

i
m n


  . 

 

Проверить, используя критерий 2 , гипотезу о том, что распре-
деление числа вызовов согласуется с законом Пуассона. Уровень 
значимости принять 0,05  . 

Вероятность ровно x  вызовов в течение n  случайно выбранных 
отрезков времени вычисляется по формуле Пуассона: 

 

,
, если 0,1, 2, , ,

!
0 в остальных случаях.

x

n x
e x n

P x


 



 

 
1. Найдем точечную оценку параметра   генеральной совокуп-

ности: 
 

6

8 0 28 1 31 2 18 3 9 4 6 5 2101 2,1.
6 100 100

1

x mi i
iX

mi
i


             




 



21 

Таким образом, функция вероятностей предполагаемого закона 

Пуассона имеет вид  
2,12,1

.
!

x

n
e

P x
x


  

2. Применим критерий 
 2 2

2

1 1

k k
i i i

i ii i

m m m
n

m m 


   

   . 

3. Находим 2
набл . Для этого все необходимые вычисления при-

водим в табл. 7. 
 

Таблица 7 
 

Вычисление 2
набл  

 
Число 
вызовов

хі 
ті 

  2,12,1

!

ix

i
i

e
p

x


  i in p m   2i im m

 2i i

i

m m

m




2
im

2
i

i

m

m
 

0 8 0,122 12,2 17,64 1,45 64 5,25 
1 28 0,257 25,7 5,29 0,21 784 30,51 
2 31 0,270 27,0 16,00 0,59 961 35,59 
3 18 0,189 18,9 0,81 0,04 324 17,14 
4 9 0,099 9,9 0,81 0,08 81 8,18 
5 6 0,063 6,3 0,03 0,01 36 5,17 

  100 1,000 100 – 2
набл 2,38  – 102,38

 

Контроль: 2
набл 2,38  ; 
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1
102,38 100 2,38i

i i

m
n

m
   

 . Вычис-

ления произведены верно. 
4. По таблице П5 по заданному уровню значимости и числу сте-

пеней свободы 1 6 1 1 4k r         найдем  
2
крит 0,05;4 9,488  . 

5. Так как 2,38 9,488 , то нет оснований для отклонения гипоте-
зы о том, что закон распределения числа вызовов на телефонной 
станции является законом Пуассона. 

Итак, мы рассмотрели критерий 2 , при помощи которого про-
веряли гипотезу о согласии данных выборки с конкретным теорети-
ческим законом распределения для любой случайной величины как 
непрерывной, так и дискретной. 
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О ЗНАЧЕНИИ ГЕНЕРАЛЬНОЙ 
СРЕДНЕЙ НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 

ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ ПРИ ИЗВЕСТНОЙ 
ГЕНЕРАЛЬНОЙ ДИСПЕРСИИ 

 
Если из значений нормально распределенной случайной величи-

ны вычесть ее среднюю арифметическую и результат разделить на 
среднее квадратическое отклонение, то получим нормированную 

случайную величину 
X a

Z





,  20; 1Z N . 

Переход к стандартной форме случайной величины позволит нам 
формализовать процедуру проверки гипотез. 

Предположим, что верна нулевая гипотеза 0 0:H Х a . Преобра-

зуем 0 ,
/

X a
Z

n





 так как   .X
n


   При большом объеме 

0 ,
/

X a
Z

n





 подчиняется стандартному нормальному закону  

 20;1Z  . 

Критическая область строится в зависимости от вида альтерна-
тивных гипотез: 

 

1 0:H X a , 
 

1 1 0:H X a a  , 
 

1 1 0:H X a a  . 
 
Алгоритм проверки гипотезы о значении генеральной средней 

нормально распределенной генеральной совокупности при извест-
ной генеральной дисперсии приведен в табл. 8. 
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Таблица 8 
 

Нулевая гипотеза 0 0:H Х a  

Альтернативная 
гипотеза 

а) 1 0:H X a  

б) 1 1 1 0: ,H X a a a   

в) 1 1 1 0: ,H X a a a   

Уровень значи-
мости критерия 

  (часто 0,05   или 0,01  ) 

Критерий 
0X a

Z
n





 (предполагается, что ген  известно)

Критические 
точки 

Зависят от  . Это: 

 а) границы 2Z , разделяющие критические 

области принятия 0H  (когда 0,05  , критиче-

ские точки  1,96 когда 0,01  , критические 
точки 2,575 ). Для других значений   крити-
ческие точки могут быть получены из таблицы 
стандартного нормального распределения, т. е. 

 1
2 0 0,5 2Z 

    ; 

 б) граница Z , разделяющая критическую об-

ласть от области принятия 0H , находится как 

 1
0 0,5Z 

     (когда 0,05  , критическая 

точка Z = 1,645; когда 0,01  , критическая 
точка Z = 2,325); 

 в) граница Z , разделяющая критическую 

область от области принятия 0H , находится как 

 1
0 0,5Z 

     (когда 0,05  , критиче-

ская точка –Z = –1,645; когда 0,01  , крити-
ческая точка –Z = –2,325) 
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Окончание табл. 8 
 

Правило принятия 
решения 

0H  отклоняется: 

а) если набл кр.; 2Z Z   

б) если 
кр.;

прав
наблZ Z


  

в) если 
кр.;

прав
наблZ Z


   

 
 
ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О ЗНАЧЕНИИ ГЕНЕРАЛЬНОЙ 

СРЕДНЕЙ НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 
ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ ПРИ НЕИЗВЕСТНОЙ 

ГЕНЕРАЛЬНОЙ ДИСПЕРСИИ 
 

Пусть некоторая генеральная совокупность имеет нормальное 

распределение  2;X N X  , а параметры X  и 2  неизвестны. 

Тогда по результатам случайной выборки объема n  найдем их то-
чечные оценки X  и S . 

Требуется проверить гипотезу 0 0:H Х a . В качестве критерия 
проверки нулевой гипотезы принимают случайную величину 

0 1
X a

T n
S


   . 

Примем без доказательства, что если гипотеза 0H  верна, то слу-
чайная величина T  имеет распределение Стьюдента с числом сте-
пеней свободы 1k n  . 

Правило проверки описанной гипотезы 0H  приведем в табл. 9. 
 

Таблица 9 
 

Нулевая гипотеза 0 0:H Х a  

Альтернативная 
гипотеза 

а) 1 0:H X a  

б) 1 1 1 0: ,H X a a a   

в) 1 1 1 0: ,H X a a a   
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Продолжение табл. 9 
 

Уровень значимо-
сти критерия 

  (часто 0,05   или 0,01  ) 

Критерий 

1

X a
T

S n





(предполагается, что ген  неиз-

вестно) 
Если объем выборки n  достаточно большой, 

то можно применить критерий 
X a

T n


 


, 

в котором следует положить 

 21
iS x X

n
     

Критические точки Зависят от  . Это: 
 а) границы  свдвуст.кр ; 1k nt    , разделяющие 

критические области от области принятия 0H , 
определяются по таблице приложения крити-
ческих точек распределения Стьюдента по 
заданному уровню значимости  , помещен-
ному в верхней строке таблицы, и числу сте-
пеней свободы св 1k n  ; 

 б) граница –  ср

прав
кр ; k

t


 разделяющая право-

стороннюю критическую область от области 
принятия гипотезы 0H , определяется по уров-
ню значимости  , помещенному в нижней 
строке таблицы критических точек Стьюдента, 
и числу степеней свободы св 1k n  ; 

 в) граница –  ср

прав
кр ;

,
k

t


разделяющая левосто-

роннюю критическую область от области при-
нятия гипотезы 0H , определяется вначале 

 ср

прав
кр ; k

t


 и затем полагается прав прав
кр крt t   
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Окончание табл. 9 
 

Правило принятия 
решения 

0H  отклоняется: 

а) если набл двуст. крt t  

б) если 
кр

прав
наблt t  

в) если 
кр

прав
наблt t   

 
Пример 6. Менеджер кредитного отдела нефтяной компании вы-

ясняет, является ли среднемесячный баланс владельцев кредитных 
карточек, равным 75 у.е. Аудитор случайным образом отобрал 100 
счетов и нашел, что среднемесячный баланс владельцев составил 
83,4 у.е. с выборочным стандартным отклонением, равным 23,65 у.е. 
Определить на 5%-м уровне значимости, может ли этот аудитор 
утверждать, что средний баланс отличен от 75 у.е. 

Решение. 1. Исходя из условия задачи, сформулируем гипотезы:  

0 : 75 у.е.H Х  ; 

1 : 75 у.еH X  , 

ген  – неизвестно. Уровень значимости 0,05  . 

2. Для проверки гипотезы 0H  применим критерий  
 

0 1
X a

T n


  


 

 
с двусторонней критической областью. 

3. Вычислим набл
83,4 75

100 1 3,53
23,65

t


   . 

4.  свдвуст.кр 0,05; 99 2kt    . 

5. Так как набл двуст.крt t , то нулевая гипотеза отклоняется. Зна-

чит, среднемесячный баланс владельцев карточек отличен от 75 у.е. 
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ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАВЕНСТВЕ ДВУХ СРЕДНИХ 
НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ГЕНЕРАЛЬНЫХ 

СОВОКУПНОСТЕЙ С ИЗВЕСТНЫМИ ДИСПЕРСИЯМИ 
 

Пусть 1X  и 2X  – нормально распределенные генеральные сово-

купности с известными дисперсиями 2
1  и 2

2  и неизвестными ге-

неральными средними 1Х  и 2Х  (математическими ожиданиями), 

причем  2
1 1 1:X Х   и  2

2 2 2:X Х  . Из генеральных совокуп-

ностей извлечены две независимые выборки с объемами 1n  и 2n .  

В результате получены 1X , 2X  и 2
1выб , 2

2выб  – средние арифме-
тические и дисперсии выборочных совокупностей. Известно, 

1
1

1
1

2

 ;X
n

Х
 

   
 

 и 
2
2

2 2
2

;X Х
n

 
   

 
. 

Требуется на уровне значимости   проверить нулевую гипоте-
зу: 1Х  и 2Х . 

Так как выборки независимы, то независимы и выборочные 
средние 1Х  и 2Х . Поэтому  

 

     
2 2
1 2

1 2 1 2
1 2

D X X D X D X
n n

 
     . 

 

Если справедлива нулевая гипотеза 0H ,  
 

     1 2 1 2 0M Х Х M Х M Х    . 
 

Тогда случайная величина (статистика)  21 2

2 2
1 2

1 2

0;1
Х Х

Z N

n n


 

 


 и 

применяется в качестве критерия для проверки нулевой гипотезы 

0 1 2:H Х Х . 
Алгоритм построения критических областей запишем в виде 

табл. 10. 
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Таблица 10 
 

Нулевая гипотеза 0 1 2:H Х Х  

Альтернативная 
гипотеза 

а) 1 1 2:H Х Х  

б) 1 1 2:H Х Х  

в) 1 1 2:H Х Х  

Уровень значимости 
критерия 

  (часто 0,05   или 0,01  ) 

Критерий 
1 2

2 2
1 2

1 2

X X
Z

n n




 


 (предполагается, что гене-

ральные дисперсии 2
1  и 2

2  известны) 

Критические точки Зависят от  . Это: 
 а) границы  кр 2Z  , разделяющие дву-

стороннюю область от области принятия 

0H , находятся как  
1

кр 2
0 0,5

2

Z 
   

 

    

по таблице П2, часть 1, функции Лапласа 

 
2

2
0

0

1
d

2

xZ

Z e x


 

  (когда 0,05  , 

критические точки 1,96 ; когда 0,01  , 
критические точки 2,575 ); 

 б) граница прав
кр αZ , разделяющая правосто-

роннюю критическую область от области 
принятия гипотезы 0H , находится как 

 
1

0 0,5


  (когда  = 0,05, критическая точка 

Z = 1,645; когда  = 0,01, критическая точ-
ка Z = 2,325); 
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Окончание табл. 10 
 

Критические точки Зависят от  . Это: 
 в) граница лев

кр;Z  , разделяющая левосто-

роннюю критическую область от области 
принятия гипотезы 0H , находится как 

 
1

0 0,5Z 
     (когда 0,05  , крити-

ческая точка –Z = –1,645; когда 0,01  , 
критическая точка –Z = –1,645) 

Правило принятия 
решения 

0H  отклоняется, если: 

а) набл крZ Z  

б) набл крZ Z  

в) набл крZ Z   

 
Пример 7. По двум независимым выборкам, объемы которых 

1 40n   и 2 50n  , извлеченным из нормальных генеральных сово-

купностей, найдены выборочные средние: 1 130X   и 2 140,X   ге-

неральные дисперсии известны: 2
1 80  , 2

2 100  . Требуется при 
уровне значимости 0,01   проверить нулевую гипотезу 

0 1 2:H Х Х  при конкурирующей гипотезе: 1 2Х Х . 
Решение. Найдем наблюдаемое значение критерия:  
 

1 2
набл 2 2

1 2

1 2

130 140 10 10
5

280 440 100 50 4

X X
Z

n n

   
     

 


. 

 

По условию конкурирующая гипотеза имеет вид 1 2Х Х , по-
этому критическая область – двусторонняя. 

Найдем правую критическую точку из равенства 

     кр 1 / 2 1 0,01 / 2 0,495Z      . 
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По таблице П2, часть 1, функции Лапласа находим Zкр = 2,58. 
Так как набл крZ Z , то нулевую гипотезу отвергаем, т. е. выбо-

рочные средние различаются значимо. 
 

ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О ДИСПЕРСИЯХ ДВУХ 
НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СОВОКУПНОСТЕЙ 
 
Рассмотрим две генеральные совокупности 1X  и 2X , распределен-

ные нормально, т.е.  1 1 1;X N a   и  2 2 2;X N a  . Из них извле-

каются две независимые случайные выборки с объемами 1n  и 2n , 

находятся исправленные дисперсии 2 21
1 выб

1 1

n
S

n
 


, 2 22

2 выб
2

.
1

n
S

n
 


 

Требуется проверить нулевую гипотезу 2 2
0 1 2:H    . В качестве 

критерия проверки этой гипотезы применяется статистика 
2
1
2
2

S
F

S
 , 

которая при условии справедливости нулевой гипотезы имеет рас-
пределение Фишера-Снедекора со степенями свободы 1 1 1k n   и 

2 2 1k n  . Предполагается, что 2 2
1 2S S . 

Алгоритм построения критических областей запишем в виде 
табл. 11. 

 
Таблица 11 

 

Нулевая гипотеза 2 2
0 1 2:H     

Альтернативная 
гипотеза 

а) 2 2
1 1 2:H     

б) 2 2
1 1 2:H     

Замечание: гипотеза 2 2
1 1 2:H     заменя-

ется гипотезой 2 2
1 1 2:H     
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Продолжение табл. 11 
 

Уровень значимости 
критерия 

  (часто 0,05   или 0,01  ). 
Для промежуточных значений уровней 
значимости критические точки можно по-
лучить из таблицы критических точек рас-
пределения Фишера-Снедекора ( 1k  – число 
степеней свободы большей дисперсии, 

2k  – число степеней свободы меньшей 
дисперсии), применяя интерполирование

Критерий 2
1
2
2

S
F

S
 , где 2

1S  и 2
2S  – исправленные 

выборочные дисперсии, 2 2
1 2S S  

Критические точки Зависят от  . Это: 
 а) граница  1 2

прав
кр , ,k k

F  , разделяющая пра-

востороннюю критическую область от 
области принятия 0H , где числа степеней 

свободы 1 1 1k n   и 2 2 1k n  , находит-
ся по таблице критических точек распре-
деления Фишера-Снедекора; 

 б) граница 
1 2

прав

кр , ,
2

k k
F  

 
 

 находится по таб-

лице критических точек распределения 

Фишера-Снедекора, а граница прав
1крF  нахо-

дится как правосторонняя по уровню зна-

чимости 
2


 

Правило принятия 
решения 

Нулевая гипотеза 0H  отклоняется, если 

а)  1 2набл кр , ,k kF F  ; 

б) 
1 2

набл
кр , ,

2
k k

F F  
 
 

  
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Пример 8. Менеджер предприятия решил выяснить, существует 
ли разница в производительности труда рабочих дневной и вечер-
ней смены. Случайно организованная выборка 10 рабочих дневной 
смены показала, что средний выпуск продукции составил 74,3 ед./ч, 

а выборочная дисперсия оказалась равной 2
1 16 ед./ч  . Выборка 

же 10 рабочих вечерней смены выявила, что средний выпуск про-

дукции равнялся 69,7 ед./ч , а 2
2 18 ед./ч  . На 1%-м уровне значи-

мости  0,01   определить, существует ли разница в производи-

тельности труда рабочих вечерней и дневной смены. 
Решение. Так как выборочные дисперсии различны, проверим 

предварительно нулевую гипотезу 2 2
0 1 2:H     о равенстве гене-

ральных дисперсий, пользуясь критерием Фишера-Снедекора 

2
1

10
18 20

10 1
S   


, 2

2
10

16 17,8
10 1

S   


. 

Найдем отношение большей исправленной дисперсии к мень-

шей: набл
20

1,12
17,8

F   . Дисперсия 20 больше дисперсии 17,8; дис-

персия 18 больше дисперсии 16. Поэтому в качестве альтернатив-

ной примем гипотезу 2 2
1 1 2:H    . В этом случае критическая об-

ласть правосторонняя. По таблице П7 критических точек 
распределения Фишера-Снедекора по уровню значимости 0,01   
и числам степеней свободы 1 9k   и 2 9k   находим 

 
прав
кр 0,01, 9,9

5,35F  . 

Так как набл крF F  (1,12 < 5,35) – нет оснований отклонить ну-

левую гипотезу о равенстве генеральных дисперсий, поскольку 
предположение о равенстве генеральных дисперсий выполняется, 
сравним средние. 

Итак: 
1. 0 1 2:H X X . 

21 :H X X  (так как 74,3 > 69,7 – имеем правостороннюю кри-
тическую область. 
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2. В качестве критерия проверки нулевой гипотезы примем слу-

чайную величину 
   

1 2 1 2

2 2 1 21 1 2 2

1 2

1 1

2

n nX X
T

n nn S n S

n n


 

  
 

. 

3. набл
74,3 69,7 10 10

2,366
10 109 17,8 9 20

10 10 2

t
 

  
  

 

. 

4. Находим крt  по таблице П6 критических точек распределения 

Стьюдента  свкр 0,01; 18 2,55kt   . 

Так как набл крt t , то нет оснований отклонить гипотезу 0H , т. е. 

не существует разницы в производительности труда рабочих дневной 
и вечерней смены, а имеющие место различия случайны, незначимы. 

 
 
ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАВЕНСТВЕ ГЕНЕРАЛЬНЫХ 
СРЕДНИХ ДВУХ НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ 
СОВОКУПНОСТЕЙ ПРИ НЕИЗВЕСТНЫХ РАВНЫХ 

ГЕНЕРАЛЬНЫХ ДИСПЕРСИЯХ 
(МАЛЫЕ НЕЗАВИСИМЫЕ ВЫБОРКИ) 

 

Имеются две генеральные совокупности  2
1 1 1;X N X   и 

 2
2 2 2;X N X  , из которых известны выборки с объемами 1n  и 

2n  с параметрами 1X , 2
1  и 2X , 2

2 . Пусть генеральные дисперсии 
2
1  и 2

2  неизвестны, например, по той причине, что нельзя полу-
чить хорошие оценки генеральных дисперсий по выборкам малого 
объема. Но если предположить, что генеральные дисперсии равны, 
то примем без доказательства, что можно построить критерий про-
верки нулевой гипотезы, представляющий собой статистику 

   
1 2 1 2

2 2 1 21 1 2 2

1 2

1 1

2

n nX X
T

n nn S n S

n n


 

  
 

, которая при справедливости 
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нулевой гипотезы имеет t-распределение Стьюдента с числом сте-
пеней свободы св 1 2 2k n n   . 

Критическая область строится в зависимости от вида альтерна-
тивной гипотезы. 

Правила построения критических областей и принятия решений 
приведены в табл. 12. 

 
Таблица 12 

 

Нулевая гипотеза 1 20 :H X X  

Альтернативная 
гипотеза 

а) 1 21 :H X X  

б) 21 :H X X  

в) 21 :H X X  

Уровень значимости 
критерия 

  (часто 0,05   или 0,01  ) 

Критерий 

   
1 2 1 2

2 2 1 21 1 2 2

1 2

1 1

2

n nX X
T

n nn S n S

n n


 

  
 

 (пред-

полагается, что генеральные дисперсии 2
1  и 

2
2  неизвестны, но равны) 

Критические точки Зависят от  . Это: 
 а) границы  св 1 2двуст. кр ; 2k n nt     , разделя-

ющие двустороннюю область от области 
принятия 0H , находятся  по таблице точек 
распределения Стьюдента по уровню значи-
мости  , помещенному в верхней строке 
таблицы и числу степеней свободы 

св 1 2 2k n n   ; 
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Окончание табл. 12 
 

Критические точки б) граница  св 1 2

прав
кр ; 2k n n

t     , разделяющая 

правостороннюю критическую область от 
области принятия гипотезы 0H , определяет-

ся по уровню  , помещенному в нижней 
строке таблицы критических точек Стью-
дента и числу степеней свободы 

св 1 2 2k n n   ; 
 в) граница  св 1 2

лев
кр ; 2k n nt     , разделяющая 

левостороннюю критическую область от 
области принятия гипотезы 0H , определяет-

ся вначале  св 1 2

прав
кр ; 2k n n

t      и затем полага-

ется лев прав
кр крt t   

Правило принятия 
решения 

0H  отклоняется, если: 

а) набл двуст. крt t ; 

б) прав
набл крt t ; 

в) лев
набл крt t   

 
Пример 9. Из двух партий изделий, изготовленных на двух оди-

наково настроенных станках, извлечены малые выборки, объемы 
которых 1 10n   и 2 12n  . Получены следующие результаты: 

1 3,6X  , 2 3,5X  , 
1

2 0,0267XS  , 
2

2 0,0255XS  . Требуется при 

уровне значимости 0,01   проверить гипотезу 0 1 2:H X X  при 

альтернативной гипотезе 0 1 2:H X X . Предполагается, что слу-

чайные величины 1X  и 2X  распределены нормально. 
Решение. Рассматриваемый в этом параграфе критерий предпо-

лагает, что генеральные дисперсии одинаковы, но исправленные 
дисперсии различны, поэтому вначале нужно сравнить дисперсии, 
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используя критерий Фишера-Снедекора. Сделаем это, приняв в ка-
честве альтернативной гипотезы    1 1 2:H D X D X . Найдем 

наблюдаемое значение критерия: 1

2

2

набл 2

0,0267
1,05

0,0255
X

X

S
F

S
   . По 

таблице П7 критических точек распределения Фишера-Снедекора 
находим  кр 0,01, 9,11 4,63F  . Так как набл крF F  – дисперсии разли-

чаются незначимо и, следовательно, можно считать, что допущение 
о равенстве генеральных дисперсий выполняется. 

Сравним средние, для чего вычислим наблюдаемое значение 
критерия Стьюдента:  

 

   
1 2 1 2

набл 2 2 1 21 1 2 2

1 2

1,45
1 1

2

Х Х n n
T

n nn S n S

n n


  

  
 

. 

 
По условию, альтернативная гипотеза имеет вид 1 2X X , по-

этому критическая область двусторонняя. По уровню значимости 
0,01   и числу степеней свободы св 1 2 2 10 12 2 20k n n        

находим по таблице критических точек распределения Стьюдента 
критическую точку  двуст. кр 0,01; 20 2,53t  . 

Так как набл двуст.крt t  – нет оснований отвергнуть гипотезу о ра-

венстве средних. 
Таким образом, средние размеры изделий существенно не разли-

чаются. 
 
 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 
1. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0,05 

проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении 
генеральной совокупности X с эмпирическим распределением вы-
борки объема 200 :n   
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ix  5 7 9 11 13 15 17 19 21 

im  15 26 25 30 26 21 24 20 13 

 
2. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0,01 

установить, случайно или значимо расхождение между эмпириче-
скими частотами im  и теоретическими частотами im , которые вы-
числены, исходя из гипотезы о нормальном распределении гене-
ральной совокупности X : 

 

im  8 16 40 72 36 18 10 

im  6 18 36 76 39 18 7 

 
3. В результате испытания 200 элементов на длительность работы 

получено эмпирическое распределение (в первом столбце указаны ин-
тервалы времени в часах, во втором – частота, т. е. количество элемен-
тов, проработавших время в пределах соответствующего интервала) 

 

1i ix x   im  1i ix x   im  

0–5 133 15–20 4 
5–10 45 20–25 2 

10–15 15 25–30 1 
 
Требуется, при уровне значимости 0,05, проверить гипотезу о том, 

что время работы элементов распределено по показательному закону. 
4. В итоге испытаний 1000 элементов на время безотказной работы 

получено эмпирическое распределение (в первом столбце указаны ин-
тервалы времени в часах; во втором – частота im , т. е. количество от-
казавших элементов в i -м интервале). 

 

1i ix x   im  1i ix x   im  

0–10 
10–20 
20–30 
30–40 

365 
245 
150 
100 

40–50 
50–60 
60–70 

70 
45 
25 
1000n 
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Требуется при уровне значимости 0,01 проверить гипотезу о том, 
что время безотказной работы элементов распределено по показа-
тельному закону. 

5. В течение 10 часов регистрировали прибытие автомашин к 
бензоколонке и получили эмпирическое распределение (в первом 
столбце указан интервал времени в часах, во втором – частота, т. е. 
количество машин, прибывших в этом интервале). Всего было заре-
гистрировано 200 машин. 

 

1i ix x   im  1i ix x   im  

8–9 
9–10 

10–11 
11–12 
12–13 

12 
40 
22 
16 
28 

13–14 
14–15 
15–16 
16–17 
7–18 

6 
11 
33 
18 
14 

 
Требуется при уровне значимости 0,01 проверить гипотезу о том, 

что время прибытия машин распределено равномерно. 
6. В результате взвешивания 800 стальных шариков получено эм-

пирическое распределение (в первом столбце указан интервал веса в 
граммах, во втором столбце – частота, т. е. количество шариков, вес 
которых принадлежит этому интервалу). 

 

1i ix x   im  1i ix x   im  

20,0–20,5 
20,5–21,0 
21,0–21,5 
21,5–22,0 
22,0–23,0 
22,5–23,0 

91 
76 
75 
74 
92 
83 

23,0–23,5 
23,5–24,0 
24,0–24,5 
24,5–25,0 

79 
73 
80 
77 

n = 800

 
Требуется при уровне значимости 0,01 проверить гипотезу о том, 

что вес шариков Х распределен равномерно. 
7. Отдел технического контроля проверил n = 100 партий изделий 

по N = 10 изделий в каждой партии и получил следующее эмпириче-
ское распределение дискретной случайной величины Х – числа не-
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стандартных изделий (в первой строке указано число ix  нестандарт-

ных изделий в одной партии; во второй строке – частота im , т. е. коли-

чество партий, содержащих ix  нестандартных изделий): 
 

iх  0 1 2 3 4 5 6 7 

im  2 3 10 22 26 20 12 5 

 
Требуется при уровне значимости 0,01 проверить гипотезу о 

том, что случайная величина Х распределена по биноминальному 
закону. 

8. В библиотеке случайно отобрано 200 выборок по 5 книг. Ре-
гистрировалось число поврежденных книг (подчеркивания, помар-
ки и т. д.). В итоге получено следующее эмпирическое распределе-
ние (в первой строке указано число iх  поврежденных книг в одной 

выборке; во второй – частота im , т. е. количество выборок, содер-

жащих iх  поврежденных книг): 
 

iх  0 1 2 3 4 5 

im  72 77 34 14 2 1 

 
Требуется при уровне значимости 0,05 проверить гипотезу о 

том, что дискретная случайная величина Х (число поврежденных 
книг) распределена по биномиальному закону. 

9. Отдел технического контроля проверил n = 200 партий оди-
наковых изделий и получил следующее эмпирическое распределе-
ние (в первой строке указано количество iх  нестандартных изделий 

в одной партии; во второй строке – частота im , т. е., количество 

партий, содержащих iх  нестандартных изделий): 
 

iх  0 1 2 3 4 

im  116 56 22 4 2 
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Требуется при уровне значимости 0,05 проверить гипотезу о 
том, что количество нестандартных изделий Х распределено по за-
кону Пуассона. 

10. В результате проверки 500 контейнеров со стеклянными из-
делиями установлено, что число поврежденных изделий Х имеет 
следующее эмпирическое распределение (в первой строке указано 
количество iх  поврежденных изделий в одном контейнере, во вто-

рой строке – частота im , т.е. число контейнеров, содержащих iх  
поврежденных изделий): 

 

iх  0 1 2 3 4 5 6 7 

im  199 169 87 31 9 3 1 1 

 
Требуется при уровне значимости 0,01 проверить гипотезу о 

том, что случайная величина Х – число поврежденных изделий – 
распределена по закону Пуассона. 

Указание. Объединить частоты трех последних групп. 
11. Дисперсия генеральной совокупности равна 100. Выборка  

25 единиц из этой совокупности дала среднюю арифметическую, 
равную 17. Можно ли отклонить 0 : 21Н а   при конкурирующей 
гипотезе : 21Н а  ? Принять 0,05  . 

12. Производители нового вида аспирина утверждают, что он 
снимает головную боль за 30 мин. Случайная выборка 121 человека, 
страдающего головными болями, показала, что новый тип аспирина 
снимает головную боль за 28,6 минуты при среднем квадратиче-
ском отклонении 4,2 минуты. Проверить на уровне значимости 

0,05   справедливость утверждения производителей аспирина о 
том, что это лекарство излечивает головную боль за 30 минут. 

13. Компания, производящая средства для потери веса, утвер-
ждает, что прием таблеток в сочетании со специальной диетой поз-
воляет сбросить в среднем в неделю 400 граммов веса. Случайным 
образом отобраны 25 человек, использующих эту терапию, и обна-
ружено, что в среднем они сбросили 430 граммов при исправленном 
среднем квадратическим отклонении 110 граммов. Проверить гипо-
тезу о том, что средняя потеря в весе составляет 400 граммов. Уро-
вень значимости 0,05  . 
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14. Из нормальной генеральной совокупности с известным 
средним квадратическим отклонением 30   извлечена выборка 
объема 49n   и по ней найдена выборочная средняя 126,5X  . 
Требуется, при уровне значимости 0,05  , проверить нулевую 
гипотезу 0 0: 120H a a   при конкурирующей гипотезе 0 0:H a a . 

15. Инженер по контролю качества проверяет среднее время горе-
ния нового вида электролампы. Для проверки в порядке случайной 
выборки было отобрано 100 ламп, среднее время горения которых ока-
залось 1075 часов. Предположим, что среднее квадратическое откло-
нение времени горения для генеральной совокупности известно и рав-
но 100 часам. Используя уровень значимости 0,05  , проверить ги-
потезу о том, что время горения ламп более 1000 часов. 

16. Производители стирального порошка утверждают, что сред-
ний вес коробки с порошком составляет 325 граммов. Случайная 
выборка 25 коробок с порошком обнаружила, что средний вес ко-
робки составляет 323,8 грамм, а среднее квадратическое отклонение 
равно 11,7 граммов. При уровне значимости 0,01   определить 
отличается ли средний вес коробок от 325 грамм. 

17. Имеются данные о результатах проверки качества деталей: 
 

Партия 
 

Основные 
характеристики 

 
средняя прочность, 

кг/см2 
2  

До изменения техно-
логии изготовления 

100 40 250 

После изменения тех-
нологии изготовления

100 44 150 

 
Определить, является ли повышение прочности деталей с 40 до 

44 кг/см2 существенным настолько, что его можно считать след-
ствием изменения технологии, или же это результат случайной ко-
леблемости показателей, и поэтому изменение технологии нельзя 
считать эффективным? Принять уровень значимости 0,05  . 

18. Ежедневная заработная плата в определенной отрасли есть 
случайная величина, распределенная по нормальному закону, со 
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средней 13,2Х   у.е. и 2,5   у.е. Если компания в этой отрасли 
нанимает 40 рабочих и платит им в среднем 12,2 у.е., можно ли эту 
компанию обвинить в том, что она платит слишком низкую зарпла-
ту? Уровень значимости принять равным 0,05  . 

19. Инвестиционный фонд объявил, что средний годовой доход 
по акциям предприятий некоторой отрасли промышленности соста-
вил 11,5 %. Инвестор, желая проверить, является ли это заявление 
правильным, произвел случайную выборку из 41 акции этой отрас-
ли. Средний годовой доход по ним составил 10,8 % и выборочное 
среднее квадратическое отклонение 3,4 %. Имеет ли инвестор до-
статочную информацию для того, чтобы опровергнуть заявление 
инвестиционного фонда? Принять уровень значимости  = 0,05. 

20. Эксперт страховой компании полагает, что в течение по-
следних нескольких лет средний размер страховых обязательств по 
импортным автомобилям был равен 1000 у.е. Для проверки этого 
предположения была организована выборка 25 владельцев автомо-
билей. Проведенное обследование показало, что средний размер 
страхового обязательства равен 1050 у.е. с исправленным стандарт-
ным отклонением S = 47 у.е. Могут ли результаты выборки опро-
вергнуть утверждение эксперта страховой компании, что средний 
размер страхового обязательства равен 1000 у.е.? Уровень значимо-
сти принять равным 0,01  . 

21. Для проверки эффективности нового лекарства были ото-
браны две случайные группы по 15 человек, болеющих гриппом. 
При применении старого лекарства средний срок выздоровления 

составлял 11 дней с выборочной дисперсной 2
1 3S  , при примене-

нии нового – срок выздоровления составил 8 дней с 2
2 4S  . Прове-

рить на уровне значимости 0,01   гипотезу о преимуществе ново-
го лекарства. 

22. Месячная заработная плата для выборки из 50 рабочих 
определенной фирмы составляет 110 при среднем квадратическом 
отклонении 1,44 у.е., а заработная плата для выборки из 40 рабочих 
другой фирмы равна 105 у.е. при среднем квадратическом отклоне-
нии 1,50 у.е. Выше ли зарплата в первой фирме, чем во второй? 
Уровень значимости принять 0,01  . 
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ОТВЕТЫ 
 

1.  2 2
набл кр22,2; 0,05;6 12,6    . 

2
набл  > 2

кр – гипотезу о нормальном распределении генеральной 

совокупности отвергаем. 

2.  2 2
набл кр3,061; 0,01;4 13,3    . 

2
набл  < 2

кр  – гипотезу о нормальном распределении генеральной 

совокупности не отвергаем. 

3.  2 2
набл кр1,29; 0,05;2 6,0.     

2
набл  < 2

кр  – гипотеза о распределении X по показательному зако-

ну не отвергается. 

4.  2 2
набл кр15,88; 0,01; 5 15,1.     

2
набл  > 2

кр  – гипотеза о показательном распределении времени 

безотказной работы элементов отвергается. 
5. в в12,71; 2,86; 7,76;    

x a   17,66; 0,101  b f x , 
2 2
набл кр7; 53,43; 18,5.    k  Гипотеза о равномерном распре-

делении времени отвергается. Данные наблюдений не согласуются 
с этой гипотезой. 

6. в 22,47;X  в 1,44;   19,98; a  24,96; b    0,2f x ; 

 2 2
набл кр7; 4,39; 0,01;7 18,5.    k  Нет оснований отвергнуть 

гипотезу о равномерном распределении Х. 
7. * 0,4; 5;р k   теоретические частоты: 0,60; 4,04; 12,24; 

25,05; 20,05; 11,15; 4,25;  2 2
набл кр0,68; 0,01;5 15,1.     Нет осно-

ваний отвергнуть гипотезу о распределении Х по биномиальному 
закону. 

8. * 0,2; 2;р k   теоретические частоты: 65,54; 81,92; 40,96; 

10,24; 1,28; 0,06;  2 2
набл кр4,65; 0,05;2 6,0.     Нет оснований 

отвергнуть гипотезу о распределении Х по биномиальному закону. 
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9. в 0,6; 0,6;  X  теоретические частоты: 65,86; 19,76; 3,96; 

0,60;  2 2
набл кр2,54; 0,05;2 6,0.     Так как 2 2

набл кр    – нет ос-

нований отвергнуть гипотезу о распределении случайной величины 
Х по закону Пуассона. 

10. 4; 1;вk X     теоретические частоты: 183,95; 183,95; 

92,00; 30,65; 7,65; 1,55; 0,25; 0,05;  2 2
набл кр8,32; 0,01;4 13,3.     

Нет оснований отвергнуть гипотезу о распределении Х по закону 
Пуассона. 

11. 0 : 21Н X   отклоняется в пользу 1 : 21Н X  . 

12. 0 : 30Н X   отклоняется в пользу 1 : 30H X  . 

13. Нет оснований отклонить 0 : 400Н X   в пользу конкуриру-

ющей гипотезы 1 : 400Н X  . 

14. Нет оснований отклонить 0Н . 

15. 0 : 1000Н X   отклоняется в пользу 1 : 1000Н X  , т. е. име-
ющиеся различия не случайны, значимы. 

16. Нет оснований отклонить гипотезу 0 : 300Н X   в пользу 

конкурирующей гипотезы 1 : 300Н X  . 

17. Гипотеза 0 1 2:Н Х Х  отклоняется в пользу 1 1 2:Н Х Х ,  
т. е. изменение технологии эффективно. 

18. Да. 0 : 13,2Н X   у.е. отклоняется в пользу 1 : 13,2Н Х   (т. к. 
12,2 < 13,2). 

19. Не имеет. Нет оснований отклонить гипотезу 0 : 11,5Н X   в 

пользу конкурирующей гипотезы 1 : 11,5Н Х  . 

20. Гипотеза 0 : 1000Н X   у.е. отклоняется в пользу альтерна-

тивной гипотезы 0 : 1050Н X  у.е. 

21. Гипотеза 0 :Н    M X M Y  принимается, т. е. новое лекар-

ство более эффективно старого. 
22. Гипотеза 0 1 2: Н X X  не отвергается в пользу альтернатив-

ной гипотезы 0 1 2: Н X X , т. е. зарплата в двух фирмах одинаковая 
на уровне значимости 0,01  . 



45 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ 
 
Обозначим через Х  независимую переменную, а через Y зави-

симую от нее переменную. Зависимость Y от Х  называется функ-
циональной, если каждому значению величины X  соответствует 
единственное значение величины Y. Однако гораздо чаще в окру-
жающем нас мире каждому значению переменной X  соответствует 
не одно, а множество значений переменной Y. Это объясняется тем, 
что на результирующую переменную действует не только контро-
лируемый фактор X , но и множество других неконтролируемых 
случайных факторов. 

Если каждому значению переменной Х  соответствует опреде-
ленное (условное) распределение переменной Y, то такая зависи-
мость называется стохастической или вероятностной. 

Корреляционной зависимостью между двумя переменными 
называется функциональная зависимость между значениями одной 
из них и условным математическим ожиданием другой. Корреляци-
онная зависимость может быть представлена в виде: 

 
    ,xx M Y     (5) 

 

   .  yy M X    (6) 

 
Уравнения (5) и (6) называются уравнениями регрессии соот-

ветственно Y на Х и Х  на Y, а их графики – линиями регрессии. 
Если   сonst x ,   сonst y , то говорят, что корреляционная 

связь отсутствует. 
Переменная Х  в корреляционном анализе может быть как де-

терминированной, так и случайной. 
Основной задачей корреляционного анализа является выявление 

тесноты связи между переменными Х  и Y и количественная оценка  
тесноты этой связи. 

Корреляционный анализ следует применять только в том случае, 
когда данные наблюдений или эксперимента, можно считать слу-
чайными и выбранными из нормальной совокупности. 
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В корреляционном анализе экспериментальные данные задаются 
корреляционной таблицей. Вариант такого задания рассмотрим на 
следующем примере. 

Для исследования зависимости годового объема производства Y 
от основных фондов Х  получены статистические данные по 20 
предприятиям (табл. 13). 

 
Таблица 13 

 

iх

jy  12,5 17,5 22,5 27,5 jn  

20–21 20,5 1 – – – 1 
21–22 21,5 – 2 – – 2 
22–23 22,5 – 1 2 – 3 
23–24 23,5 – – 3 3 6 
24–25 24,5 – – – 8 8 

in   1 3 5 11 20n   
 
В первой строке таблицы записаны значения переменной Х, в пер-

вом столбце – интервалы изменения переменной Y, а во втором – се-
редины этих интервалов. Для дальнейших расчетов необходимы 
только середины интервалов, поэтому сами интервалы могут отсут-
ствовать. Центральную часть таблицы занимают частоты i jn  (число 

предприятий), соответствующие значениям переменных iX x  и 

jY y . В последней строке записаны частоты 
1

m

i ij
j

n n


  , а в по-

следнем столбце – частоты 
1

l

j ij
i

n n


  . 

Здесь 4l   – число средних значений величины Х , 5m   – чис-
ло средних значений величины У , 20i jn n n     – число всех 

значений. Таблица такого вида называется корреляционной таб-
лицей. 
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Основной оценкой для тесноты связи между переменными Х и Y 
служит выборочный коэффициент r , который определяется фор-
мулой 

 

.
 


x y

XY X Y
r

S S
          (7) 

 
Свойства выборочного коэффициента корреляции аналогичны 

свойствам коэффициента корреляции между случайными величи-
нами Х и Y. 

Перечислим свойства коэффициента корреляции: 
1. Коэффициент корреляции принимает значение на отрезке 

 1, 1 , т. е. 

 
1 1r   . 

 
В зависимости от того, насколько r  приближается к 1, разли-

чают слабую, умеренную и сильную связь, т. е. чем ближе r  к 1, 

тем теснее связь. 
2. Если переменные Х и Y умножить на одно и тоже число, то ко-

эффициент корреляции не изменится. 
3. Если 1r   , то корреляционная связь между Х и Y представ-

ляет собой линейную зависимость. Запишем более подробные фор-
мулы для вычисления коэффициента корреляции: 

 

1 1 1 1

22
2 2

1 1 1 1

l m l m

i j ij i i j j
i j i j

l l m m

i i i i j j j j
i i j j

n x y n x n y n

r

n x n x n n y n y n

   

   

  
      

  
          

   

   

   (8) 
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  
1 1

l m

i j ij
i j

x y

x X y Y n

r
n S S

 
 


 

            (9) 

 
Если данные не сгруппированы, то формулы (8), (9) упрощаются: 
 

1 1 1

22
2 2

1 1 1 1

n n n

i i i j
i i j

n n n n

i i j j
i i j j

n x y x y

r

n x x n y y

  

   

  
        

  
          

  

   

            (10) 

 

  
1

n

i i
i

x y

x X y Y
r

n S S


 



     (11) 

 
Так как r  вычисляется по данным выборки, то в отличие от ге-

нерального коэффициента корреляции  , r является величиной слу-

чайной. Если 0r  , то возникает вопрос, объяснятся ли это дей-
ствительной линейной связью между Х и Y или вызвано случайны-
ми факторами. Для выяснения значимости коэффициента 
корреляции проверяется гипотеза 0Н  об отсутствии линейной кор-

реляционной связи между переменными Х и Y, т. е. 0 : 0Н   . 
При справедливости этой гипотезы статистика 

 

2

2

1

r n
t

r





                              (12) 

 
имеет распределение Стьюдента с 2 k n  степенями свободы. 
Поэтому гипотеза 0Н  отвергается, если к,крt t , где к, крt  – таб-

личное значение распределения Стьюдента, определенное на 
уровне значимости   при числе степеней свободы 2 k n . 
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Пример 10. Для данных табл. 13 найти выборочный коэффици-
ент корреляции, проверить его значимость на уровне 0,05  . 

Решение. Для вычислений составим таблицу. Находим суммы 

480i i
i

x n  ; 468j j
j

y n  ; 2 11925i i
i

x n  ; 2 10979 j j
j

y n  и зано-

сим их в таблицу. Вычислим  
20,5 12,5 21,5 17,5 2 22,5 17,56

22,5 22,5 2 23,5 22,5 3

i j ij
i j

x y n        

      



23,5 27,5 3 24,5 27,5 8 11330.        
 

,j i  хi in  yj nj хi ni yj nj 2
ix  2

i ix n  2
jy  2

j jy n  

1 12,5 1 20,5 1 12,5 20,5 156,25 156,25 420,25 420,25
2 17,5 3 21,5 2 52,5 43,0 306,25 918,75 462,25 924,5 
3 22,5 5 22,5 3 112,5 67,5 506,25 2531,25 506,25 1518,75 
4 27,5 11 23,5 6 302,5 141,0 756,25 8318,75 552,25 3313,5
5   24,5 8  196,0   600,25 4802 

      480 468  11925  10979 

 
Подставляя полученные значения сумм в (8), найдем выбороч-

ный коэффициент корреляции 
 

2 2

20 11330 480 468 1960
0,934

90 23,5820 11925 480 20 10979 468
r

  
  

    
. 

 
Проверим значимость r на уровне 0,05  . Для этого вычислим 

статистику 
 

 
2 2

2 0,924 18
10,25.

1 1 0,924

r n
t

r


  

 
 

 
По таблице распределения П6 Стьюдента 2 18k n    находим 

критическое значение tкр = 1,734 Так как крt t , то считаем r значимым. 
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КОРРЕЛЯЦИОННОЕ ОТНОШЕНИЕ 
 
Введенный ранее коэффициент корреляции является показате-

лем тесноты связи лишь в случае линейной зависимости. Для полу-
чения показателя тесноты связи при зависимости любого вида за-

пишем правило сложения дисперсий в форме 2 2 2
ф 0 y уS S S , 

где 

2
2 2

1 1

1 1m m

y j j j j
j j

S y n y n
n n 

 
    

 
   – общая дисперсия переменной Y, 

 2

2 1
ф






l

i i
i

у

Y Y n
S

n
 – межгрупповая дисперсия, 

 2
1 12

0
 



 
l m

j i i
i j

y Y n

S
n

 – 

остаточная дисперсия. 

Здесь 
1

1


 

m

i j ij
ji

Y y n
n

 – групповые средние. 

Остаточная дисперсия представляет собой ту часть дисперсии Y, 
которая обусловлена неучтенными случайными факторами. Меж-
групповая дисперсия выражает ту часть дисперсии Y, которая вы-
звана изменчивостью X. 

Величина ф  у
yx

у

S

S
 называется эмпирическим корреляцион-

ным отношением. Чем теснее связь, тем большее влияние на вари-
ацию Y оказывает изменчивость Х, тем больше yx . Величина 

2 ухd  является эмпирическим коэффициентом детерминации и 

показывает, какая часть общей вариации Y обусловлена вариацией 
Х. Чем ближе d  к 1, тем теснее наблюдения примыкают к линии 
регрессии, тем лучше регрессия описывает зависимость перемен-

ных. Для линейной модели 2.d r  
 
Пример 11. Для данных табл. 13 найти корреляционное отноше-

ние yx . 

Для вычисления эмпирического корреляционного отношения 
найдем групповые средние iY  и Y : 
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1 20,5Y  ;  2
1

21,5 2 22,5 21,83;
3

Y      

 

 3
1

22,5 2 23,5 3 23,1;
5

Y        4
1

23,5 3 25,5 8 24,23;
11

Y       

 

 
4

1

1 1
20,5 21,83 3 23,1 5 24,23 11 23,4.

20
        i j i

i
Y Y n

n
 

 
Тогда 
 

     
4 2 2 22

ф
1

1 1
20,5 23,4 21,83 23,4 3

20

       
у i i

i
S Y Y n

n
 

 

   2 2
23,1 23,4 5 24,33 23,4 11 1,29;      


 

 
2 2

2 2 2

1 1

1 1 1 1
10979 468 1,39.

20 20 

               
 y j j j j
j j

S y n y n
n n

 

 
Вычисляем корреляционное отношение 
 

ф 1,29
0,963

1,39
   у

yx
у

S

S
. 
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РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ 
 
При изучении стохастических зависимостей в задачах техники, 

экономики и т. д. одним из главных моментов является установле-
ние вида зависимости Y от Х1, Х2,…, Хn, т. е. вида уравнения регрес-
сии. Это связано в первую очередь с необходимостью прогнозиро-
вания исследуемых процессов. 

Установление формы зависимости, оценка функции регрессии и 
ее параметров являются задачами регрессионного анализа. 

В регрессионном анализе изучаются модели вида 
 

  ,   Y X          (13) 
 
где Х – неслучайная независимая переменная, называемая факто-
ром; Y – случайная зависимая переменная (результирующий при-
знак);   – случайная переменная, характеризующая отклонение от 
линии регрессии (остаточная переменная). Основными предпосыл-
ками регрессионного анализа являются: 

1) для каждого из наблюдений с номером i , 1;i n ,  ,i N a   , 

где 
 

2 const    i iDY D ;   (14) 
 
2) для разных наблюдений переменные i  и j  некоррелирова-

ны,   0i jM    , i j . Оценкой функции регрессии      xx M Y  

является функция 
 

 0 1, , ,..., x pY x b b b ,             (15) 

 
где x  – значения величины X; 0 1; ,...,x x рY M Y b b b – параметры 

функции регрессии. 
Таким образом, задача регрессионного анализа состоит в определе-
нии функции  , ее параметров 0 1, ,..., рb b b  и дальнейшего статисти-

ческого исследования уравнения (15). 
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КОРРЕЛЯЦИОННОЕ ПОЛЕ 
 
Рассмотрим понятие корреляционного поля на примере табл. 13, 

где через ix  и jy  обозначены соответственно середины интервалов 

изменения переменных, а через ,i jn n  – их частоты. 

Зависимость между X  и Y  изобразим точками координатной 

плоскости  ,x y . На рис. 2 точки  ,i jx y  откладываются соответ-

ственно значениям переменных X и Y. 
 

 
 

Рис. 2 
 
Графическое изображение (рис. 2) называется полем корреляции. 

Для каждого значения , 1,ix i l , вычислим групповые средние 

iY . Соединив полученные точки ломаной линией, получим график 
эмпирической линии регрессии Y  по X . 

По виду эмпирической линии регрессии можно предположить, 
что связь между величинами X  и Y  является линейной. 
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ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 
 
Если функция   в (15) линейна по x , т. е. 
 

xY a bx  ,                    (16) 
 
то говорят, что имеет место линейная регрессия Y  по X . 

Для определения параметров a  и b  используем нормальную си-
стему метода наименьших квадратов 

 

1 1

2

1 1 1

,

.

 

  


 


  

 

  

n n

i i
i i

n n n

i i i i
i i i

na b x y

a x b x x y

    (17) 

 
Это линейная система двух уравнений с двумя неизвестными a  

и b , из которой следует, что 
 

2

1 1 1 1
2

2

1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

n n

i i
i i

y x x x y
a

n x x

   

 

  


 
  
 

   

 

,           (18) 

 

1 1 1
2

2

1 1

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x y x y
b

n x x

  

 

 


 
  
 

  

 

.                    (19) 

 
Учитывая, что 

1

n

i
i

x nX


 , 2 2

1 1 1
, , ,

n n n

i i i i
i i i

y nY x nX x y nXY
  

      из (18), (19) по-

лучим 
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 
2

22

Y X X XY
a

X X

  



,          (20) 

 

 22

XY X Y
b

X X

 



.                    (21) 

 
Коэффициент b в уравнении регрессии (16) называется коэффи-

циентом регрессии Y  по X  и обозначается byx. 
Этот коэффициент находится по формуле 
 

 y
yx

x

S
b r

S
.                    (22) 

 
Линейное уравнение регрессии можно записать в обычно приня-

той в математической статистике форме: 
 

   x yxy Y b x X           (23) 

 
или 
 

 y
x

x

S
y Y r x X

S
   .             (24) 

 
Аналогично, уравнение регрессии Х на Y имеет вид 
 

   x
y

y

S
x X r y Y

S
.              (25) 
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ УРАВНЕНИЯ РЕГРЕССИИ 
  
Для того чтобы установить, соответствует ли выбранная регрес-

сионная модель (13) экспериментальным данным, используют ос-
новное уравнение дисперсионного анализа 

 

ф 0     , 

 
где 

 
2

1

m

j j
j

y Y n


                     (26) 

 
– общая сумма квадратов отклонений y  от средней, 
 

 
2

1

l

ф xi i
i

y Y n


                     (27) 

 
– сумма квадратов, обусловленная регрессией, 
 

 20
1 1

i

l m

j x ij
i j

y y n
 

            (28) 

 
– остаточная сумма квадратов. 
Для несгруппированной выборки формулы (26)–(28) несколько 

упрощаются: 
 

 2
1

n

i
i

y Y


   ,                     (29) 

 2ф
1

,
i

n

x
i

y Y


                                     (30) 

 
2

0
1

.


   i

n

i x
i

y y                       (31) 
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Для заданного уровня   находим критическое значение крF  

распределения Фишера при 1 21,k l k n l     степенях свободы, 

где n  – число наблюдений, l  – число групп в корреляционной таб-
лице или число оцениваемых параметров в несгруппированной вы-
борке. Если статистика 

 

 
 

ф
кр

0 1

n l
t F

l

 
 
 

,                       (32) 

 

то уравнение регрессии считается значимым, т. е. соответствующим 
экспериментальным данным на уровне значимости  . 

В случае линейной регрессии при 2l   уравнение регрессии 
значимо на уровне  , если 

 

 ф
кр

0

2 
 



n
t F .                         (33) 

 

Воздействие неучтенных случайных факторов в линейной моде-

ли определяется остаточной дисперсией 2
0 . Оценкой этой диспер-

сии является выборочная остаточная дисперсия 
 

2
0 0

1
.S

n l
 


       (34) 

 

Пример 12. Для зависимости Y  от X , заданной корреляционной 
табл. 13, найти оценки параметров a  и b  уравнения линейной ре-
грессии xY a bx  , остаточную дисперсию; выяснить значимость 
уравнения регрессии при 0,005  . 

Решение. Воспользуемся предыдущими результатами 
 

1 1
480 24; 23,4; 0,934;

20i i
i

X x n Y r
n

       

 

2 2 21 1
11925 596,25; 20,25;

20i i x
i

X x n S
n

      
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4,5;xS   
 

2 2 21 1
10979 548,95; 1,39;

20j j y
j

Y y n S
n

      

 
1,179.yS  

 
Согласно формуле (24), уравнение регрессии будет иметь вид 

 1,179
23,4 0,934 24

4,5
   xY x  или 17,53 0,245xY x   , тогда 

17,53; 0,245a b  . 
Для выяснения значимости уравнения регрессии вычислим сум-

мы ф  и 0 . Составим расчетную таблицу: 

 

ix  i ix xy a b   in   2ix iY Y n   2
1

i

m

j x ij
j

Y Y n


  

12,5 
17,5 
22,5 
27,5 

20,59 
21,81 
23,03 
24,26 

1 
3 
5 
11 

7,90 
7,58 
0,68 
8,14 

0,0081 
0,6683 
1,2245 
1,8128 

   20 24,30 3,7137 

 
Из (27) и (28) по данным таблицы получим ф 24,30;   

0 3,71.   

1 21 4 1 3, 20 4 16k l k n l           и 0,05  ,по табл. П7 

находим кр 3,24F  . 

Вычислим статистику  
 

 
 

 
 

ф

0

24,30 · 20 4 24,30 ·16
35.

1 3,71  · 4 1 3,71 ·3

n l
t

l

  
   
  
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Так как крt F , то уравнение регрессии значимо. Остаточная 

дисперсия равна 2
0 0

1 3,71
0,232

16
S

n l
   


. 

 
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 
1. В таблице представлены результаты случайной выборки изме-

рения роста  X  и веса  Y  50 мужчин. 

 
Y, кг 

Х, см 60 70 80 90 

160 2 5 4 1 
170 2 8 9 4 
180 0 4 6 5 

 
Найти выборочное уравнение прямой регрессии Y  на X , коэф-

фициент корреляции и коэффициенты регрессии / /,y x x y  . 

Ответ: 0,3691 14,0274,xY x    0,2572 150,7992,yX y    r =  

= 0,3081. 
 
2. Найти коэффициент линейной корреляции между признаками 

X  и Y  и написать уравнения прямых регрессий Y  на X  и X  на 
Y , если распределение признаков X  и Y  приводится в таблице. 

 
Y 

X 
11 16 21 26 31 36 

25 2 4     
35  6 3    
45   6 45 4  
55   2 8 6  
65    4 7 3 
 
Ответ: 15873 7,1425,xY x    0,3822 7,2215yX y   , r = 0,7789. 

 



60 

3. Для использования зависимости объема производства Y  от 
основных фондов X получены статистические данные по 52 пред-
приятиям за год. 

 

iy  
,jx млн руб. 

12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 47,5 52,5
200–210 1         
210–220  2        
220–230  1 2       
230–240   3 3 1     
240–250    8 9     
250–260    1 7 5    
260–270      2    
270–280      1 3   
280–290        2  
290–300         1 
 
Найти уравнение прямой регрессии Y  на X , отражающее зави-

симость объема производства от основных фондов, и, наоборот, 
уравнение регрессии X  на Y , отражающее величину основных 
фондов предприятия при определении объема производства. Вы-
числить коэффициент корреляции. 

Ответ: 1,9132 187,7306,xY x    0,4369 76,86,yX y    r =  

= 0,9143. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ ВНЕУДИТОРНОЙ РАБОТЫ 
 
При исследовании статистической зависимости между случай-

ными величинами по данной корреляционной таблице требуется:  
1. Найти числовые характеристики выборки 
– среднее выборочное ; 
– выборочное среднее квадратическое отклонение;  
– выборочный коэффициент корреляции;  
– выборочный коэффициент детерминации.  
2. Построить корреляционное поле; по характеру расположения 

точек на корреляционном поле подобрать общий вид функции ре-
грессии. 

3. Найти эмпирические функции регрессии Y на X и X на Y. 
4. Построить графики эмпирических функций регрессий. 
5. Проверить значимость коэффициента корреляции. (Уровень 

значимости принять равным α = 0,05.) 
 

Вариант 1 
 

        x 
 y  

–30 –20 –10 0 ny 

–8 1 – – – 1 

–4 4 1 – – 5 

0 1 15 1 – 17 

4 – 2 13 – 15 

8 – – 2 1 3 

12 – – – 9 9 

nx 6 18 16 10 n = 50 
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Вариант 2 
 

          x 
 y 

0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 ny 

0,5 3 2 – – – 5 

0,6 6 14 3 1 – 24 

0,7 1 6 27 12 2 48 

0,8 – – 5 4 8 17 

0,9 – – – 2 4 6 

nx 10 22 35 19 14 n = 100 

 
 
 

Вариант 3 
 

          x 
  y 

0,75 0,80 0,85 0,90 ny 

10 6 – – – 6 

20 4 2 – – 6 

30 – 12 – – 12 

40 – 6 4 1 11 

50 – – 6 9 15 

nx 10 20 10 10 n = 50 
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Вариант 4 
 

x 
y 

30 50 70 90 110 130 ny 

40 4 1 – – – – 5 

60 1 3 3 – – – 7 

80 – 2 7 4 – – 13 

100 – – 4 8 1 – 13 

120 – – – 3 5 – 8 

140 – – – – 1 3 4 

nx 5 6 14 15 7 3 n = 50 

 
 
 

Вариант 5 
 

          x 
y 

75 85 90 95 ny 

2 3 – – – 3 

3 2 4 1 – 7 

4 1 18 9 – 28 

5 – 1 8 1 10 

6 – – – 2 2 

nx 6 23 18 3 n = 50 
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Вариант 6 
 

x 
y 

2 4 6 8 10 ny 

0,06 – – – – 4 4 

0,07 – – – 3 3 6 

0,08 – 5 10 12 – 27 

0,09 – 2 4 4 – 10 

0,10 1 1 1 – – 3 

nx 1 8 15 19 7 n = 50 

 
 
 

Вариант 7 
 

x 
y 

1,35 1,45 1,55 1,65 1,75 ny 

6 – – – 3 1 4 

7 – 1 4 1 – 6 

8 1 14 12 1 – 28 

9 1 5 1 – – 7 

10 5 – – – – 5 

nx 7 20 17 5 1 n = 50 
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Вариант 8 
 

x 
 y 

30 35 40 45 50 55 ny 

12 3 – – – – – 3 

14 3 5 – – – – 8 

16 – 2 10 12 – – 24 

18 – – – 2 3 5 10 

20 – – – – 1 4 5 

nx 6 7 10 14 4 9 n = 50

 
 
 

Вариант 9 
 

x 
y 

0,02 0,06 0,10 0,14 0,18 ny 

0,05 2 4 2 – – 8 

0,10 – 2 10 4 – 16 

0,15 – – 3 10 5 18 

0,20 – – – 2 5 7 

0,25 – – – – 1 1 

nx 2 6 15 16 11 n = 50 
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Вариант 10 
 

x 
y 

0,65 0,95 1,25 1,55 1,85 2,15 ny 

0,3 5 – – – – – 5 

0,4 2 6 6 1 – – 15 

0,5 – 7 5 4 – – 16 

0,6 – 1 4 5 2 – 12 

0,7 – – – – 1 1 2 

nx 7 14 15 10 3 1 n = 50

 
 
 

Вариант 11 
 

y 
x 

6 8 10 12 14 nx 

30 2 17 9 3 – 31 

35 – 10 17 9 – 36 

40 – 3 24 16 13 56 

45 – – 6 24 12 42 

50 – – 2 11 22 35 

ny 2 30 58 63 47 n = 200 
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Вариант 12 
 

y 
 x 

20 30 40 50 60 nx 

15 7 5 – – – 12 

25 20 23 – – – 43 

35 – 30 47 2 – 79 

45 – 10 11 20 6 47 

55 – – 9 7 3 19 

ny 27 68 67 29 9 n = 200 

 
 
 

Вариант 13 
 

y 
x 

3 9 15 21 27 33 nx 

25 – – – 1 – 1 2 

35 – – 1 5 4 5 15 

45 – – 2 18 10 2 32 

55 – 6 14 2 2 – 24 

65 – 6 3 – – – 9 

75 4 8 – – – – 12 

85 6 – – – – – 6 

ny 10 20 20 26 16 8 n = 100
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Вариант 14 
 

y 
x 

2 2,5 3 3,5 4 nx 

1000 – – – 2 3 5 

2000 – – 3 6 2 11 

3000 – 4 6 3 – 13 

4000 1 6 4 1 – 12 

5000 6 3 – – – 9 

ny 7 13 13 12 5 n = 50 

 
 
 

Вариант 15 
 

y 
x 

1,25 1,5 1,75 2 2,25 nx 

8 – – 1 2 3 6 

13 – – 1 4 3 8 

18 – 4 7 1 – 12 

23 2 7 5 – – 14 

28 6 4 – – – 10 

ny 8 15 14 7 6 n = 50 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

Таблица П5  
 

Значения функции  2 2 2
; ;; P           

 
υ\α 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001 
1 1,642 2,706 3,841 5,412 6,635 10,827 
2 3,219 4,605 5,991 7,824 9,210 13,815 
3 4,642 6,251 7,815 9,837 11,345 16,266 
4 5,989 7,779 9.488 11,668 13,277 18,467 
5 7,289 9,236 11,070 13,388 15,086 20,515 
6 8,558 10,645 12,592 15,033 16,812 22,457 
7 9,803 12,017 14,067 16,622 18,475 24,322 
8 11,030 13,362 15,507 18,168 20,090 26,125 
9 12,242 14,684 16,919 19,679 21,666 27,877 

10 13,442 15,987 18,307 21,161 23,209 29,588 
11 14,631 17,275 19,675 22,618 24,725 31,264 
12 15,812 18,549 21,026 24,054 26,217 32,909 
13 16,985 19,812 22,362 25,472 27,688 34,528 1 
14 18,151 21,064 23,685 26,683 29,141 36,123 
15 19,311 | 22,307 24,996 28,259 30,578 37,697 
16 20,465 23,542 26,296 29,633 32,000 39,252 
17 21,615 24,769 27,587 30,995 33,409 40,790 
18 22,760 25,989 28,869 32,346 34,805 42,312 
19 23,900 27,204 30,144 33,687 36,191 43,820 
20 25,038 28,412 31,410 35,020 37,566 45,315 
21 26,171 29,615 32,671 36,343 38,932 46,797 
22 27,301 30,813 33,924 37,659 40,289 48,268 
23 28,429 32,007 35,172 38,968 41,638 49,728 
24 29,553 33,196 36,415 40,270 42,980 51,179 
25 30,675 34,382 37,652 41,566 44,312 52,620 
26 31,795 35,563 38,885 42,856 45,642 54,052 
27 32,912 36,741 40,113 44,140 46,963 55,476 
28 34,027 37,916 41,337 45,419 48,278 56,893 
29 35,139 39,087 42,557 46,693 49,588 58,302 
30 36,250 40,256 43,773 47,962 50,892 59,703 
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Таблица П6  
 

Распределение Стьюдента 
 

Значения t; v удовлетворяют условию 
 

   
;

; ,
t

P t t S t dt
 


        

 
υ\α 0,40 0,30 0,20 0,10 0,05 0,025 0,010 0,005 0,001 0,0005 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 0,325 0,727 1,376 3,078 6,314 12,71 31,82 63,66 318,3 636,6 
2 0,289 0,617 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,33 32,60 
3 0,277 0,584 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,22 12,94 
4 0,271 0,569 0,941 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610 
5 0,267 0,559 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 5,032 5,893 6,859 
6 0,265 0,553 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959 
7 0,263 0,549 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,405 
8 0,262 0,546 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041 
9 0,261 0,543 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781 

10 0,260 0,542 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587 
11 0,260 0,540 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437 
12 0,259 0,539 0,873 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318 
13 0,259 0,538 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221 
14 0,258 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140 
15 0,258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073 
16 0,258 0,535 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015 
17 0,257 0,534 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965 
18 0,257 0,534 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,611 3,922 
19 0,257 0,533 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883 
20 0,257 0,533 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850 
21 0,257 0,532 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819 
22 0,256 0,532 0,858 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792 
23 0,256 0,532 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,767 
24 0,256 0,531 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745 
25 0,256 0,531 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725 
26 0,256 0,531 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707 
27 0,256 0,531 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690 
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Окончание табл. П6 
 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

28 0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674 
29 0,256 0,530 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 7,756 3,396 3,659 
30 0,256 0,530 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646 
40 0,255 0,529 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551 
50 0,255 0,528 0,849 1,298 1,676 2,009 2,403 2,678 3,262 3,495 
60 0,254 0,527 0,848 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460 
80 0,254 0,527 0,846 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,415 
100 0,254 0,526 0,845 1,290 1,660 1,984 2,365 2,626 3,174 3,389 
200 0,254 0,525 0,843 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131 3,339 
500 0,253 0,525 0,842 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 3,106 3,310 
 0,253 0,524 0,842 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,291 
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