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ПОСТРОЕНИЕ ПЛОСКИХ ЛИНИЙ ПО ЗАДАННОМУ В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ 
ЗАКОНУ ПЕРЕМЕННОЙ КРИВИЗНЫ 

В.Н. Жуковец, ФММП БНТУ, г. Минск 

Резюме - выполнено аналитическое решение задачи построения плоских линий по заданному закону кривизны 
в декартовых координатах. Полученные функции представлены в параметрической форме как результат 
решения системы дифференциальных уравнений. Разработанный метод может быть применен для решения 
задач дифференциальной геометрии, теоретической механики, в системах автоматизированного 
проектирования. 

Ключевые слова: дифференциальная геометрия, кривизна плоских линий, дифференциальные уравнения, 
автоматизированное проектирование. 
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Введение. При решении прикладных задач механики, в ряде случаев следует уделять внимание 
геометрическим параметрам различных тел, среди которых необходимо учитывать радиус кривизны профиля 
вдоль осей двумерной декартовой системы координат. Следует отметить, что построение профиля 
криволинейной поверхности, согласно предварительно заданному радиусу кривизны, является нестандартной 
задачей. 

Основная часть. Для плоской линии, заданной в декартовых координатах, радиус кривизны находится 
согласно выражению [1, 2]: 

( )

xxy

xy
R

′′






 ′+

=
2
3

21
.          (1) 

Необходимо отметить, что решение дифференциального уравнения (1) в этом виде затруднено. В 
справочниках [3, 4] решение уравнения (1) не приведено. Задачу можно решить, если использовать 
методику, описанную в публикации [5]. В данной работе приведены выражения: 










ψ⋅−=
ψ

ψ⋅=
ψ

.sin

;cos

R
d
dy

R
d
dx

          (2) 

Здесь ψ  – угол поворота нормали к линии, отсчитываемый в радианах по часовой стрелке от оси 
ординат 0y, либо от параллельной ей вспомогательной оси. 

Зададимся законом изменения радиуса кривизны: 
ycxbaR ⋅+⋅+= ;          (3) 

Сначала следует использовать первое уравнение системы (2): 

ψ⋅⋅+=ψ⋅⋅−
ψ

cos)(cos ycaxb
d
dx . 

Далее для удобства будем записывать: 
ψ⋅⋅+=ψ⋅⋅−′ cos)(cos ycaxbx ; 

Получено дифференциальное уравнение первого порядка. Применим известную подстановку [1, 2]: 
vux ⋅= ; vuvux ′⋅+⋅′=′ . 

ψ⋅⋅+ψ⋅=ψ⋅⋅−′⋅+⋅′ coscos)cos( ycabvvuvu . 
0cos =ψ⋅⋅−′ bvv . 

∫ ψ⋅ψ⋅=∫ dbv
dv cos . 

ψ⋅= sinln bv . 

ψ⋅= sinbev .           (4) 

ψ⋅⋅+ψ⋅=ψ⋅⋅
ψ

coscossin ycabe
d
du . 

∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅+∫ ψ⋅−⋅ψ⋅−⋅−=∫ dbeycbdbeb
adu sincos)sin(sin . 

xAdbeycbeb
au +∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅+ψ⋅−⋅−= sincossin .      (5) 

Здесь xA  – произвольная постоянная величина интегрирования. 
Поскольку vux ⋅= , тогда получим выражение: 

∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅ψ⋅⋅+−ψ⋅⋅= dbeybecb
abexAx sincossinsin .     (6) 

Для нахождения решения воспользуемся выражениями (3, 6) и после подстановки получим: 
ycxbaR ⋅+⋅+= ; 

ycdbeycxAbebR ⋅+




 ∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅+⋅ψ⋅⋅= sincossin .     (7) 

С другой стороны, согласно системе уравнений (2): 

ψ⋅−=
ψ

sinR
d
dy ; 

ψ⋅⋅−




 ∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅+⋅ψ⋅⋅ψ⋅−=

ψ
sinsincossinsin ycdbeycxAbeb

d
dy ; 
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ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−=
ψ






 ψ⋅−⋅⋅+

ψ


















ψ⋅

ψ⋅−⋅
ψ sincos

/
sin

/

sin
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beycbey

b
c

b

be
d
dy

.    (8) 

Для упрощения преобразований выразим производные из выражения (8): 

=
ψ⋅

ψ⋅⋅ψ⋅−⋅
ψ

−ψ⋅⋅
ψ

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


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ψ
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ψ


















ψ⋅
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ψ
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/

sin/

sin
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b

bbe
d
dybbe

d
dy

b

be
d
dy

 

ψ⋅














ψ+ψ⋅⋅

ψ
−

ψ
⋅ψ⋅−

=
sin

)ctgcos(2

2sin

b

b
d
dy

d

ydbe

;       (9) 









ψ⋅⋅−

ψ
⋅⋅ψ⋅−=ψ⋅ψ⋅−⋅⋅−ψ⋅−⋅

ψ
⋅=

ψ






 ψ⋅−⋅⋅ cossincossinsin

/
sin yc

d
dy

b
cbebeycbe

d
dy

b
cbey

b
c

. (10) 

Подставим результаты преобразований (9, 10) в формулу (8): 

ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−=







ψ⋅⋅−

ψ
⋅⋅ψ⋅−+

ψ⋅














ψ+ψ⋅⋅

ψ
−

ψ
⋅ψ⋅−

sincoscossin
sin

)ctgcos(2

2sin

beycyc
d
dy

b
cbe

b

b
d
dy

d

ydbe

; 

)sincos(ctg2

2
ψ⋅−ψ⋅+ψ⋅

ψ
=

ψ
cb

d
dy

d

yd .        (11) 

Далее используем второе уравнение системы (2): 

ψ⋅⋅+−=ψ⋅⋅+
ψ

sin)(sin xbayc
d
dy . 

Далее для удобства будем записывать: 

ψ⋅⋅+−=ψ⋅⋅+′ sin)(sin xbaycy ; 

Применим подстановку: 

vuy ⋅= ; vuvuy ′⋅+⋅′=′ . 
ψ⋅⋅+−=ψ⋅⋅⋅+′⋅+⋅′ sin)(sin xbacvuvuvu . 

0sin =ψ⋅⋅+′ cvv . 

∫ ψ⋅ψ⋅−=∫ dcv
dv sin . 

ψ⋅= cosln cv . 

ψ⋅= coscev .           (12) 

ψ⋅⋅−ψ⋅−=ψ⋅⋅
ψ

sinsincos xbace
d
du . 

∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−∫ ψ⋅−⋅ψ⋅−⋅−=∫ dcexbcdcec
adu cossin)cos(cos . 

yAdcexbcec
au +∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−ψ⋅−⋅−= cossincos .      (13) 

Здесь yA  – произвольная постоянная величина интегрирования. 
Поскольку vuy ⋅= , тогда получим выражение: 

∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅ψ⋅⋅−−ψ⋅⋅= dcexcebc
aceyAy cossincoscos .     (14) 

Для нахождения решения воспользуемся выражениями (3, 14) и после подстановки получим: 
ycxbaR ⋅+⋅+= ; 
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xbdcexbyAcecR ⋅+




 ∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−⋅ψ⋅⋅= cossincos .     (15) 

С другой стороны, согласно системе уравнений (2): 

ψ⋅=
ψ

cosR
d
dx ; 

ψ⋅⋅+




 ∫ ψ⋅ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−⋅ψ⋅⋅ψ⋅=

ψ
coscossincoscos xbdcexbyAcec
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ψ
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/
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b

c

ce
d
dx

;    (16) 

Для упрощения преобразований выразим производные из выражения (16): 

=
ψ⋅
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ψ

+ψ⋅⋅
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
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ψ

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ψ⋅














ψ+ψ⋅⋅

ψ
+

ψ
⋅ψ⋅−

=
cos

tgsin2

2cos

c

c
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dx
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xdce

;       (17) 









ψ⋅⋅+

ψ
⋅⋅ψ⋅−=ψ⋅ψ⋅−⋅⋅+ψ⋅−⋅

ψ
⋅=

ψ






 ψ⋅−⋅⋅ sincossincoscos

/
cos xb

d
dx

c
bcecexbce

d
dx

c
bcex

c
b . (18) 

Подставим результаты преобразований (17, 18) в формулу (16): 

( )
ψ⋅−⋅ψ⋅⋅−=








ψ⋅⋅+

ψ
⋅⋅ψ⋅−−

ψ⋅














ψ+ψ⋅⋅

ψ
+

ψ
⋅ψ⋅−

cossinsincos
cos

tgsin2

2cos
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d
dx

c
bce

c

c
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dx

d

xdce

; 

( )ψ⋅−ψ⋅+ψ−⋅
ψ

=
ψ

sincostg2

2
cb

d
dx

d

xd .       (19) 

Получена система дифференциальных уравнений второго порядка: 

( )














ψ⋅−ψ⋅+ψ⋅
ψ

=
ψ

ψ⋅−ψ⋅+ψ−⋅
ψ

=
ψ

).sincos(ctg2

2

;sincostg2

2

cb
d
dy

d

yd

cb
d
dx

d

xd

       (20) 

Далее для удобства будем записывать: 

( )










ψ⋅−ψ⋅+ψ⋅′=
ψ
′

ψ⋅−ψ⋅+ψ−⋅′=
ψ
′

).sincos(ctg

;sincostg

cby
d

yd

cbx
d

xd

 

Выполним разделение переменных и произведем интегрирование: 

( )










∫ ψ⋅ψ⋅−ψ⋅+ψ=∫ ′
′
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





ψ⋅+ψ⋅+ψ⋅=′

ψ⋅+ψ⋅+ψ⋅=′

.cossinsin1lnln

;cossincos1lnln

cbYCy

cbXCx
 










ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅=
ψ

ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅=
ψ

.cossinsin1

;cossincos1

cbeYC
d
dy

cbeXC
d
dx

        (21) 

Исходя из системы уравнений (2), получаем зависимость: 

ψ
⋅ψ−=

ψ d
dy

d
dx ctg .          (22) 

Подставим формулы из системы (21) в выражение (22): 

ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅−=ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅ cossincos1
cossincos1

cbeYCcbeXC . 

Таким образом, постоянные величины интегрирования связаны зависимостью: 11 YCXC −= . 

Введем единое обозначение постоянных величин: 11 СXC = ; 11 CYC −= . 
Окончательно, система из двух дифференциальных уравнений первого порядка примет вид: 










ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅−=
ψ

ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅=
ψ

.cossinsin1

;cossincos1

cbeC
d
dy

cbeC
d
dx

        (23) 

Сравнив системы уравнений (2) и (23), получаем выражение для радиуса кривизны: 
ψ⋅+ψ⋅⋅= cossin

1
cbeCR .         (24) 

Таким образом, исходя из заданного выражения (3), получаем: 
ψ⋅+ψ⋅⋅=⋅+⋅+ cossin

1
cbeCycxba .        (25) 

Найдем решение системы (23). Первое уравнение: 
ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅=

ψ
cossincos1

cbeC
d
dx . 

Выполним преобразования [1, 2]: 
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 ψ+ψ⋅+ψ+ψ⋅⋅=

ψ
; 

=∫ ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅
⋅

+∫ ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅
⋅

=∫ dbcdebcd
cCdbcdebcd

bCdx )sin()sin(1)sin()cos(1  

∫ ψ+ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅⋅
⋅

+ψ+ψ⋅⋅
⋅

+= )()sin()sin(2
1)sin(

2
12 bcdbcdebcd

d

cCbcde
d

bC
xC ; 

Второе уравнение: 
ψ⋅+ψ⋅⋅ψ⋅−=

ψ
cossinsin1

cbeC
d
dy ; 

=ψ⋅ψ+ψ−ψ⋅ψ+ψ=ψ−ψ+ψ=ψ bcbcbcbcbcbc sin)cos(cos)sin())sin((sin  

)sin()cos()cos(
22

)sin(
22 bcd

b
bcd

c
bc

cb

c
bc

cb

b
ψ+ψ⋅+ψ+ψ⋅−=ψ+ψ⋅

+
−ψ+ψ⋅

+
= ; 

)sin()sin()cos(1 bcdebcd
b

bcd
cC

d
dy ψ+ψ⋅⋅






 ψ+ψ⋅−ψ+ψ⋅⋅=

ψ
; 
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=∫ ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅
⋅

−∫ ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅
⋅

=∫ dbcdebcd
bCdbcdebcd

cCdy )sin()sin(1)sin()cos(1  

∫ ψ+ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅⋅
⋅

−ψ+ψ⋅⋅
⋅

+= )()sin()sin(2
1)sin(

2
12 bcdbcdebcd

d

bCbcde
d

cC
yC ; 

Получаем: 

∫ ψ+ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅⋅
⋅

+ψ+ψ⋅⋅
⋅

+=ψ )()sin()sin(2
1)sin(

2
12)( bcdbcdebcd

d

cCbcde
d

bC
xCx ; 

∫ ψ+ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅⋅
⋅

−ψ+ψ⋅⋅
⋅

+=ψ )()sin()sin(2
1)sin(

2
12)( bcdbcdebcd

d

bCbcde
d

cC
yCy ; 

Воспользуемся разложением в ряд Тейлора: 

!3
)(3sin3

!2
)(2sin2

!1
)sin(1)sin( bcdbcdbcdbcde ψ+ψ⋅

+
ψ+ψ⋅

+
ψ+ψ⋅

+≈ψ+ψ⋅ .   (26) 

Тогда получаем выражение: 

!3
)(4sin4

!2
)(3sin3

!1
)(2sin2

)sin()sin()sin( bcdbcdbcd
bcdbcdebcd ψ+ψ⋅

+
ψ+ψ⋅

+
ψ+ψ⋅

+ψ+ψ⋅≈ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅ . 

Примем обозначение для первообразной функции после нахождения неопределенного интеграла [6]: 

+





 ψ+ψ⋅ψ+ψ

−
ψ+ψ

⋅+ψ+ψ⋅−≈∫ ψ+ψ⋅ψ+ψ⋅⋅ψ+ψ⋅=ψ
2

)cos()sin(
2

2)cos()()sin()sin()( bcbcbcdbcdbcdbcdebcdIes







+

ψ+ψ⋅ψ+ψ
−

ψ+ψ⋅ψ+ψ⋅
−⋅+













ψ+ψ−

ψ+ψ
⋅+

4
)cos()(3sin

8
)cos()sin(3

!3

4
)cos(

3
)(3cos

!2

3
bcbcbcbcd

bcbcd  



ψ+ψ⋅

+
8

)(3 bc .          (27) 

Определим постоянные величины интегрирования: 
)0sin()00(1 bcdeycxbaC ψ+ψ⋅−⋅⋅+⋅+= ;       (28) 










 ψ+ψ⋅−⋅ψ⋅+⋅⋅+⋅+−= )0sin()0(22)00(02 bcdeIes
d

c

d

bycxbaxxC ;   (29) 










 ψ+ψ⋅−⋅ψ⋅−⋅⋅+⋅+−= )0sin()0(22)00(02 bcdeIes
d

b

d

cycxbayyC .    (30) 

Окончательно представим решение системы уравнений в виде: 

)(2
1)sin(

2
12)( ψ⋅

⋅
+ψ+ψ⋅⋅

⋅
+=ψ Ies

d

cCbcde
d

bC
xCx ;      (31) 

)(2
1)sin(

2
12)( ψ⋅

⋅
−ψ+ψ⋅⋅

⋅
+=ψ Ies

d

bCbcde
d

cC
yCy .      (32) 

Заключение. Описанная методика представляет собой перспективное направление в области 
дифференциальной геометрии, имеет большое прикладное значение при решении задач теоретической и 
прикладной механики, автоматизированного проектирования. Ближайшей целью исследований является 
проведение практических расчетов по данной методике. 
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