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ВВЕДЕНИЕ 
 

Что представляет собою кинематика?  
Это раздел теоретической механики, в котором изучается движение тел, 

без учета их массы и учета сил, вызывающих движение. 
Какие основные задачи рассматриваются в кинематике?  
Различают две основные задачи. Первая состоит в установлении закона 

движения тела, т.е. в отыскании способа (правила), по которому можно опреде-
лить положение тела или его частей (точек) в пространстве в любой момент 
времени. Вторая состоит в определении (нахождении) величин, характеризую-
щих движение тела или его частей. 

Какую роль играет кинематика в подготовке современного, инженера?  
Во-первых, она знакомит с терминами и понятиями, необходимыми для 

изучения общетехнических и специальных дисциплин. Во-вторых, положения и 
методы кинематики широко используются при решении технических задач, 
связанных с исследованием движения различных звеньев машин, механизмов и 
аппаратов. В-третьих, кинематика служит основой для динамики, изучающей 
также движение тел, но с учетом их массы и действующих сил. 

Как рекомендуется пользоваться пособием?  
Пособие требует предварительного знакомства с предметом. Поэтому вна-

чале необходимо прочитать материал по учебнику, обратив особое внимание на 
формулировки и содержание понятий, окончательные выводы и формулы, по-
знакомиться с примерами и задачами. Затем можно обратиться к пособию. Ре-
шая задачи и отвечая на вопросы, необходимо обоснованно формулировать от-
веты. Если ответ, составленный учащимся, расходится с ответом, приведенным, 
во второй части пособия, следует проанализировать причину и характер расхо-
ждения. Не торопитесь заглянуть в ответ! 

 
1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ КИНЕМАТИКИ 

 
Вначале необходимо усвоить следующие важнейшие понятия: движение, 

система отсчета, скорость, ускорение. 
Движением в механике называется перемещение тела или его частей из 

одного места пространства в другое с течением времени. Тела могут совершать 
разнообразные движения. Поэтому наряду с установлением законов и опреде-
лением кинематических характеристик необходимо также классифицировать 
движения тел по видам. 

Система отсчета. Наблюдать и изучать движение тела возможно лишь по 
отношению к другому телу. С последним, как правило, связывают систему ко-
ординат (чаще всего прямоугольную декартову). 

Тело отсчета и связанная с ним система координат составляют систему от-
счета.  

Она может быть подвижной или условно неподвижной. 



Скоростью движения называется физическая величина, характеризующая 
быстроту изменения положения тела в пространстве и направление движения. 

Ускорением движения называется физическая величина, характеризующая 
изменение скорости тела с течением времени. 

Закон движения, скорость и ускорение определяются в зависимости от ви-
да движения тела. Рассмотрим эти характеристики для отдельной точки. 

 
2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 

 
Целью изучения движения точки является определение основных характе-

ристик этого движения: положения точки в выбранной системе отсчета, траек-
тории точки, ее скорости и ускорения в любой момент времени. Для определе-
ния положения точки применяются векторный, координатный и естественный 
способы задания движения. При решении задач, как правило, используются ко-
ординатный и естественный способы. 

 
2.1. Координатный способ задания движения 

 
При координатном способе задания движения положение точки определя-

ется ее координатами, которые при движении точки изменяются с течением 
времени. Поэтому, чтобы определить положение точки в любой момент време-
ни, необходимо знать закон изменения этих координат или уравнения движения 
точки. В прямоугольной декартовой системе координат уравнения движения 
имеют вид: 

)();();( 321 tfztfytfx === .    (2.1) 
Уравнения (2.1) являются также параметрическими уравнениями траекто-

рии точки, как геометрического места последовательных положений движу-
щейся точки. Уравнение траектории точки в координатной форме определяется 
из (2.1) путём исключения параметра t. 

Скорость точки при координатном способе задания движения по величине 

и направлению определяется формулами : 222
zyx VVVV ++= ; 

V
VkVVVjVVViV zyx ===

∧∧∧
),cos(;/),cos(;/),cos( ,  (2.2) 

где z
dt
dzVy

dt
dyVx

dt
dxV zyx &&& ====== ;;  – проекции вектора скорости на оси ко-

ординат. 
Ускорение точки в этом случае по величине и направлению определяется 

соответственно формулами : 222
zyx aaaa ++= ; 

a
akaaajaaaia zyx ===

∧∧∧
),cos(;/),cos(;/),cos( ,   (2.3) 

где zyx aaa ,,  – проекции вектора ускорения на оси координат. 



 
2.2. Естественный способ задания движения 

 
В этом способе задаются траектория и закон движения (уравнение движе-

ния) точки по этой траектории, т.е. 
      S=ОM= f (t).    (2.4) 

Дополнительно выбирается начало отсчета (0) и направление положитель-
ного отсчёта дуги S. С движущейся точкой М связывают естественные оси: ка-
сательную, главную нормаль и бинормаль. 

Скорость точки при естественном способе задания движения определяется 
формулой 

dtdsV /=      (2.5) 

 

Направлена скорость по касательной к траекто-
рии. 

Ускорение точки при естественном способе 
задания движения по модулю и направлению 

определяется формулами : 

nn aatgaaa /;22
ττ =α+=      (2.6)

Здесь na  – нормальное ускорение. Оно направлено по главной нормали к цен-
тру кривизны, по модулю равно  

ρ= /2Van      (2.7) 
где ρ  – радиус кривизны кривой в данной точке. τa  – касательное ускорение. 
Оно направлено по касательной к траектории (по вектору скорости или проти-
воположно) и равно  

      2

2

dt
sd

dt
dVa ==τ     (2.8) 

  
Вопросы и задачи 

 
2.1. Можно ли задать движение одной и той же точки разными способами?  
2.2. Когда рекомендуется использовать естественный способ задания дви-

жения?  
2.3. Когда криволинейное движение точки называют равномерным?  
2.4. Когда криволинейное движение точки называют равнопеременным?  
2.5. При каком движении полное ускорение точки совпадает с касатель-

ным? С нормальным?  
2.6. В каком виде можно записать закон равномерного и закон равнопере-

менного движения точки?  
2.7. Движение точки задано координатным способом 

tytx sin35;cos3 −== , где x  и y  – в см, t  – в секундах. Определите: 1. Траек-



торию точки. 2. Положение точки в начальный момент и при ct 2/1 π= . 3. На-
правление движения точки.  

4. Изменится ли направление ее движения, если во втором уравнении знак 
(-) сменить на (+)? 5. Величину и направление вектора скорости при ct 2/1 π= .  

6. Величину и направление вектора ускорения при ct 2/1 π= . 7. Характер 
движения точки по траектории. 

2.8. Точка движется в плоскости XОУ согласно уравнениям 
;23 tx += 24ty =  ( x  и y  – в см, t  – в секундах). 1. Найдите уравнение траекто-

рии в координатной форме. Определите при ct 1= : 2. Величину скорости точки.  
3. Величину ускорения точки. 4. Величину касательного ускорения. 5. Ве-

личину нормального ускорения. 6. Радиус кривизны траектории. 7. Угол между 
вектором касательного ускорения и осью Ох (покажите на рисунке). 8. Значение 
дуговой координаты при 00 =S .  

2.9. Движение точки, задано уравнениями tx 2= ; 2sin ty π=  ( x  и y - в см, 
t - в секундах). 

Определите: 1. Уравнение траектории точки. 2. Ближайший после начала 
движения момент времени t , когда траектория пересечет ось Ох (вычертите 
этот участок траектории). 3. Величину скорости точки в этот момент. 4. Вели-
чину ускорения точки при 1tt = . 5. Величину скорости точки в момент наи-
большего удаления .точки от оси Ох. 

2.10. 
Для приведенного на рисунка меха-
низма известны закон движения пол-
зуна tS A π= sin230  см и 

152/1 == ABMB  см. 
1. Составьте уравнения движения 
точки М.  
Определите при ct 6/1= :  
2. Величину скорости.  
3. Модуль полного ускорения. 
4.Величину касательного ускорения.  

5. Величину нормального ускорения. 
6. Радиус кривизны траектории. 
7. Угол между векторами скорости и полного ускорения. 

2.11. Движение точки по траектории задано уравнением teS t
2

sin2 2 π
= −  

см. В момент времени ct 1=  точка находится на траектории в положении, где 
радиус кривизны равен 20 см. В указанный момент времени определите:  
1. Скорость точки.  
2. Касательное и нормальное ускорения.  
3. Полное ускорение.  
4. Характер движения точки по траектории. 



2.12. Скорость движения точки по некоторой траектории задана уравнени-

ем tV
2

cos5 π
π=  см/с. 

Определите в момент времени ct 1= :  
1. Скорость точки.  
2. Касательное ускорение.  
3. Значение дуговой координаты при 00 =S .  
4. Пройденный путь за время  t=4 с. 

2.13. Поезд, двигаясь равноускоренно на закруглении радиуса 500 м с не-
которой начальной скоростью, за 2 мин. прошел расстояние S=1500 м и развил 
скорость 72 км/час. 
Определите: 1. Начальную скорость поезда.  
2. Касательное, нормальное и полное ускорения поезда в начале участка.  
3. Касательное, нормальное и полное ускорения поезда в конце 2-ой минуты. 

 
КИНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
В кинематике тела изучаются законы его движения и определяются кине-

матические характеристики. Особенность ее состоит в том, что наряду с изуче-
нием движения всего тела рассматривается также движение его точек. Разли-
чают следующие виды движения твердого тела: поступательное, вращательное, 
плоскопараллельное, сферическое и общий случай движения свободного тела. 
Простейшими являются поступательное и вращательное движения. Все другие 
движения можно свести либо к совокупности поступательного и вращательного 
движений, либо к одному из них. 

При, поступательном движении тела все его точки описывают одинаковые 
траектории и в каждый момент времени имеют одинаковые по величине и на-
правлению скорости и ускорения. 

 
3. ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА  

ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ 
 

3.1. Кинематические характеристики движения тела 
 

К ним относятся угол поворота, угловая скорость и угловое ускорение. 
Изменение угла поворота с течением времени, т.е. 

)(tf=ϕ      (3.1) 
представляет закон вращательного движения тела. 
Угловая скорость – величина, характеризующая быстроту изменения угла 

поворота с течением времени, определяется по формуле 

      ϕ=
ϕ

=ω &
dt
d      (3.2) 



Угловое ускорение – величина, характеризующая быстроту изменения уг-
ловой скорости, равна 

ϕ=ϕ=ω=ε &&22 // dtddtd .   (3.3) 
Угловая скорость и угловое ускорение могут быть изображены в виде век-

торов, направленных вдоль оси вращения. 
Угол ϕ  поворота тела связан с числом его оборотов N зависимостью 

      Nπ=ϕ 2 ,     (3.4) 
а угловая скорость ω  с числом оборотов n  в минуту соотношением 

      срадn /
30
π=ω .    (3.4) 

При равномерном вращении тела ( const=ω ) и равнопеременном враще-
нии )( const=ε  уравнения вращения имеют вид: 

2
;

2

000
ttt ε+ω+ϕ=ϕω+ϕ=ϕ .  (3.5) 

 
3.2. Кинематические характеристики движения точек тела 

 
Движение любой точки тела целесообразно задавать естественным спосо-

бом – (известны их траекторий). 
Модуль скорости любой точки тела  

RV ω= ,      (3.6)  
где R – расстояние от точки до оси вращения. 

Нормальное и касательное ускорения определяются по формулам  
     RaRan ε=ω= τ;2 .    (3.7) 

Полное ускорение определяется по формуле 
4222 ω+ε=+= τ Raaa n .         (3.8) 

 
Вопросы и задачи  

 
3.1. Когда вращательное движение тела называют равномерным, когда 

равнопеременным? 
3.2. Как направлено полное ускорение точки при равномерном вращении 

тела? 
3.3. Как направлен вектор линейное скорости точки тела при вращатель-

ном движений? 
3.4. Как направлен вектор угловой скорости тела при вращательном дви-

жении? 
3.5. 



В кривошипно-шатунном механизме кри-
вошип ОА длиной 20 см шарнирно соединен 
с осью вращения О и движется в плоскости 
хОу так, что его угол поворота изменяется 
по закону tt 32 −=ϕ  рад.  
Определите: 1. Траекторию точки А.  
2. Угловую скорость кривошипа при t = 1 с. 
3. Угловое ускорение кривошипа. 

4. Характер движения кривошипа при t = 1 с.  
5. Модуль и направление вектора скорости точки А в этот момент.  
6. Модуль и направление касательного (вращательного), нормального (центро-
стремительного) и полного ускорений точки при t = 1 с. 

3.6. 
Диску радиусом R=30 см, вращающемуся 
вокруг вертикальной, оси 21OO , перпенди-
кулярной плоскости диска и отстоящей от 
его центра на расстоянии ОС=R/2, в на-
чальный момент сообщили угловую ско-
рость n =300 об/мин. 
Вследствие трения в опорах 1O  и 2O  через 
10 с. угловая скорость диска уменьшилась 

до π=ω 2 рад/с. 
Считая движение равнопеременным, определите в конце десятой секунды: 

1. Линейные скорости точек 1M и 2M (модуль и направление).  
2. Угловое ускорение диска.  
3. Число оборотов диска вокруг оси.  
4. Полные ускорения точек 1M и 2M . 

3.7. 

 

При пуске в ход электромотора шкив А 
радиусом 251 =r  см вращается с посто-
янным угловым ускорением π=ε 4,01  
рад/с2. Через некоторое время шкив В 
радиусом 502 =r  см станка приобрета-
ет угловую скорость 6002 =n  об/мин. 
Пренебрегая скольжением ремня по 
шкивам, определите: 1. Угловую ско-
рость шкива В. 
2. Угловую скорость шкива А.  
3. Линейную скорость точек 1M  и 2M . 

4. Время разгона шкива В.  
5. Нормальное, тангенциальное и полное ускорение точки 2M . 
 



3.8. 

 

Груз А с помощью лебедки подни-
мается по наклонной плоскости. 
Известны радиусы зубчатых колес 
1r =15 см, 201 =R  см, 2r =30 см и за-
кон движения груза S = 50 t2 см. 
Пренебрегая растяжением троса, 
определите в момент времени t = 1 
с: 1. Скорость груза А.  
2. Ускорение груза А.  
3. Угловую скорость и угловое ус-
корение рукоятки лебедки.  

4. Скорость точки М. 
5. Ускорение точки М. 

3.9. 
В изображенном редукторе известны чис-
ло зубьев колес ,,,, 4321 zzzz  и угловая 
скорость вала 1 1ω . 
Определите: 1. Угловую скорость вала II.  
2. Передаточное число редуктора. 

 

4. ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА  
(ДВИЖЕНИЕ ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ В СВОЕЙ ПЛОСКОСТИ) 

 

Плоским или плоскопараллельным называют такое движение твердого 
тела, при котором все его  точки перемещаются в плоскостях, параллельных 
некоторой неподвижной плоскости. 

Решая задачи на эту тему, необходимо уметь находить скорость и ускоре-
ние любой точки, а также угловую скорость и угловое ускорение тела (фигуры) 
в плоскопараллельном движении. 

Скорость любой точки плоской фигуры можно найти двумя способами. 
В первом способе движение фигуры мысленно раскладывается на поступа-

тельное и вращательное. В этом случае скорость любой точки В определяется 
по формуле  

BAAB VVV += ;            (4.1)  
где AV  – скорость любой точки (полюса) той же фигуры; BAV  скорость точки B  
при вращении ее с фигурой вокруг полюса, направлена перпендикулярна ВА, а 
по модулю равна 

      BAVBA ⋅ω= .    (4.2) 



Из (4.1), в частности, следует, что проекции скоростей двух точек фигуры 
на прямую, соединяющую точки, равны между собой, т.е.  

     )()( AABBAB VnpVnp = .                 (4.3) 
Во втором способе движение фигуры в данный момент рассматривается 

как вращательное вокруг мгновенного центра скоростей (МЦС). В этом случае 
скорость любой точки В определяется по формуле  

LVB ⋅ω= ,        (4.4) 
где ω  – угловая скорость фигуры вокруг МЦС; L – расстояние от точки до 
МЦС. 

Чтобы найти МЦС плоской фигуры, необходимо найти направления ско-
ростей двух произвольных точек одной и той же фигуры и восстановить в точ-
ках перпендикуляры к скоростям, МЦС находится на пересечении перпендику-
ляров.                  (4.5) 

Ускорение любой точки плоской фигуры определяется по формуле 
τ++= BA

n
BAAB aaaa ,             (4.6) 

где Aa  – ускорение произвольной точки (полюса) той же фигуры; n
BAa  – цен-

тростремительное ускорение точки В при вращении ее с фигурой вокруг полю-
са, направлено от В к А ; τ

BAa  – вращательное ускорение точки В при вращении 
ее с фигурой вокруг полюса, направлено перпендикулярно ВА (при ускоренном 
вращении совпадает с BAV , при замедленном направлено обратно BAV ). 

По модулю эти ускорения равны 
     ABaABa BA

n
BA ⋅ε=⋅ω= τ.2 .         (4.7) 

где ω  и ε  – угловая скорость и угловое ускорение фигуры. 
Примечание. Если точки А и В совершают криволинейное движение, то 

вместо (4.6) пользуются формулой 
τττ +++=+ BA

n
BAA

n
AB

n
B aaaaaa            

(4.8) 
где n

Bar , n
Aar , τ

Bar , τ
Aar  нормальные и касательные ускорения точек В и А соответ-

ственно. 
ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МЦС 

 

С

P

ω

VС

 
 

Рис.4.1 

а) Колесо катится без скольжения. 
МЦС находится в точке P соприкосно-
вения колеса с неподвижной поверх-
ностью (рис. 4.1).  

  
CP
Vc=ω   (4.9)
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Рис.4.2 

б) Известны скорости двух точек или ве-
личина и направление скорости одной 
точки ( )AV  и направление другой. Для 
нахождения МЦС проводим перпенди-
куляры к векторам скоростей в точках А 
и В. Точка P пересечения перпендикуля-
ров будет МЦС (рис. 4.2). 
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A

O
P

B

1

ω2

ωΟΒ

VB

VA

ω1

2

 
 

Рис.4.3 

в) Известны угловые скорости кривошипа 
ОВ ( ОВω ) и колеса 1 ( 1ω ) (рис. 4.3). 

( ) .щ,щ 1121 rVrrV AOBB =+=  
Считаем, что 

.||, BAAB VVVV >  
МЦС находится на пересечении двух пря-
мых, одна из которых проведена через  точки 
А и В, вторая – через концы векторов скоро-
стей. Колесо 1 и кривошип ОА вращаются  

вокруг точки О. Колесо 2 совершает плоское движение. Тогда  

( )
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2
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Откладываем на прямой ВА отрезок АР и получаем точку Р (МЦС). 
( ) .щ

22
2 r

VV
rV

VVV
AP
V AB

A

ABAA −
=

−
==      (4.11) 

Направление угловой скорости колеса 2 ( 2ω ) определяется направлениями 
вращения векторов скоростей точек А и В относительно МЦС. 
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Рис.4.4 

г) Известны угловые скорости кривошипа 
ОВ ( )OBω  и колеса 1 ( )1ω  (рис. 4.4). Счи-
таем, что: 

( ).щ,щ

.||,

2111 rrVrV

VVVV

OABA

BABA

+=⋅=

>

 
МЦС находится в точке пересечения 
прямой, проведенной через точки А и В, и 
прямой, проведенной через концы векто-
ров скоростей точек А и В (рис.4.4). 



Колесо 1 и кривошип ОА вращаются вокруг точки О. Колесо 2 совершает 
плоское движение. Следовательно: 

.,щ 22 rBPAP
AP
V

BP
V AB +===

 
Тогда 

( ) .2
2

BA

B
BВА VV

rVBPrBPVАPVВPV
−

=⇒+==⋅
 

Откладываем на прямой АВ отрезок ВР и получаем точку Р (МЦС).  
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Направление угловой скорости колеса 2 ( )2ω  определяется направлениями 
вращения векторов скоростей точек А и В относительно МЦС . 

концы векторов скоростей точек А и В, и прямой АВ (рис.4.5).  

APrBP
AP
V

BP
V AB −=== 22 ,щ . 

Тогда       ( )APrVBPVAPV AAB −=⋅=⋅ 2 . 

Откуда          
AB

A
VV
rVAP

+
= 2 .      
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2щ r
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rV
VVV

AP
V AB
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ABAA +
=

+
==    (4.13) 

Направление угловой скорости колеса 2 ( 2ω ) определяется направлениями 
вращения векторов скоростей точек А и В относительно МЦС (рис.4.5). 
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Рис. 4.6 

е) Четырехзвенник ОАВО1 занимает поло-

жение, показанное на рис. 4.6. .|| 1BOOA  
Находим скорость точки А: 

  OAV OAA ⋅= щ . 

Вектор скорости AV  перпендикулярен OA  
и направлен в соответствии с угловой ско-
ростью. 
Скорость точки В также перпендикулярна 
ВО1, так как звенья ОА и О1В совершают
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Рис.4.5 

д) Известны угловые скорости кривоши-
па ОВ ( ОВω )  и колеса 1( 1ω ), которые 
направлены противоположно (рис.4.5). 

( )1211 щ,щ rrVrV OВBA +== . 
Колесо 1 и кривошип ОА вращаются во-
круг точки О. Колесо 2 совершает плос-
кое движение. МЦС находится в точке 
пересечения прямой, соединяющей  



вращательное движение. Стержень АВ совершает плоское движение. Строим 
МЦС стержня АВ. Перпендикуляры к скоростям точек А и В будут параллель-
ны. Поэтому МЦС находится в бесконечности. Стержень АВ совершает мгно-
венное поступательное движение, и скорости всех точек стержня будут одина-
ковы по величине и направлению. В данный момент угловая скорость стержня 
АВ равна нулю )0( =ωAB . 
 

Вопросы и задачи 
 

4.1. Что следует понимать под плоской фигурой? 
4.2. Какую особенность следует иметь в виду при решении задач на плос-

ко-параллельное движение? 
4.3. Почему скорости точек плоской фигуры чаще определяют вторым спо-

собом? 
4.4. Обязательно ли МЦС должен находиться в пределах фигуры? 
4.5. Если механизм состоит из нескольких тел (звеньев), то как можно най-

ти МЦС? 
4.6. При нахождении МЦС можно ли брать скорость двух точек, принад-

лежащих разным телам (звеньям)? 
4.7. Как найти угловую скорость плоской фигуры? 
4.8. Если угловая скорость определяется с помощью (4.2), зависит ли ее 

значение от выбора полюса? 
4.9. В чем отличие векторов n

Ba  и τ
Ba  от n

BAa  и τ
BAa  (см 4.8)? 

4.10. Как найти угловое ускорение плоской фигуры? 
4.11.  

 

Плоский механизм состоит из стержней 1, 2, 3 и 
ползунов В и D, соединенных друг с другом и с 
неподвижной опорой шарнирами. Точки С и К 
находятся в серединах, соответствующих 
стержней. Длины стержней соответственно рав-
ны 321 ,, LLL  в м., угловая скорость стержня 1 
равна 1ω  рад/с.  
Для заданного положения механизма ответить 
на вопросы: 1. Какое движение совершает стер-
жень ОА?  

Определить AV . 2. Показать на рис. BV . Найти положение МЦС стержня АВ.  
3. Определить угловую скорость звена 2. Какое движение совершает стержень 
АВ? Чему равны BV и CV ?  
4. Показать на рис. DV . Найти положение МЦС стержня СD. Чему равна DV ?  
5. Определить угловую скорость стержня CD и KV .  
6. Найти модуль и направление Aa . 



7. Показать на рис. Ba . Записать векторное равенства для определения Ba . 
Обосновать выбор полюса.  
8. Показать на рис. n

BAa  и τ
BAa  вычислить n

BAa .  

9. Вычислить Ba и τ
BAa .  

10. Определить угловое ускорение эвена 2.  
11. Записать формулу для определения Ca . Показать на рис. и определить n

CAa  

и τ
CAa . В какой последовательности следует выполнять вычисления, чтобы оп-

ределить модуль и направление Ca ? 
4.12. 

Кривошип О1А, вращаясь вокруг неподвиж-
ной оси 1O , приводит в движение звенья 2, 3 и 
4 соединенные между собой шарнирно. 

Дано: 2,01 =L  м, 4,02 =L  м, 3,03 =L  м, 
4,04 =L  м, 3,02 =BO  м, 2,0=BK  м, 101 =ω  

рад/с., 101 =ε  рад/с2, oo 60,30 =β=α .  
Ответить на вопросы и найти величины 

указанные ниже: 1. Какое движение соверша-
ют звенья 1 и 4? Показать на рис. AV и 

BV .Определить AV .  
2. Какое движение совершает звено 2? Определить BV  с помощью теоремы о 
проекциях скоростей двух точек тела. Найти МЦС звена 2.  
3. Определить 2ω и 4ω .  
4. Показать на рис. ED VV ,  и KV . Найти DV и EV .  
5. Записать формулу для определения Ba . Определить и показать на рис. 

n
A

n
B aa , . Вычислить Ba . 

4.13. 
Блок 3 удерживается на двух параллельных 
тросах, навернутых на барабаны 1 и 2, вра-
щающиеся вокруг осей по законам 1

1
−=ϕ te  

рад и t412 −=ϕ  рад соответственно. Дано: 
2,031 == RR  м, 1,5,0 1 == tRr с. 

1. Определить 1ω  и 2ω , EV  и DV . 
2. Чему равны AV и BV ? Какое движение со-
вершает теле 3? Определить положение МЦС 
тела 3.  
3. Определить 3ω  и CV . 



4. Определить 1ε  и 2ε . Зная векторное равенство для определения CV  опреде-
лить Ca . 

4.14. Ползуны 1 и 4, соединенные двумя стержнями АВ = 0,4 м и ВС=1 м, 
движутся по прямолинейным взаимноперпендикулярным направляющим соот-
ветственна по законам 21,0 tSA =  м, tSC ln2,0=  м, ( t  – в секундах). 

В момент времени t = 1 с. механизм зани-
мает положение, показанное на рисунке. 
Для этого момента времени ответить на 
следующие вопросы:  
1. Определить AV и CV   
2. Какое движение совершают звенья 2 и 3. 
Записать векторные равенства для опреде-
ления BV . Показать на рис. BAV  и BCV .  

3. Определить BV .  
4. Определить 3ω . Какое движение совершает тело 3?  
5. Найти МЦС тела АВ и 2ω .  
6. Определить Aa  и Ca  и показать их на рисунке.  
7. Записать векторные равенства для определения Ba . Показать на рис. и опре-

делить n
BAa , n

BСa . Найти В
BСa . 8. Определить Ba . 9. Определить BV  в момент 

t = 2 с при том же положении механизма. 
4.15. 

 

 
Подвижный блок 1 и неподвижный блок 2 соедине-
ны нерастяжимой нитью. Груз К, прикрепленный к 
концу этой нити, опускается вертикально вниз по 
закону 22tx =  м. Определить ускорение точки D, 
лежащей на ободе подвижного блока 1, в момент 

5,0=t с. Радиус подвижного блока 1 равен 0,2 м. 
Ответить на вопросы и найти указанные величины. 

1. Какое движение совершает блок 1? 
2. В какой точке находится МЦС блока 1? 
3. Определить угловую скорость и угловое ускорение блока 1. 
4. Запишите векторную формулу для определения ускорения точки D. 
5. Показать на рис. и определить τ

DO
n
DA aa , . 

6. Определить величину ускорения точки D.  
4.16. Груз К, связанный посредством нерастяжимой нити с катушкой L, 

опускается вертикально вниз по закону 2tx =  м. При этом катушка L катится 
без скольжения по неподвижному горизонтальному рельсу. Определить уско-
рение точки В лежащей на ободе катушки, ее угловую скорость и угловое уско-



рение в момент времени 5,0=t  с в положении, указанном на рисунке; 
OBAD ⊥ , 2,02 =⋅= OCOD  м. 

 

Ответить на вопросы и найти указанные величины. 
1. Какое движение совершает груз К? 
2. Какое движение совершает катушка L? 
3. В какой точке находится МЦС катушки L? 
4. Определить угловую скорость и угловое ускорение 
катушки L? 
5. Запишите векторную формулу для определения ус-
корения точки В? 
6. Показать на рис. и определить OBO

n
BO aaa ,, τ . 

4.17.  

 

Подвижный блок 2 подвешен на двух параллельных 
нитях, навитых на ступенчатый блок 1, вращающийся 
с угловой скоростью 21 =ω  рад/с, у которого 

4,02 11 == rR  м. 
Необходимо ответить на вопросы и найти указанные 
величины. 
1. Какое движение совершает блок 1? Найти BA VV ,  и 
показать эти векторы. 
2. Какое движение совершает блок 2? 
3. Найти скорости точек К и D. 
4. Определить положение МЦС блока 2 и его угловую 
скорость. 
5. Определить скорость точки С. 

 
5. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ 

 
Сложным движением точки называют движение, которое рассматривают 

одновременно в основной (неподвижной) o1x1y1z1 и в подвижной системах от-
счета oxyz. 

O1

z

O

X

y1

M
y

z1

x1  
Рис.5.1 

Движение точки М по отношению к 
подвижной системе отсчета называют 
относительным. Движение подвиж-
ной системы по отношению к непод-
вижной называют переносным. Дви-
жение точки М по отношению к не-
подвижной системе отсчета называют 
абсолютным (рис.5.1). 

Пример а. Человек идет по движущемуся вагону метро. Движение челове-
ка можно рассматривать как сложное, состоящее из двух движений. Если ос-



новную (неподвижную) систему координат связать с платформой станции мет-
ро, то движение человека относительно этой системы координат будет абсо-
лютным. Движение человека относительно вагона, с которой связана подвиж-
ная система координат, будет относительным. Движение вагона, с которой же-
стко связана подвижная система координат, т.е. движение подвижной системы, 
будет переносным. 

Пример б. Движение поршня в двигателе движущегося  автомобиля мож-
но рассматривать как сложное. Движение поршня относительно какой-либо не-
подвижной точки на дороге, которую принимают за начало неподвижной, ос-
новной системы координат, будет абсолютным. Движение поршня относитель-
но автомобиля, с которым жестко связана подвижная система координат, будет 
относительным. Движение автомобиля, с которым связана подвижная система 
координат, относительно неподвижной  системы будет переносным. 
Решение задач на эту тему требует четкого знания понятий относительного, пе-
реносного и абсолютного движений, точки, а также умения найти скорость и 
ускорение точки в этих движениях. 

Умение правильно выбрать подвижную и неподвижную системы(тела) от-
счета является необходимым условием успешного решения задач на сложное 
движение. 

Скорость точки в сложном движении (абсолютная скорость) V  определя-
ется по формуле   

      rea VVV += ,     (5.1) 
где eV  и rV  – переносная и относительная скорости точки. Чтобы из (5.1) найти 
какую-либо характеристику точки (например aV ), необходимо найти две другие 
( eV  и rV ) и сложить их геометрически. При этом пользуются правилом оста-
новки одного из двух движений. 

Чтобы найти переносную скорость точки, необходимо мысленно остано-
вить относительное ее движение. Наблюдаемая при этом в данный момент ско-
рость является переносной. Чтобы найти относительную скорость точки, необ-
ходимо мысленно остановить переносное ее движение. Наблюдаемая при этом 
в данный момент скорость является относительной. 

Ускорение точки а сложном движении (абсолютное ускорение) определя-
ется по формуле  

      crea aaaa ++= ,    (5.2) 
где ea  и ra  – переносное и относительное ускорения точки определяются с по-
мощью правила остановки одного из двух движений; ca  – кориолисово ускоре-
ние. Оно определяется по формуле 

)(2 rec Va ×ω= ,    (5.3) 
где eω  – вектор угловой скорости переносного движения. Модуль кориолисо-
вого ускорения определяется по формуле 

),sin(2
∧

ωω= rerec VVa r .   (5.4) 



Направление кориолисового ускорения определяется с помощью векторно-
го произведения (5.3) или по правилу Н.Е.Жуковского:  

Чтобы найти направление ( ca ), необходимо спроектировать относитель-
ную скорость ( rv ) на плоскость, перпендикулярную к вектору угловой скорости 
( eω ) и затем повернуть эту проекцию на 90° по направлению переносной угло-
вой скорости.                (5.5) 

Примечания. 1. Если переносное движение является вращательным, а от-
носительное – криволинейным, то формулу (5.2) лучше записать в следующем 
виде: 

cr
n
re

n
ea aaaaaa ++++= ττ ,   (5.6) 

где ττ
re

n
r

n
e aaaa ,,,  – нормальные и касательные составляющие ускорений точ-

ки в переносном и относительном движениях соответственно 2. Чтобы найти 
абсолютное ускорение точки, необходимо найти переносное, относительное и 
кориолисово ускорение и сложить их геометрически в соответствии с форму-
лами (5.2) или (5,6). Для определения величины абсолютного ускорения выра-
жения (5.2) или (5.6) проектируют на три взаимно перпендикулярные оси и оп-
ределяют ускорение по формуле 

     222
azayaxa aaaa ++=     (5.7) 

 
Вопросы и задачи. 

 
5.1. Как следует выбирать подвижную систему отсчета? 
5.2. В каких случаях кориолисово ускорение равно нулю? 
5.3. Назвать основные этапы решения задач на сложное движение 
точки. 
5.4. Треугольная пластина на колесах движется по горизонтальной плоско-

сти по закону 23tBtxe +−= ( eX  – в метрах, t – в секундах). По стороне пласти-

ны перемещается точка М по закону tSAM r 3
sin4 π

==  м. Ответить на вопросы 

для t1= 2 с. 
1. Какое движение совершает точка М.  
2 Определить положение точки М на пласти-
не. 
3. Определить скорость относительного дви-
жения точки М.  
4. Что следует понимать под переносной ско-
ростью точки М.  
5. Определить скорость переносного движе-
ния точки М.  
6. Определить абсолютную скорость точки М. 



7. Определить ускорение относительного движения точки М. 8. Определить ус-
корение переносного движения точки М. 9. Определить абсолютное ускорение 
точки М. 

5.5. 
Прямоугольник АВСD вращается вокруг оси 21OO  с уг-

ловой скоростью 
2
π

=ω  рад/с=const . Вдоль стороны АВ 

движется точка М по закону taSOM r 2
sin π

==  м. Дано: 

aCBDA == . 
Ответить на вопросы для момента времени t1=1 с.: 1. Ка-
кое движение совершает точка М?  
2. Что является относительным движением точки М?  
3. Что является переносным движением точки М? 

4. Как направлен вектор угловой скорости переносного движения? 5. Опреде-
лить модули и указать на рисунке векторы скоростей относительного и пере-
носного движений. 6. Определить модуль абсолютной скорости точки М. 7. Ка-
ким векторным равенством определяется абсолютное ускорение точки М? 8. 
Определить относительное ускорение точки М. 9. Определить переносное уско-
рение точки М. 10. Определить ускорение Кориолиса. 11. Определить абсолют-
ное ускорение точки М. 

5.6. 

 

Кольцо R = 0,2 м вращается вокруг вертикальной 
оси 21OO  по закону 22,1 tt −=ϕ  рад. По кольцу 
перемещается точка М по закону 

tSAM r 4
cos2,0 ππ== . 

(Sr – в метрах, t – в секундах). 

Для момента времени ct
3
4

1 = ответить на вопросы: 

1. Какое движение совершает точка М?  
2. Что является относительным движением точки М?  
3. Что является переносным движением точки М?  
4. Каким векторным равенством определяется абсолютная скорость точки М?  
5. Определить скорость относительного движения и показать ее направление.  
6. Определить переносную скорость точки М и показать ее направление.  
7. .Определить модуль и направление вектора абсолютной скорости точки М.  
8. Каким векторным равенством определяется абсолютное ускорение точки М?  
9. Определить относительное ускорение точки М.  
10. Определить переносное ускорение точки М.  
11. Изобразить на рисунке векторы ускорений относительного и переносного 
движений.  



12. Определить ускорение Кориолиса.  
13. Изобразить на рисунке вектор ускорения Кориолиса.  
14. Определить абсолютное ускорение точки М.  
15. Определить положение точки М на кольце для момента времени 22 =t  с.  
16. Определить скорость относительного движения точки для 22 =t  с. 

5.7. 

 

Точка М движется по кольцу 3,0=R  м по закону 
)3,01,0(75,0 3ttSAM r +π== (Sr – в метрах, t – в секун-

дах). Кольцо вращается в плоскости рисунка относи-
тельно оси проходящей через точку О по закону 

23,02 tt −=ϕ рад. 
Ответить на вопросы для момента времени t1 = 1 с.: 

1. Указать относительное и переносное движения точки М.  
2. Определить относительную и переносную скорости точки М.  
3. Изобразить на рисунке векторы скоростей относительного и переносного 
движений.  
4. Определить модуль абсолютной скорости.  
5. Записать теорему Кориолиса.  
6. Определить составляющие n

ra  и τ
ra  относительного ускорения точки М.  

7. Определить составляющие n
ea  и τ

ea  переносного ускорения точки М.  
8. Указать на рисунке векторы относительного и переносного ускорений.  
9. Определить величину и направление ускорения Кориолиса.  
10. Определить абсолютное ускорение точки М. 

 
6. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ МЕТОДОМ 

ВИЛЛИСА. 
 

Метод Виллиса применяют для определения угловых скоростей зубчатых 
механизмов, в которых имеются зубчатые колеса, вращающиеся относительно 
подвижных осей, т.е. планетарные или дифференциальные механизмы. 
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Рис.6.1 

На рис. 6.1а изображена схема плане-
тарного зубчатого механизма, в кото-
ром колесо (1) неподвижно, а осталь-
ные колеса приводятся в движение 
кривошипом, который называют води-
лом. Ось водила совпадает с осью не-
подвижного колеса. На рис.6.1б изо-
бражен дифференциальный зубчатый 
механизм, в котором колесо 1 и водило 
(кривошип) вращаются вокруг одной 

и той же оси, проходящей через точку О. 



Метод Виллиса основан на теории сложения вращений вокруг параллель-
ных осей. Зубчатые колеса участвуют в двух движениях: 

а) в относительном вращении зубчатых колес по отношению к водилу, 
б) в переносном вращении вместе с водилом вокруг его оси (переносной 

угловой скоростью для каждого зубчатого колеса будет угловая скорость води-
ла). 

При расчете определяют зависимость между относительными угловыми 
скоростями, которые равны разности абсолютных и переносных угловых ско-
ростей. В этом случае отношения между относительными угловыми скоростями 
обратно пропорциональны радиусам колес или числу зубьев, взятые со знаком 
минус, если зацепление внешнее, и со знаком плюс, если зацепление внутрен-
нее. 

Пример а. Определить угловую скорость колеса 2 дифференциального ме-
ханизма (рис.6.2), если ωОА=4 рад/с, ω1=8 рад/с, r1=30 см, r2=15 см. 
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Рис. 6.2 

Решение. В механизме переносная угловая 
скорость − это угловая скорость кривоши-
па (водила) ОА. Тогда относительная ско-
рость каждого колеса будет равна (на-
правление абсолютной угловой скорости 
колеса 2 выбираем против хода часовой 
стрелки) разности абсолютной и перенос-
ной угловых скоростей: 

ω1r = ω1 – ωОА, 
ω2r = ω2 – ωОА. 

Составим отношение для механизма, учитывая, что колеса 1 и 2 имеют 
внешнее зацепление: 
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. 
Минус показывает, что колесо 2 вращается по часовой стрелке, т.е. проти-

воположно первоначально выбранному направлению. 
Ответ. ω2 = – 4 рад/с. Угловая скорость колеса 2 направлена противопо-

ложно угловой скорости водила и колеса 1. 
Пример б. Определить угловую скорость колеса 2 дифференциального ме-

ханизма в случае внутреннего зацепления (рис. 6.3), если ωОА = 8 рад/с, 
ω1 = 12 рад/с, r1 = 60 см, r2 = 15 см. 
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Рис. 6.3 

Решение. Переносная угловая скорость 
− это угловая скорость кривошипа (во-
дила) ОА. Относительная скорость ка-
ждого колеса равна (абсолютную уг-
ловую скорость колеса 2 считаем на-
правленной против хода часовой 
стрелки): 

  ω1r = ω1 – ωОА, 
  ω2r = ω2 – ωОА. 

Составим отношение для механизма, 
учитывая, что колеса 1 и 2 имеют внутреннее зацепление. 
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Вопросы и задачи  
 

6.1. 

 

Ведущий вал 1 редуктора делает 1201 =ω  рад/с. Не-
подвижное зубчатое колесо с внутренним зацепле-
нием имеет 1804 =z  зубцов; бегающие шестеренки, 
спаренные между собой, имеют 402 =z  и 603 =z  
зубцов. Шестеренка, закрепленная на ведущем валу, 
имеет 80 зубцов.  
Ответить на вопросы и найти указанную величину: 
1. Как называется механизм? 
2. Какая угловая скорость механизма будет перенос-
ной? 
3. Составьте формулу Виллиса и определите 2ω . 

6.2. 

 

Ведущий вал вращается с угловой скоростью 1201 =ω  
рад/с. Колесо 1 вращается с угловой скоростью 

1801 =ω  рад/с и имеет число зубцов 801 =z ; а бегаю-
щие колеса имеют 202 =z ; 403 =z . Колесо 4 имеет 

604 =z  зубцов. Колесо 1 и ведущий вал 1 вращаются 
в одном направлении.  
Ответить на вопросы и найти указанную величину: 
1. Как называется механизм? 
2. Какая угловая скорость механизма будет перенос-
ной? 
3. Составьте формулу Виллиса и определите 2ω . 



Ответы на вопросы задач 
 

2.1. Да, можно. 
2.2. В том случае, когда известна траектория точки. 
2.3. Если модуль скорости не изменяется со временем. 
2.4. Если модуль касательного ускорения не изменяется со временем. 
2.5. При прямолинейном движении всегда и криволинейном, когда нор-

мальное ускорение равно нулю. С нормальным – при равномерном движении 
точки по кривой. 

2.6. Равномерного – tVSS += 0 , равнопеременного – 2/2
00 tatVSS τ++= . 

2.7.  
 

 

1. 9)5(sin
3

5;cos
3

22 =−+⇒−=
−

= yxtytx  окружность 

с центром в точке (0,5). 

2. При 30 0 == Xt  см, 50 =Y  см; при ct
21
π

=  

2;0 11 == YX  см. 
3. По ходу часовой стрелки, т.к. при 4/π=t  с 

10 XXX >> , а YY =0 . 
4. Изменится, т.к. в этом случае при ct 4/π= . 

10 XXX >> , а YY =0 . 

5. 22.cos3;sin3 yxyx VVVt
dt
dyVt

dt
dxV +=−==−== =3 см/с и не зависит от t . 

При 32/1 −=π= xVct  см/с, OYVV yy ⊥⇒= 0  и направлен противоположно оси 
OX . 

6. 3sin3/;cos3/ 22 =+===−== yxxyxx aaatdtdVatdtdVa  см/с2 OXa ⊥⇒  и 
направлен вдоль оси OY . 
7. Равномерное, т.к. constV = . 

2.8. 

 

1. 96;
2

3 2 +−=
−

= xxyxt  - парабола.  

2. 24,822 =+= yx VVV  см/с. 

3. 822 =+= yx aVaa  см/с2. 

4. 8,7
161

32

1
2

=
+

==
=

τ
ttdt

dVa  см/с2. 

5. 9,122 =−= τaaan  см/с2. 



6. 35
2

==ρ
na

V  см. 

7. ( ) ( ) ( ) .76,243,0,cos,cos o=⇒=== τττ aiL
V
VViai x  

8. 7,41614ln
4
1161

1

0

22

0 0

22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++=+== ∫ ∫ ttttdtyxVdtS

t t
 см. 

2.9. 1. 2
4

sin xy π
= .  

2. Из условия 10sin0 1
2
1 =⇒=π⇒= tty  с.  

3. 2== xVx . 6,6;cos2
1

222

1

=+=ππ==
=t

yxy VVVttyV &  см/с. 

4. 
2222 sin4cos2/;0 tttdtdVaa yyx ππ−ππ=== . 

28,62
11

=π==
=tyaa см/с2. 

5. В момент наибольшего управления 0=yV . 
Тогда 2== xVV  см/с. 

2.10. 
Составим уравнения движения точки М.  
1. ;45coscos111

o⋅−α⋅=−= OAAMOAMAx  
α−=−= sin1 BMMMy . 

Так как 

==α⇒α==
AB

OAABOAAA
o45sinsinsin45sin 0

1  

tt π=α⇒π= sin . 

Тогда ttx π−π= sin30cos45  см, ty π−= sin15  см. 
2. π−=ππ−ππ−== = 45,48)cos30sin4(/

6
1tx ttdtdxV  см/с. 

π−=ππ−== = 9,12)cos15(/
6
1ty tdtdxV  см/с. 

π=+= 2,5022
yx VVV  см/с. 

3. 2

6
1

22 9,23)sin30cos45(/ π−=ππ+ππ−==
=tx ttdtaVxa  см/с2. 

2

6
1

2 5,7)sin15/ π=ππ==
=ty tdtaVxa  см/с2. 



222 05,25 π=+= yx aaa  см/с2. 

4. 2
22

1,21
2,50

5,7)9,12()9,23(45,48 π=
π

π⋅π−+π−π−=
+

=τ V
aVaV

a yyxx  см/с2. 

5. 222 4,13 π=−= τaaan  см/с2. 

6. 188
2

==ρ
na

V  см. 

7. Угол между вектором скорости и вектором ускорения равен углу между век-
тором касательного и полного ускорений. Поэтому  

o32)(625,0)( ,, =⇒==
∧

τ

∧
aVaV L

a
atg n . 

 

2.11. 1. 35,1
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5

2
sin10/

1

22 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

π+
π

−==
=

−−

t

tt tetedtdsV см/с. 

2. 03,1
2

sin
4
5

2
cos10

2
sin20

1

2222 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅π
π

π−
π

=
=

−−−
τ

t

ttt tetete
dt
dVa  см/с2. 

14,1
20
35,1 22

==
ρ

= Van  см/с2. 

3. 04,122 =+= τ naaa  см/с2. 
4. Криволинейное замедленное, т.к. при 1=t  0/ =τaV  и 0≠na . 

2.12. 1. π=
π

π=
=

5
2

cos5
4t

tV см/с.  

2. 0
2

sin
2

5/
4

2
=

ππ
−==

=
τ

t

tdtdVa . 

3. 0
2

sin10
2

cos5
40

4

0
=

π
=

π
π==

=
∫ ∫

t

t
ttdtVdtS . 

4. 4034231201 =−+−+−+−= SSSSSSSSQ  см, где 00 =S .  
;1011 == =tSS ;022 == =tSS ;1033 −== =tSS 044 == =tSS . 

2.13. 1. Запишем формулы равнопеременного движения 

     
t
VVataVV 0

0
−

=⇒+= ττ . 

.м/с5
120

1202015002

2
2

)(
2

)(2/ 0
00

0
2

0

=
⋅−⋅

=

=
−

=⇒
+

=
−

+=⇒+= τ t
VtSVtVVtVVtVStatVA

 



2. В начале участка 125,0
120

5200 =
−

=
−

=τ t
VVa  м/с2. 

    05,0
2

=
ρ

=
Van  м/с2; 134,022

0 =+= τ naaa  м/с2. 

3. В конце 2-й минуты 125,0=τa  м/с., т.к. движение равнопеременное 

8,0
500
202

==na  м/с2; 81,08,0125.0 22 =+=a  м/с2. 

 
3.1. Если const=ω , то движение – равномерное. В случае const=ε  равно-

переменное. 
3.2. В этом случае полное ускорение равно нормальному и направлено к 

центру окружности – траектории точки. 
3.3. По касательной к окружности или перпендикулярно к радиусу окруж-

ности. 
3.4. Вдоль оси  вращения в ту сторону, откуда поворот тела виден проис-

ходящим против хода часовой стрелки.  
3.5. 

1. 222 OAYX AA =+  –- окружность с центром в 
точке О и радиусом А. 
2. 1)32(/ −=−=ϕ=ω ttdtd  рад/с. 
3. 2/ =ω=ε dtd  рад/с2. 
4. Замедленное, т.к. 0〈ω , а 0〉ε . 
5. 20201 =⋅=⋅ω= OAVA  см/с; OAVA ⊥ . 

6. 202 =ω= OAan  см/с2 направлено от А к О. 40=⋅ε=τ OAa  см/с2, OAa ⊥τ  на-
правлен в сторону ε . 

3.6. 

 

1. 11,25
4

2 2
2

11
=π=+π=⋅ω= RRROMVM  м/с. 

2
2

1 4
RROM += . 

83,2
2
3222

=⋅π=⋅ω= ROMVM  м/с. 

ROM
2
3

2 = . 

2. tε−ω=ω 0 ; π=
π

=ω 10
30

0
0

n  рад/с.     /8,0
10

2100 π=
π−π

=
ω−ω

=ε
t

рад/с2. 

3. 30
4

1008,010102
4

2
2

;2
2

0
2

0 =
π

⋅π−⋅π⋅
=

π
ε−ω

=⇒
ε

−ω=ϕπ=ϕ
ttNttN  оборотов. 



4. 6,1042
11 =ω+ε= OMa  м/с2.  

2,1441
22 =ω+ε= OMа  м/с2. 

3.7. 1. 20
30

22 =
π

=ω
n  рад/с.  

2. 
21 MM VV = , т.к. ремень не проскальзывает, ⇒=

ω
ω

⇒ω=ω⇒
1

2

2

1
2211 r

rrr  

π=
ω

=ω⇒ 40
1

22
1 r

r  рад/с. 

3. π=⋅π=ω== 100025401121
rVV MM  см/с. 

4. Из формулы t101 ε+ω=ω  при 00 =ω  ct 100
4,0

40
1

1 =
π
π

=
ε
ω

= . 

5. 24
2

2
2 102 π⋅=ω= ran  см/с2; π=ε=ε=τ 102211 rra  см/с2;  

2422 102 π⋅≅+= τ naaa  см/с2. 
3.8. 1. 100100/ 1 === =tA tdtdsV  см/с. 

2. 100/ 22 == dtSdaA  см/с2.  

3. tt
R
VA 5

20
100

1
1 ===ω . Т.к. окружные скорости колес, находящихся в зацепле-

нии, равны, то tt
r

rrr 5,2
30

155

2

11
22211 =

⋅
=

ω
=ω⇒ω=ω  рад/с. 5,212 =ω =t  рад/с.  

5,22
2 =

ω
=ε

dt
d  рад/с2. 

4. 7522 =ω= rVM  см/с. 

5. 02,24
2

2
22 =ω+ε= raM  м/с2. 

3.9. 1. Из условия 2211 rr ω=ω  с учетом, что 11 KZr = , 22 KZr = , 

2
2

11
2 ω=

ω
=ω

z
z . 

2. 
31

42

3

1
3.1 zz

zzi =
ω
ω

= , т.к. 32 ω=ω , а 
4

33
34 z

zω
=ω=ω . 

 
4.1. Любое тело, точки которого лежат в одной плоскости – так же отрезок 

прямой линии. 
4.2. Рассматриваемое тело или механизм обязательно изображают в том 

положении, какое указано в условии задачи. 
4.3. Потому, что зная МЦС, можно показать направление скорости любой 

точки (она перпендикулярна отрезку, соединяющему точку с МЦС). 
4.4. Нет. Она может находиться в любом месте в плоскости фигуры. 



4.5. В этом случае следует найти МЦС каждого звена отдельно. 
4.6. Нет. Точки обязательно должны принадлежать одному телу (звену). 
4.7. Двумя способами. С помощью (4.2) или (4.4).  
4.8. Нет, не зависит.  
4.9. Их модули находятся одинаковым образом, сравни (4.7) и (3.7). Разли-

чие в направлениях и величине. n
Ba  – направлено по нормали к центру кривиз-

ны кривой, τ
Ba  перпендикулярно к n

Ba ; n
BAa  – направлено к произвольному по-

люсу, B
BAa  перпендикулярно к n

BAa . 
4.10. Двумя способами. С помощью (4.6) путем нахождения 

BAaa B
BA

B
BA /=ε⇒  и (4.4) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

ω
=ε

l
BV

dt
d

dt
d . 

4.11. 
1. Вращательное 11 l⋅ω=AV . 
2. МЦС АВ в бесконечности. 
3. 02 =ω . Мгновенно-поступательное. 

ACB VVV == . 
4. МЦС СD в точке D. 0=DV . 

5. 
3

11
3

l

l⋅ω
==ω

CD
Vc . 

22
11 l⋅ω

== c
K

VV . 

6. 1
2
1

22
1

2
111 )()(,,0, lll ω=+=⋅ω==⋅ε=+= τττ n

AAA
n
AA

n
AAA aaaaaaaa . 

7. B
BA

ц
BAAc aaaa ++=  (*). Точка А, принята за полюс. 

8. 02
2
2 =⋅ω= lц

BAa . 

9. Следует выбрать координатные оси так, чтобы на одну из них B
BAa  спроекти-

ровалось в точку. Проектируя равенство (*) на Bx , получим, получим 
α⋅⋅ω=⇒α⋅=α⋅ tgaaa B

n
AB 1

2
1sincos l . Проектируя равенство (*) на By , полу-

чим: 
α

ω
=⇒+α⋅−=α⋅ ττ

cos
cossin 1

2
1l

BABA
n
AB aaaa . Знак «+» указывает, что направ-

ления Ba  и τ
BAa  выбраны верно. 

10. 
α

ω
==ε

τ

cos2

1
2
1

2
2

l

l

l
BAa . 

11. τ++= CA
n
CAAc aaaa  (**),

α
ω

=⋅ε==⋅ω= τ

cos22
,0

2
1

2
12

2
22

2
lll

CA
n
CA aa  проектируя 

равенство (**), получим: на αα sin: n
AcxaBx =  и ⇒+α−= τ

CA
n
Acy aaaBy cos:  



22
cycxc aaa +=⇒ . Направление ca  определится по формулам: 

c

cx
c a

aia =
∧

),cos( , 

c

cy
c a

a
ja =

∧
),cos( . 

4.12. 
1. Вращательное  

211 =⋅ω= lAV м/с. 
2. Плоскопараллельное 

15,1,60cos30cos == BAB VVV oo  
м/с. МЦС тела АВ и Р2 – пересе-
чение перпендикуляров к AV  и 

BV . 

3. 8,5
22

2 ===ω
BP
V

AP
V BA  рад/с.  

8,3
2

4 ==ω
BO
VB  рад/с. 

4. 3,22 == BD VV  м/с, 230cos == o
DE VV  м/с. 2KPVK ⊥ . 

5. С одной стороны В принадлежит O2D. Поэтому τ+= B
n
BB aaa . С другой - зве-

ну АВ, которое движется плоско-параллельно. Поэтому 
ττ
BA

n
BAA

n
AB aaaaa +++= . Следовательно, τττ +++=+ BA

n
BAA

n
AB

n
B aaaaaa  (*), 

5,42
2
4 == BOan

B ω  м/с2, 201
2
1 == lωn

Aa  м/с2, 3,132
2
2 == lωn

ВAa  м/с2. 

6. 22 )()( τ
B

n
BB aaa += ; 5,4=n

Ba  м/с2., для определения τ
Ba  необходимо равен-

ство (*) спроектировать так, чтобы неизвестное τ
BAa  спроектировалось в точку. 

Поэтому выбираем оси Вх и Ву и проектируем (*)на Вх: =+ τ oo 30cos60cos B
n
B aa  

5,460cos30cos −=⇒++− ττ
B

n
BAA

n
A aaaa oo  м/с2. Знак (–) показывает, что τ

Ba  на 
рис. следовало показать в противоположную сторону, т.е. звено 4 вращается  
замедленно 25,4=Ba  м/с2.  

4.13. 1. 11
11 ==ϕ′=ω −tl  рад/с, 42 −=ϕ′=ω  рад/с. 

Направления показаны на рис. 2,011 =⋅ω= RVE , 4,0=⋅ω= rVD  м/с. 
2. Ввиду нерастяжимости нити DBEA VVVV == , . Плоско-параллельное. 

МЦС блока 3 в 3P ; лежит на пересечении прямых АВ и аb. P3 находим из соот-

ношения 4,03
3

3 =⇒= AP
AP
BP

V
V

A

B  м. 



3. 5,0
33

3 ===ω
AP
V

BP
V AB  рад/с. 

2
BA

c
VVV +

=  (*) (как средняя линия 

трапеции), 3,0)(
2
1

=+= ByAyoy VVV  м/с, 

0)(
2
1 =+= BxAxcx VVV , 3,0== Cyc VV  

м/с. 
 

4. 11
11 ==ϕ′′=ε −tl  рад/с2, движение ускоренное, 02 ⋅ϕ ′′=ε , вращение равно-

мерное. Равенство (*) выполняется в любой момент времени. Поэтому 

)(
2
1

BA
c

c aa
dt
Vda +==  (**). Проектируя (**) на ось Су, учитываем, что 

yc caa == , т.к. точка С движется по вертикальной прямой.  

0, 211 =ε===ε=== ττ raaaRaaa D
B
BByE

B
AAy ,  

т.к. 1,0
2
102 ===⇒= AyCyC aaaε  м/с2.  

4.14. 1. 2,0== AA SV &  с/м, 2,0== CC SV &  с/м. 
2. Плоско-параллельное. С одной стороны ABB ∈  и BAAB VVV += , с другой - 

BCB ∈ и BCCB VVV += . Отсюда BCCBAA VVVV +=+  (*).  

3. Проектируя равенство (*) на ось Ву получим: ⇒+= BccA VVV oo 45cos45cos  
045cos45cos =−=⇒ cABc VVV o .  

Из 2,0, ===⇒+= CBCBBCCB VVVVVVV  м/с. 

 

 

4. МЦС тела 3 – в ∞ , 03 =
∞

=
∞

=ω CB VV . 

Мгновенно-поступательное.  
5. МЦС тела АВ в Р2 (находится на пере-
сечении перпендикуляров к AV  и BV ). 

2
2

22
2 ===ω

BP
V

AP
V BA  рад/с. 

6. 2,0== AA Sa &&  м/с2, 2,0−== CC Sa &&  
м/с2. Знак (–) указывает на то, что тело 4 
движется замедленно. 
 

τττ ++=++++= BC
n
BCCBC

n
BCCBA

n
BAAB aaaaaaaaaa ,    (**),  



7. τ
BC

n
BCCB aaaa ++= , 1,02

2 == BAan
BA ω  м/с2, 02

3 == BCan
BC ω . 

Проектируя векторное равенство (**) на ось Ву, получим: =− n
BAA aa o45cos  

18,045cos =⇒+−= ττ
BCBCc aaa o  м/с2, знак (+) указывает на то, что вектор τ

BCa  
показан верно на рис.  
8. Проектируя τ

BC
n
BCCB aaaa ++=  на оси Вх и Ву, получим: 

14,045cos == o
CBx aa  м/с2, 04,045sin =+−= τ

BCCBy aaa o  м/с2,  

145,022 =+= ByBxB aaa  м/с2. 

9. 4,0== AA SV &  м/с, 1,0== CC SV &  м/с. Проектируя векторное равенство (*) на 

ось Ву, получим: 215,03,0
2
245cos45cos =⋅=⇒+= BCBCCA VVVV oo  м/с. 

Проектируя BCCB VVV +=  на оси Вх и Ву, получим: 
205,045cos −=−= o

CBx VV  м/с2, 2,045cos =+= o
CBCBy VVV  м/с, 

3,022 =+= ByBxB VVV  м/с. Направление BV  определяется по формулам: 

B

By
B

B

Bx
B V

V
jV

V
ViV ==

∧∧
)cos(,)cos( . 

4.15. 1. Плоскопараллельное. 

 
2. В точке С. 

3.Определим угловую скорость блока: 
r
t

r
V 20 ==ω . 

4. Определим угловое ускорение блока: 
rdt

d 2
=

ω
=ε . В момент 5,0=t  с 

     5
2,0

5,02
0 =

⋅
=ω  с-1, 10

2,0
2

==ε  с-2. 

5. Определим ускорение точки D: τ
DO

n
DOOD aaaa ++= , 20 =a  м/с2. 

   52,0522 =⋅=ω= ra n
DO  м/с2, 22,010 =⋅=⋅ε=τ raDO  м/с2, 

   5−=−= n
DODx aa  м/с2, 4220 =+=+= τ

DODy aaa  м/с2, 

    4,645 2222 =+=+= DyDxD aaa  м/с2. 
4.16. 1. Поступательное. 



2. Плоскопараллельное. 
3. В точке С. 

 

4. 1,0;2; =−=====ω OCODCDt
dt
dxVV

CD
V

KD
D  м. 

20;20
1,0

2
=

ω
=ε==ω

dt
dtt  рад/с; 105,0 =ω =t  рад/с. 

5. n
BOBOB aaaa ++= τ

0  (*). 
6. 21,0200 =⋅=⋅ε= OCa  м/с2. 

42,020 =⋅=⋅ε=τ OBaBO  м/с2. 

2,01022 ⋅=⋅ω= OBan
BO  м/с2. направление векторов показано на рисунке. 

 

7. Проектируем выражения (*) на оси координат. 
222020 −=−−=−−= n

BOBх aaa  м/с2. 
4== τ

BOBy aa  м/с2. 

4,22422 2222 =+=+= ByBxB aaa  м/с2. 
 

4.17. 

 

1. Вращательное. 
4,02,0211 =⋅=⋅ω= rVA  м/с. 8,04,0211 =⋅=⋅ω= RVB  

м/с. 
Направление AV  и BV  показано на рисунке. 
2. Плоскопараллельное. 
3. 4,0== AK VV  м/с; 8,0== BD VV  м/с. 
4. МЦС блока 2 лежит на пересечении прямой DK и 
прямой, соединяющей концы векторов DV  и KV . Поло-
жения МЦС находим из пропорции.  

3,0
2

;2; 11
222 =

+
=−===ω

rRRKPRDP
KP
V

DP
V KD  м. 

2,0
3
2

2,1
8,0

2 2
2

2
===⇒=

−
RRKP

KP
V

KPR
V KD  м 1r= . 2

2,0
4,0

2 ===ω
KP
VK  рад/с. 

5. 2,01,022 =⋅=⋅ω= CPVC  м/с. 
 

5.1. По отношению к ней должна перемещаться изучаемая точка. 
5.2. Если переносное движение поступательное ( 0=ωe ) и если относи-

тельная скорость параллельна оси переносного вращения ( )erV ω .  



5.3. Первый – выбрать точку, второй – разложить движение на переносное 
и относительное, третий – применить формулы (5.1) или (5.2) в зависимости от 
условия задачи. 

5.4. 
1. Сложное движение, т.к. перемеща-
ется по стороне движущейся пласти-
ны (относительное движение) и вме-
сте с ней перемещается относительно 
подвижной системы отсчета ХОУ (пе-
реносное движение). 
2. Для этого найдем АМ1 при 21 =t  с:  

46,3
3

sin4 1
1 =

π
==

tSAM r  м.  

3. 2
3

cos
3

4 1 −=
ππ

== tSV rr &  м/с, где знак минус означает, сто вектор rV  направ-

лен в сторону уменьшения rS  (смотри рисунок). 
4. Скорость той точки пластины (подвижной системы отсчета)с которой совпа-
дает в данный момент точка M  (т.е. 1M , на рис.). 
5. 468 1 =+−== tXV ee &  м/с. 
6. era VVV += . Воспользуемся теоремой косинусов:  

28,5),cos(222 =⋅++=
∧

ererera VVVVVVV  м/с. 

7. 46,3
3

sin
9

4 1

2
−≈

ππ
−== tSa rr &&  м/с2. Вектор ra  совпадает с вектором rV . 

8. 6≈= ee xa &&  м/с2. Вектор ea  совпадает с вектором eV . 
9. При переносном поступательном движении era aaa += . Модуль абсолютно-

го ускорения определить по формуле: 8),cos(222 ≈++=
∧

ererera aaaaaaa  м/с2. 
5.5. 

 

1. Сложное, т.к. перемещается по вращающемуся телу. 
2. Движение точки вдоль АВ. 
3. Вращательное движение прямоугольника ABCD  от-
носительно оси 21OO . 
4. Вдоль оси 21OO  вниз. 

5. aMKRVtaSV eeerr 2
,0

2
cos

2 1
π

=⋅ω=⋅ω==
ππ

== &  м/с, 

направлен ⊥eV пл. ABCD  в сторону вращения. 
6. Т.к. era VVV += , а по расчету 0=rV , то  



aVV ea 2
π==  м/с. 

7. При переносном вращательном движении сera aaaa ++= . 

8. τ
r

n
rr aaa += ; 

42
sin

4

2

1

2 π−=ππ−==τ ataSa rr &&  м/с2 (знак минус указывает, что 

τ
ra  направлен вниз по ВА). 0=n

ra , т.к. относительное движение прямолинейное 
и ∞=ρ .  

9. τ
e

n
ee aaa += ; aRa e

n
e 4

2
2 π=⋅ω=  м/с2 и направлен n

ea  к оси вращения; 0=τ
ea , 

т.к. 0=εe . 

10. 0),sin(2 =ω⋅ω=
∧

rereс VVa  по двум причинам: в данный момент времени 
0=rV  и в любой момент времени re Vω . 

11. 2
4

)(
2

22 aaaa n
era

π=+=  м/с2, т.к. n
er aa ⊥ . 

5.6. Для 
3
4

1 =t  с точка М находится в указанном на рисунке положении. 

 

1. Сложное. 
2. Движение по кольцу. 
3. Вращательное движение 
кольца относительно непод-
вижной оси 21OO . 
4. era VVV += . 
5. 

43,0
4

sin
4

2,0 1

2
−=ππ−== tSVr &  

м/с. Отрицательный знак ука-
зывает на то, что rV  направ-
лен в сторону убывания S .  

6. 1RV ee ⋅ω= , где 4,122,1 1 −=−=ϕ=ω te &  рад/с.  
Следовательно, кольцо вращается относительно оси 21OO  в сторону, противо-
положную направлению положительного отсчета угла ϕ . 6,031 == RR  м. 

34,0=eV  м/с. 

7. Т.к. er VV ⊥ , то 94,022 =+= era VVV  м/с. 893,0,cos ≈=
∧

a

ax
a V

ViV . 

446,0,cos ≈==
∧

a

r

a

ay
a V

V
V
V

jV . 



8. сera aaaa ++= . 

9. τ
r

n
rr aaa += ; 9,0

2
==

R
Va rn

r  м/с2. 2,0
4

cos
8
1,0

1

3
≈ππ−==τ tVa rr &  м/с2. 

10. 18,13, 2 ≈⋅ω=+= τ Raaaa e
n
ee

n
ee  м/с2. 2,13 =⋅ε=τ Ra ee  м/с2; где 2−=ϕ=ε &&e  

рад/с2. 
Вектор eε  направлен вдоль eω . 
11. На рисунке указаны. 

12. 18,1),sin(2 ≈ω⋅ω=
∧

rereс VVa  м/с2. 
13. Используя правило Жуковского, получим вектор ускорения Кориолиса, на-
правленным ⊥  плоскости рисунка от нас. 
14. Лучше методом проекции. Для этого проектируем (5.2) на оси: 

024,0=−= сeax aaa τ  м/с2; 37,1−=−−= τ
r

n
eay aaa  м/с2; 9,0−=−= n

raz aa  м/с2; 

64,1222 =++= azayaxa aaaa  м/с2. 

15. 0
4

cos2,0 2 =ππ== tSAM , т.е. точка 2M  будет совпадать с точкой А. 

16. 49,0
4

sin
4

2,0 2

2

2
−≈

ππ
−== tSVr &  м/с. 

5.7. 

 

1. Относительное – по кольцу, переносное – вместе с 
кольцом относительно оси, проходящей через точку 
О. 
2. Положение точки М на кольце определяется рас-

стоянием AMS =  для 11 =t  с; π=
⋅π

==α
3,0

4.075,0
R
S  

рад. 
35,2)9,01,0(75,0 2

1 ≈+== tSVr &  м/с, 1RV ee ⋅ω= , где 4,1=ϕ=ω &e  рад/с; 
42,01 == OMR  м; 59,0=eV  м/с. 

3. 4. Из (5.1) 

2845cos222 ≈++= o
erera VVVVV  м/с. 

5. См. (5.2).  
6. n

rrr aaa += τ , 25,4===τ SVa rr &&&  м/с2,  

5,18
2

≈=
R

Va rn
r  м/с2. 



7. n
eee aaa += τ , 1Ra ee ⋅= ετ , где 6,0=ϕ=ω=ε &&& ee  рад/с2. Знак минус указывает 

на замедленное вращение кольца относительно оси. 25,0=τ
ea  м/с2; 

83,01
2 ≈⋅ω= Ra e

n
e  м/с2. 

8.  
9. 6,6),sin(2 ≈ω⋅ω=

∧

rereс VVa  м/с2. В соот-
ветствии с правилом (5.5) вектор сa  показан 
на рисунке 3. 
10. Методом проекций: 

2645cos45cos ≈+++= τ oo
e

n
e

n
rсax aaaaa  

м/с2. 

3,2622 ≈+= ayaxa aaa  м/с2. 
 

6.1. 1.Планетарный. 
2. IIe ω=ω ; 

3. I
II

II
z
z

z
z

ω=ω=ω⋅−=
ω−ω
ω−ω

14
3

4

1

2

4

1 ;0; ; 

4231
3

4

1

2 )(; zzzz
z
z

z
z

IIIII
II

III ⋅ω=ω−ω−=
ω

ω−ω  

48
608018040

6080120
3142

311 =
⋅+⋅

⋅⋅
=

+
ω

=ω
zzzz

zz
II  рад/с. 

6.2. 1. Дифференциальный. 
2. Ie ω=ω . 

3. 
31

42

3

4

1

2

4

1
zz
zz

z
z

z
z

I

I
⋅
⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ω−ω
ω−ω . 

424311 )()( zzzz II ω−ω=ω−ω . 
4244231311 zzzzzzzz II ω=ω+ω−ω . 

280
6020

)40806020(1204080180)(

42

3142311
4 =

⋅
⋅−⋅+⋅⋅

=
−ω+ω

=ω=ω
zz

zzzzzz I
II  

рад/с. 
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