
Министерство образования Республики Беларусь 
БЕЛОРУССКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ 

УНИВЕРСИТЕТ 
 

Кафедра «Детали машин, подъемно-транспортные машины  
и механизмы» 

 
 

В.Л.Николаенко 
 
 

 
 

МЕХАНИКА 
 

Учебное пособие к семестровым заданиям для студентов  
немашиностроительных специальностей вузов 

 
В 2-х частях 

 
Часть 1 

 
 

Рекомендовано Редакционно-издательским советом  
Белорусского национального технического университета 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

М и н с к  2 0 0 3  



УДК 621.01 (075.8) 
Н 63 

 
Под редакцией А.Т.Скойбеды 

 
Рецензенты: 

 
А.Н.Орда, В.М.Сурин 

 
 
Н 63 

Николаенко В.Л.  
Механика: Учеб. пособие к семестровым заданиям для студ. немаши-
ностроительных спец. вузов. В 2 ч. Ч. 1 / В.Л.Николаенко; Под ред. 
А.Т.Скойбеды. – Мн.: БНТУ, 2004. – 266 с. 

 
ISBN 985-479-057-7. 

 
Издание предназначено для студентов, изучающих курс механики. 

В пособии представлены задачи для самостоятельного решения и ти-
повые примеры, знакомящие студентов с методикой решения задач, 
теоретические сведения. 

Пособие может быть полезно лицам, изучающим механику само-
стоятельно или обучающимся на заочных отделениях вузов. 

 
УДК 621.01 (075.8) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ISBN 985-479-051-7 (Ч. 1)            Николаенко В.Л., 2004 
ISBN 985-479-050-9 



 3 

О г л а в л е н и е  
 

 Номер 
решенного 

примера 

Номер  
задачи  

П р е д и с л о в и е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   4 
Раздел I 

СТАТИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ 
Глава 1. ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СХОДЯЩИХСЯ 

СИЛ (ПССС) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    4 
1.1. Основные положения статики. . . . . . . . . . . . .    4 
1.2. Определение усилий в стержнях фермы  

по способу вырезания узлов. . . . . . . . . . . . . . .   12 
 ?  Вопросы для самопроверки. . . . . . . . . . . . . . . .    13 
Примеры. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1-22  16 
Задачи к заданиям. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   1-3 54 
Глава 2. ТЕОРИЯ ПАР СИЛ. . . . . . . . . . . . . . . . . .   59 
 ?  Вопросы для самопроверки. . . . . . . . . . . . . . . . .   61 
Примеры. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 23-49  61 
Задачи к заданиям. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4-6 91 
Глава 3. ПЛОСКАЯ СИСТЕМА ПРОИЗВОЛЬНО 

РАСПОЛОЖЕННЫХ СИЛ (ПСПРС) . . .    95 
3.1. Момент силы относительно точки. . . . . . . . . .   95 
3.2. Равновесие твердых тел под действием 

ПСПРС. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   96 
3.3. Статически определенные и статически  

неопределенные задачи. . . . . . . . . . . . . . . . . . .   100 
3.4. Определение усилий в стержнях по способу 

Риттера. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   102 
 ?  Вопросы для самопроверки. . . . . . . . . . . . . . . . .    104 
Примеры. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  50-96  105 
Задачи к заданиям. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   7-10 191 
Глава 4. ПРОСТРАНСТВЕННАЯ СИСТЕМА 

СИЛ (ПрСС) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    197 
4.1. Момент силы относительно оси. . . . . . . . . . . .    197 
4.2. Приведение силы к центру. . . . . . . . . . . . . . . .    198 
4.3. Равновесие твердых тел под действием  

пространственной системы сил. . . . . . . . . . . .    199 
 ?  Вопросы для самопроверки. . . . . . . . . . . . . . . . .    200 
Примеры. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  97-119  201 
Задачи к заданиям. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   11-15 258 
Л и т е р а т у р а. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    265 



 4 

П р е д и с л о в и е  
 
Это пособие предназначено для студентов, изучающих курс ме-

ханики по программе, утвержденной Министерством образования 
Республики Беларусь для высших учебных заведений. 

В пособии кроме задач для самостоятельного решения и типовых 
примеров, знакомящих студентов с методикой решений задач, в ка-
ждой главе помещено краткое изложение теории и приведены во-
просы для самопроверки. 

На основании личного многолетнего опыта ведения занятий ав-
тор настоятельно рекомендует всем, начинающим изучать механи-
ку, следующий порядок работы: 

1) изучить теорию соответствующего раздела по учебным посо-
биям, рекомендованным Министерством образования Республики 
Беларусь; 

2) прочитать краткое изложение теории, приведенное в прораба-
тываемой главе сборника, и ответить на вопросы для самопроверки; 

3) лично полностью проделать все подсчеты по примерам, ре-
шенным в данной главе, придерживаясь текста пособия; 

4) приступить к систематическому решению задач – по указанию 
преподавателя или по личному выбору. 

Издание могут использовать также лица, изучающие механику 
самостоятельно или обучающиеся на заочных отделениях в инсти-
тутах, университетах, академиях. 

Наличие в сборнике значительного числа задач облегчает выбор 
материала для семестровых, контрольных, домашних и экзаменаци-
онных заданий, в чем особенно нуждаются начинающие преподава-
тели. 

 
Раздел 1. СТАТИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 

ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ 
 

Глава 1. ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СХОДЯЩИХСЯ СИЛ (ПССС) 
 

1.1. Основные положения статики 
 
Решение задач статики возможно лишь после того, как хорошо 

изучены аксиомы статики. 
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Аксиомы статики — это основные положения, на которых осно-
вана теория равновесия. Они устанавливают основные свойства сил, 
приложенных к телу. 

Особое внимание следует обратить на аксиому о равенстве сил 
действия и противодействия. Эта аксиома рассматривает взаимо-
действие двух сил. Сила действия приложена к одному телу, а сила 
противодействия — к другому, поэтому они не могут уравновеши-
ваться, так как эффект действия сил различен для каждого тела. На 
основании аксиомы о равенстве действия и противодействия опоры 
тел или, как говорят, их связи, можно заменить силами. Одной из 
важнейших задач при этом является умение правильно определить 
направление силы реакции опоры. Для этого нужно внимательно 
разобраться в устройстве той или иной опоры и схематически изо-
бразить опорные поверхности. 

Гибкая нерастяжимая нить (трос, канат, цепь, ремень). Реак-
ции RA и RB направлены вдоль нити к точке подвеса (рис. 1.1). 

 

 
 

Рис. 1.1. Реакции гибких нитей Рис. 1.2. Реакции при шарнирном  
закреплении стержня 

 
Невесомый жесткий стержень. Невесомым называется стер-

жень, массой которого можно пренебречь. Связь выполняется с по-
мощью жесткого стержня, концы которого закреплены шарнирно, 
например, как стержни АВ и CD на рис. 1.2. Реакции RA и RB на-
правлены вдоль прямой, соединяющей центры шарниров. 

Гладкая поверхность. Поверхности называют гладкими, если 
силами трения, возникающими в точках их контакта, можно пре-
небречь. Реакция R гладкой поверхности или опоры направлена по 
общей нормали к поверхностям тел в точке их касания и приложена 
в той же точке (рис. 1.3, а). 

Если одна из соприкасающихся поверхностей является точкой, 
имеет заострение или ребро, то реакция RA (RB или RC) направлена 
по нормали к другой поверхности (рис.1.3, б). 
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Рис. 1.3. Реакции при свободном опирании тел 
 
Шероховатая поверхность (рис. 1.4). Направление реакции R 

такой связи заранее неизвестно, поэтому обычно определяют две ее 
составляющие: нормальную реакцию Rn и касательную — силу тре-
ния Ff: 

 

fn FRR  .             (1.1) 
 

 
 

Рис. 1.4. Нормальная реакция Rn шероховатой поверхности и сила трения Ff 
 
Сила трения действует в плоскости, касательной к соприкасаю-

щимся поверхностям в точке их контакта, и направлена в сторону, 
противоположную той, куда активные силы стремятся сдвинуть те-
ло. Сила трения может принимать любые значения от нуля до мак-
симального значения, которое достигается в момент выхода тела из 
положения равновесия: 

 
max0 ff FF  .           (1.2) 
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Максимальная сила трения скольжения равна произведению ста-
тического коэффициента трения f на нормальную реакцию: 

 
nf RfF max .            (1.3) 

 
При скольжении одного тела по поверхности другого сила тре-

ния направлена в сторону, противоположную направлению движе-
ния, и равна произведению динамического коэффициента трения fv 
на нормальную реакцию: 

 
nvf RfF  .            (1.4) 

 
Значения коэффициентов трения для различных материалов при-

водятся в справочниках. 
При практических расчетах рассматривают предельное равнове-

сие тела, когда сила трения равна Ffmax. При этом уравнения равно-
весия дополняют равенством (1.3). 

Определив реакции связей из уравнений равновесия тела, полу-
чают исходные данные, необходимые, например, для расчета эле-
ментов конструкции на прочность. 

Заделки. Глухая заделка, или жесткое защемление (рис. 1.5, а), 
исключает любые перемещения тела. Примером такой связи являет-
ся соединение двух стержней с гарантированным натягом. При дей-
ствии на балку плоской системы сил в заделке возникают пара сил с 
реактивным моментом MA и произвольно направленная реакция RA с 
составляющими RAX и RAY. 

Скользящая заделка (рис. 1.5, б) допускает осевое перемещение 
стержня, система реакций состоит из силы RA и пары сил с момен-
том MA. 

Свободная заделка (рис. 1.5, в) не препятствует перемещениям 
стержней вдоль своих осей, но исключает возможность их поворо-
та. Поэтому, если не учитывать массу балки, в такой заделке возни-
кает только реактивный момент MA. 
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Рис. 1.5. Заделка глухая (а), скользящая, или подвижная (б), свободная (в),  
их условные изображения и направления реакций при действии плоской  

системы сил 
 
Подвижный шарнир (шарнирно-подвижная опора). Нижняя 

обойма в опоре А (рис.1.6, а) установлена на цилиндрические катки. 
Поэтому балка АВ имеет возможность поворачиваться относитель-
но оси шарнира и перемещаться вдоль опорной плоскости катков. 
Реакция связи RA направлена перпендикулярно к опорной плоскости 
катков. 

Условные изображения шарнирно-подвижной опоры показаны 
на рис. 1.6, б. 
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Рис. 1.6. Шарнирно-подвижная опора: 
а – схемы и направления реакций; б – условные изображения 

 
Неподвижный шарнир (шарнирно-неподвижная опора). Такая 

опора состоит из двух обойм, между которыми расположен цилин-
дрический стержень. Одна обойма (рис. 1.7, а) закреплена на балке 
АВ, а другая - на неподвижном основании. Кроме того, шарнирное 
соединение может выполняться с помощью пальца О, вставленного 
в цилиндрические отверстия стержня С и опоры D (рис. 1.7, б). Бал-
ка АВ и стержень С могут только поворачиваться относительно оси 
шарнира. Другие перемещения исключены. 

Направление реакции связи заранее неизвестно. Реакция связи 
действует в плоскости, перпендикулярной к оси шарнира. Для не-
подвижного шарнира она может быть представлена двумя состав-
ляющими по координатным осям: 

 

AYAXA RRR  .    (1.5) 
 
Условные изображения шарнирно-неподвижной опоры показаны 

на рис. 1.7, в. 
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Рис. 1.7. Шарнирно-неподвижная опора: 
а, б – схемы и направления реакций; в – условные изображения 

 
Решение задач на равновесие геометрическим методом — по-

строением силовых многоугольников — целесообразно лишь в том 
случае, если к телу приложено не более трех сил. Более удобным и 
универсальным методом решения задач на равновесие является 
аналитический метод. Он основан на составлении и решении урав-
нений равновесия. Для равновесия плоской системы сходящихся 
сил достаточно, чтобы алгебраическая сумма проекций сил на каж-
дую ось координат равнялась нулю: 

 

   0   ;0 YX .      (1.6) 
 
В различных учебниках можно встретить и другие формы записи 

этих же уравнений. Например: 
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В Международной системе единиц силы измеряются в ньютонах 

(Н). В ряде учебников и другой технической литературе встречается 
и другая единица измерения  килограмм-сила (кгс). В этом случае, 
при необходимости, приходится делать перевод старых единиц из-
мерения в единицы СИ, пользуясь следующими соотношениями: 
1кгс=9,81Н; 1тс=9,81кН (1кН=1000Н). 

Напоминаем, что проекция силы на ось равна произведению мо-
дуля силы на косинус ее острого угла с осью (рис. 1.8). Знак проек-
ции (рис. 1.8) определяется совпадением направлений проекции и 
оси (направление проекции  от а к b). 

 

 
 

Рис.1.8. Проекция силы на ось 
 

Обращаем внимание на возможность упростить решение подоб-
ных задач путем рационального выбора направления координатных 
осей. 

Решив задачу аналитическим методом, следует затем проверить 
правильность решения: 

а) с помощью графоаналитического метода (если система состо-
ит из трех сил); 

б) с помощью графического метода (если в системе более трех 
сил). 
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1.2. Определение усилий в стержнях фермы по способу 
вырезания узлов 

 
Этот способ состоит в том, что мысленно вырезают узлы фермы, 

прикладывают к ним соответствующие внешние силы и реакции 
стержней и составляют уравнения равновесия сил, приложенных к 
каждому узлу. Так как в начале расчета фермы неизвестно, какие 
стержни фермы растянуты и какие сжаты, то условно предполага-
ют, что все стержни растянуты (реакции стержней направлены от 
узлов). 

Если в результате вычислений получают ответ со знаком «ми-
нус», то соответствующий стержень сжат. 

Найденные реакции стержней равны по модулю внутренним 
усилиям в стержнях. 

Последовательность рассмотрения узлов обычно определяется 
условием, что число неизвестных сил, приложенных к узлу, не 
должно превышать числа уравнений равновесия сил (двух для пло-
ской фермы и трех для пространственной). Тогда эти неизвестные 
определяются сразу из уравнений равновесия сил, действующих на 
этот узел. 

Если ферма плоская, то можно проверить правильность вычис-
лений, построив многоугольники сил, приложенных к ее узлам. Эти 
многоугольники должны быть замкнутыми. 

Усилия в отдельных стержнях загруженной фермы могут ока-
заться равными нулю. Такие стержни принято называть нулевыми. 
Рассмотрим леммы, пользуясь которыми можно определить нуле-
вые стержни плоской фермы, не производя ее расчета. 

Л е м м а  1. Если в незагружен-
ном узле плоской фермы сходятся 
два стержня, то усилия в этих 
стержнях равны нулю (рис. 1.9): 

 

  ;0iX  ;0cos12  NN  
 

  ;0iY  ;0)90cos(1 N  ,01 N  .02 N  
 

 
 

Рис. 1.9. К лемме 1 
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Л е м м а  2. Если в незагру-
женном узле плоской фермы 
сходятся три стержня, из ко-
торых два расположены на од-
ной прямой, то усилие в треть-
ем стержне равно нулю. Усилия 
в первых двух стержнях равны 
между собой (рис.1.10). 

 

  ;0iX  ;0cos321  NNN  

  ,0iY  ;0)90cos(3 N  03 N  и .21 NN   
 

Л е м м а  3. Если в узле пло-
ской фермы сходятся два 
стержня и к узлу приложена 
внешняя сила, линия действия 
которой совпадает с осью одно-
го из стержней, то усилие в 
этом стержне равно по модулю 
приложенной силе, а усилие в 
другом стержне равно нулю 
(рис. 1.11): 

 

  ;0iX  ;0cos1 N  ;01 N  
 

  ;0iY  ;0sin12  NNF  .2 FN   
 

Вопросы для самопроверки 
 

1. Что такое материальная точка? 
2. Что такое абсолютно твердое тело? 
3. Что такое сила? 
4. Какими приборами измеряют численное значение силы? 
5. Какими единицами измеряется сила в Международной систе-

ме (СИ)? 

 
 

Рис. 1.10. К лемме 2 

 
 

Рис. 1.11. К лемме 3 
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6. Что такое система сил? 
7. Какие системы сил называются эквивалентными? 
8. Что такое равнодействующая и уравновешивающая сила? 
9. В чем сходство между равнодействующей и уравновешиваю-

щей сил и чем они друг от друга отличаются? 
10. Сформулируйте первую, вторую, третью и четвертую аксио-

мы статики. 
11. К двум различным точкам твердого 

тела (рис. 1.12) приложены две непарал-
лельные, но действующие в одной плоско-
сти силы. Можно ли для сложения этих 
сил применить правило параллелограмма? 

 
 
12. Можно ли силу в 50 Н разложить на две силы, например, по 

200 Н? 
13. Сформулируйте пятую аксиому статики. 
14. Какие разновидности связей рассматриваются в статике? 
 

 

 

 
Рис. 1.13. К вопросу 15 

 
Рис. 1.14. К вопросу 16 

 
 

Рис. 1.12. К вопросу 11 
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15. Изменится ли направление реакций связей, если, не меняя 
положение бруса А, изображенные на рис. 1.13, а опоры (связи) за-
менить опорами (связями), как показано на рис. 1.13, б? (Трение не 
учитывать, т. е. связи считать идеальными). 

16. Почему со стороны неподвижного шарнира на брус действу-
ет только сила RA (реакция шарнира), а при жесткой заделке бруса 
на него действуют и сила RA, и реактивный момент MA заделки 
(рис. 1.14)? 

17. Какая система сил называется сходящейся? 
18. Как определить равнодействующую системы сходящихся сил 

путем построения силового многоугольника? 
19. Сформулируйте геометрическое условие равновесия системы 

сходящихся сил. 
20. Какой из силовых многоугольников на рис. 1.15 относится к 

уравновешенной системе сходящихся сил? 
 

 
 

Рис. 1.15. К вопросу 20 
 

21. Какие уравнения и сколько их можно составить для уравно-
вешенной плоской системы сходящихся сил? 

22. Сформулируйте теорему о равновесии трех непараллельных 
сил, лежащих в одной плоскости. 

23. Невесомый груз нагружен силой F, как показано на рис. 1.16. 
Определите (воспользовавшись, если нужно, только калькулято-
ром), под каким углом к брусу направлена реакция шарнира А. (От-
вет: а) 45°; б) 145°). 
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Рис. 1.16. К вопросу 23 
 

24. Обязательно ли будет находиться в равновесии тело, если на 
него в одной плоскости действуют три силы и линии их действия 
пересекаются в одной точке? 

 
Примеры 

 
Пример 1. Стержни АС и ВС (рис. 1.17, а) соединены между со-

бой шарниром С, а с вертикальной стеной — посредством шарни-
ров А и В. В шарнире С приложена сила F = 1260 Н. Требуется оп-
ределить реакции N1 и N2 стержней действующие на шарнир С, если 
 = 30° и  = 60. 

Решение. Рассматриваем равновесие точки С, которая считается 
несвободной, так как на нее наложены связи в виде стержней АС и 
ВС. Освобождаем точку С от связей и заменяем их силами реакций 
связей, считая, что стержень АС растягивается, а стержень ВС сжи-
мается под действием силы F. Обозначим реакцию стержня АС че-
рез N1, а реакцию стержня ВС через N2. В итоге точка С становится 
свободной, находясь под действием плоской системы трех сходя-
щихся сил: активной силы F и сил реакций N1 и N2 (рис. 1.17, б). 
Приняв точку О за начало координат, перенесем силы F, N1 и N2 
параллельно самим себе в эту точку (рис. 1.17, в) и составляем урав-
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нения проекций сил на оси координат: 
 

060cos30cos     ;0

;060sin30sin    ;0

0
2

0
1

0
2

0
1









FNNY

NNX
 

или 

 0
2
3

2
1

21  NN          (1.8) 

и 

FNN 
2
1

2
3

21 .                (1.9) 

 

 
 

Рис. 1.17. К примеру 1 
 
Умножим уравнение (1.8) на 3 , получим 
 

;0
2
3

2
3

21  NN          (1.10) 

 

FNN 
2
1

2
3

21 .       (1.11) 
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После сложения уравнений (1.10) и (1.11) получим 
 

,
2
1

2
3

22 FNN   

 

откуда 2N2 = F или 630
2

1260
22 
FN  Н. Из уравнения (1.8) 

получаем, что 
 

36301 N  или 9,108973,16301 N  Н. 
 
Графический метод. Для решения задачи этим методом выби-

раем масштаб силы F (например, 10 Н = 1 мм) и строим замкнутый 
треугольник сил (рис. 1.17, г). Из произвольной точки О проводим 
прямую, параллельную вектору F, и откладываем на этой прямой в 
выбранном масштабе вектор F


. Из конца вектора F


 (точка А) 

проводим прямую, параллельную вектору 1N


, а из точки О — пря-

мую, параллельную вектору 2N


. Пересечение этих прямых дает 
точку В. Получили замкнутый треугольник сил ОАВ, стороны кото-
рого в выбранном масштабе изображают силы, сходящиеся в точке 
С. Величины сил N1и N2 определим после измерения сторон АВ и 
ВО треугольника ОАВ. 

Ответ: N1 = 1089,9 H; N2 = 630 H 
 
Пример 2. К вертикальной стене АВ на тросе АС подвешен шар с 

центром О (рис. 1.18, а) и весом F = 120 Н. Трос составляет со сте-
ной угол  = 30. Определить реакции N натяжения троса и давле-
ния шара в точке D стены АВ. 
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Рис. 1.18. К примеру 2 
 
Решение. Рассмотрим равновесие точки О. Освобождая ее от 

связей (трос АС и стена АВ), получим в этой точке плоскую систему 
трех сходящихся уравновешенных сил: F, N и RD, при этом реакция 
N направлена по тросу, а реакция RD - перпендикулярно стене АВ. 
Приняв точку О за начало координат, перенесем в эту точку силы F, 
N и RD параллельно самим себе и спроецируем силы на оси Х и Y 
(рис. 1.18, б). Уравнения равновесия будут иметь вид 

 
;0sin    ;0  DRNX  

 

  0cosN    ;0 FY  
или 

;030sin 0  DRN     (1.12) 
 

;030cos 0  FN     (1.13) 
 
Из уравнения (1.13) 
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3
240

3
2120

30cos 0 



FN  Н = 138,6 Н. 

 
Из уравнения (1.12) 
 

3,69
3

120
2
1

3
24030sin  NRD  Н. 

 
Ответ: N = 138,6 H; DR = 69,3 H. 
 
Пример 3. Два жестких стержня АВ и АС имеют общую шар-

нирную точку А и шарнирные опоры В и С (рис. 1.19, а). Сила 
F = 500 Н приложена к шарнирному валику в точке А. Стержни АВ 
и АС образуют углы  по 30 с линией действия силы F. Опреде-
лить усилия в стержнях. 

 
а)     б)     в) 

 

 
 

Рис. 1.19. К примеру 3 
 

Решение. Сила F приложена в точке А, которая находится в рав-
новесии под действием силы F и реакции стержней АВ и АС. Реак-
ции стержней направлены вдоль их осей. 

Рассмотрим равновесие точки А. Отбросив связи точки А и заме-
нив их реакциями стержней АВ и АС (рис. 1.19, б), получим систему 
сходящихся сил. Из точки А проведём координатные оси. Ось Х на-
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правим перпендикулярно силе F. Составим уравнение равновесия 
(сумма проекций всех сил на ось Х равна нулю): 

 

0)90cos()90cos(    ;0 00  ACAB NNX , 
 

откуда 
NAB = NAC. 

 
Сумма проекций всех сил на ось Y также равна нулю: 

 

0coscos    ;0  ABAC NNFY , 
 

откуда 

7,288
30cos2

500
cos2 0 







FNN ACAB  Н. 

 
В данном примере силы NAC и NAB получились со знаком «плюс» 

(+), следовательно, действительное направление сил совпадает с 
тем, которое предполагалось при составлении уравнения. Если сила 
получится со знаком «минус» (), то это значит, что ее действи-
тельное направление противоположно тому, которое было намечено 
при составлении уравнений равновесия. 

Мы определили величину, а также направление реакций стерж-
ней, приложенных к точке A. К верхним концам стержней приложе-
ны такие же по величине силы, но противоположно направленные. 
К нижним концам стержней приложены силы реакции опор В и С, 
равные по величине силам, приложенным к верхним концам, и на-
правленные им навстречу (рис. 1.19, в). Следовательно, оба стержня 
сжимаются силами 

 
NAC = NAB = 288,7 H. 

 
Ответ: NAC = NAB = 288,7 H. 
 
Пример 4. Определить силы, нагружающие стержни АВ и АС 

кронштейна, удерживающего в равновесии груз F = 6 кН и растяну-
тую пружину, сила упругости которой F1 = 2 кН. Весом частей кон-
струкции, а также трением на блоке пренебречь (рис. 1.20, а). 
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Рис. 1.20. К примеру 4 
 

Решение. Задачу решаем аналитическим методом. Рассматрива-
ем равновесие точки схода А. К ней приложены заданные активные 
силы  сила натяжения троса АD, равная весу груза F, и сила упру-
гости пружины F1. Так как и трос, и пружина растянуты, то эти си-
лы направлены от точки А. Рассматривая точку A как свободную, 
отбрасываем связи (стержни АВ и АС), заменяя их действие реак-
циями NAB и NAC. Реакции стержней направляем от точки А, так как 
предварительно полагаем стержни растянутыми (действительные 
направления реакций стержней в начале решения неизвестны). Если 
наше предположение окажется неверным, то искомая реакция 
стержня получится в ответе со знаком «минус»; это говорит о том, 
что стержень сжат и истинное направление реакции  к точке А. 
Полученная расчетная схема изображена на рис. 1.20, б. 

Принимаем обычное вертикально-горизонтальное направление 
координатных осей. Для полученной плоской системы сходящихся 
сил составляем два уравнения равновесия: 

 

1) ;060cos45cos    ;0 00  ABACX NNFF  

.05,0707,06  ABAC NN  

2) ;030cos45cos   ;0 1
00  FNNF ABACY  

.02866,0707,0  ABAC NN  
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Решая полученную систему уравнений, находим кH86,5АВN  
и .кH34,4ACN  Искомые силы, нагружающие стержни, по мо-
дулю равны найденным реакциям стержней, а по направлению про-
тивоположны им. Замечаем, что в соответствии с изложенным пра-
вилом стержень АВ оказался растянутым, а стержень АС  сжатым. 

Следует отметить, что каждое из полученных уравнений равно-
весия содержало оба неизвестных, чего можно избежать, направив 
координатные оси по-другому — совместив одну из осей с неиз-
вестной силой (рис. 1.20, в). При этом в уравнении равновесия для 
другой оси окажется лишь одно неизвестное: 

 

;045cos75cos45cos     ;0 0
1

00  FNFNF ABACiX  
 

.0707,02259,0707,06  ABAC NN  
 

;045cos45cos15cos     ;0 0
1

00  FFNF ABiY  
 

,0707,02707,06966,0 ABN  
откуда 

кH86,5ABN  и .кH34,4ACN  
 
Для проверки правильности решения применяем графический 

метод  в выбранном масштабе строим замкнутый силовой много-
угольник (рис. 1.20, г). От произвольной точки откладываем вектор 
заданной силы F1, от конца вектора 1F


  вектор заданной силы F


. 

Затем через начало и конец вектора проводим известные направле-
ния искомых реакций стержней АВ и АС. Стрелки, изображающие на-
правления сил NAB и NAC, ставим таким образом, чтобы в векторном мно-
гоугольнике было единое направление обхода  в данном случае против 
часовой стрелки. Измеряя искомые векторы с учетом принятого мас-
штаба, получаем кH9,5ABN  и кH3,4ACN . (Точность графиче-
ского решения будет тем выше, чем крупнее принят масштаб построе-
ния). Следует отметить, что векторный многоугольник показывает дей-
ствительное, а не предполагаемое направление искомых сил. 

Ответ: кH86,5ABN ; .кH34,4ACN  
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Пример 5. Определить силу натяжения троса, удерживающего в 
равновесии шар весом G = 20 Н, а также силу давления шара на на-
клонную опорную плоскость (рис. 1.21, а). 

Решение. Задачу решаем аналитическим методом. К шару при-
ложена заданная активная сила  вес шара G. Отбрасываем связи 
(трос ВС и опорная плоскость), заменяя их действие реакциями NBC, 
RA. Реакцию растянутого троса направляем от шара, а реакцию 
опорной плоскости  по нормали к ней в сторону к шару 
(рис. 1.21, б). Рассматриваем равновесие точки О схода всех сил. 
Полученная расчетная схема изображена на рис. 1.21, в. 

 

 
 

Рис. 1.21. К примеру 5 
 
Принимаем обычное вертикально-горизонтальное направление 

координатных осей. Для полученной плоской системы сходящихся 
сил составляем два уравнения равновесия: 

 
1) ;045cos60cos   ;0 00  ABCiX RNF  

.0707,05,0  ABC RN  

2) ;045cos30cos    ;0 00  GRNF ABCiY  

.020707,0866,0  ABC RN  
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Решая полученную систему уравнений, находим H3,10AR  и 
.H6,14BCN  Искомая сила натяжения троса и сила давления шара 

на плоскость соответственно равны найденным реакциям, а по на-
правлению противоположны им. 

Решение задачи при другом, более рациональном направлении 
координатных осей советуем выполнить самим учащимся. 

Для проверки правильности решения применяем графоаналитиче-
ский метод  строим замкнутый силовой треугольник (рис. 1.21, г). От 
произвольной точки откладываем вектор заданной силы G, через нача-
ло и конец которого проводим известные направления искомых реак-
ций троса и опоры. Построенный графическим методом силовой тре-
угольник решаем аналитическим методом  здесь удобно применить 
известную из математики теорему синусов: 

 

;
30sin45sin105sin 000
ABC RNG

  

 

.
5,0707,0967,0

20 ABC RN
  

 
Решая пропорции, получаем 
 

6,14967,0/707,020 BCN  кН; 
 

3,10967,0/5,020 AR  кН. 
 
Применение графоаналитического метода решения целесообраз-

но лишь для системы, состоящей из трех сил. 
 

Ответ: 6,14BCN  кН; 3,10AR  кН. 
 
Пример 6. Определить усилия в стержнях АВ и ВС (рис. 1.22, а), 

если сила F, действующая на шарнир В, равна 50 кН; вес груза 
G = 60 кН. 
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а)      б) 

 
Рис. 1.22. К примеру 6 

 
Решение. Задачу решаем аналитическим методом. К шарниру 

приложены активные силы — вес груза G и сила F. Отбрасываем 
связи (стержни АВ и ВС), заменяя их действие реакциями NАВ и NВС. 
Реакции стержней направляем от точки В к точкам А и С соответст-
венно, так как предварительно полагаем стержни растянутыми 
(действительные направления реакций стержней в начале решения 
неизвестны). Если наше предположение окажется неверным, то ис-
комая реакция стержня получится в ответе со знаком «минус»; это 
говорит о том, что стержень сжат и истинное направление реакции 
противоположно. Рассматриваем равновесие точки В схода всех 
сил. Выбираем систему координат так, чтобы одна из осей совпала с 
неизвестной силой. Полученная расчетная схема изображена на 
рис. 1.22, б. 

Для полученной плоской системы сходящихся сил составляем 
два уравнения равновесия: 

 
1) ;015cos60cos15cos    ;0  FNGNF ABBCiX  

2) 075cos30cosN-cos75G-   ;0 AB  FFiY . 
 
Решая систему, получаем: 
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99,2
87,0

26,05026,060
30cos

75cos75cos









FGN AB  кН; 

 
 15cos60cos15cos FNGN ABBC  

 
8,10497,0505,099,297,060   кН. 

 
Искомые силы, нагружающие стержни, по модулю равны най-

денным реакциям стержней, а по направлению противоположны 
им. Замечаем, что в соответствии с изложенным правилом стержни 
ВА и ВС оказались растянутыми. 

Проверка. Так как шарнир В находится в равновесии, то 
 

;0 iZF   30cos45cos15cos FNGN ABBC  
 

0866,050707,099,260966,08,104  . 
 

Мы получили верное равенство, значит, задача решена верно. 
Ответ: 99,2ABN  кН; 8,104BCN  кН. 
 
Пример 7. Определить силу давления ступенчатой колонны 

(рис. 1.23, a) на горизонтальную опору и силы взаимодействия час-
тей колонны по сечению А-А. Сила тяжести (вес) верхней части 
колонны F1 = 30 кH, нижней F2 = 60 кН. 

Решение. По условию задачи надо рассмотреть равновесие ко-
лонны. Точки приложения сил F1 и F2  в центре тяжести каждой час-
ти колонны. Действуют эти силы по одной вертикальной прямой  
вниз, их модули заданы. 

Опора колонны  горизонтальная плоскость, препятствующая ее 
перемещению по вертикали вниз. Действие опоры заменяем реак-
цией R, направленной вертикально вверх (рис. 1.23, б). Рассматри-
ваемое тело находится в равновесии под действием трех сил, на-
правленных по одной прямой. Для определения неизвестной силы 
реакции опоры применим уравнение равновесия. 

Удобнее всего расположить оси координат таким образом, чтобы 
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одна ось совпадала по направлению с силами R, F1 и F2, тогда полу-
чится одно уравнение равновесия (на ось X все силы проектируются 
в точку): 

 
,0    ;0 21  FFRY  

следовательно, 
R = F1 + F2 = 30 +60 =90 кН. 

 

а)         б)       в)  г) 
 

Рис. 1.23. К примеру 7 
 

Сила давления колонны на опору R' (в соответствии с аксиомой о 
том, что действие равно противодействию) равна по модулю реак-
ции R, но направлена в противоположную ей сторону  вниз 
(рис. 1.23, в). Чтобы определить силы взаимодействия частей ко-
лонны по сечению АА, мысленно разделим обе части колонны и 
действие одной части на другую заменим силами, как показано на 
рис. 1.23, г. 

Рассмотрим равновесие одной части колонны, например верх-
ней: 

 
30    ;0    ;0 1

'
1

'  FNFNY AA  кН. 
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На основании аксиомы о равенстве действия и противодействия 
сила 30'  AA NN  кН. Тот же результат получится, если рассмот-
реть равновесие нижней части колонны: 

 
    ;0    ;0 2  RFNY A  

 
NA = R  F2 = 90  60 = 30 кH. 

 
Ответ: 90R  кН; 30'  AA NN  кН. 
 
Пример 8. Определить опорные реакции, возникающие при дей-

ствии на брус силы F = 50 кН (силой тяжести бруса можно пренеб-
речь). Расстояние между опорами   = 2 м. Сила приложена посре-
дине между опорами под углом 45° к оси бруса в точке D 
(рис. 1.24, а). 

 

 
 

Рис. 1.24. К примеру 8 
 
Решение. Рассмотрим равновесие бруса, опирающегося на вер-

шину угла В и шарнир А. Действие опор заменим реакциями. На-
правление опорной реакции RB перпендикулярно опорной плоско-



 30 

сти. Точка С  пересечение линии действия силы F и направления 
опорной реакции RB. 

Направление опорной реакции A определяется на основании то-
го, что тело может находиться в равновесии под действием трех не-
параллельных сил только в случае, если линии действия всех трех 
сил пересекаются в одной точке. Следовательно, опорная реакция 
шарнира A  RA будет направлена по линии АС. Так как тело нахо-
дится в равновесии под действием трех сил, силовой треугольник 
должен быть замкнутым (геометрическое условие равновесия). На 
рис. 1.24, б выполнено построение силового треугольника и графи-
чески определены опорные реакции RA и RB. 

Масштаб построения силового треугольника P  = 1 кН/мм, т. е. 
1 мм соответствует силе в 1 кН. Для определения сил следует длину 
стороны треугольника умножить на масштаб: 

 
.40140 кНкН/мммм  PA abR  

 
.18118 кНкН/мммм  PB cbR  

 
Графическое решение можно проверить вычислением. Для этого 

надо найти стороны ab и bc силового треугольника abc. Прежде все-
го определим углы  и . 

Угол  можно определить из треугольника саb (рис. 1.24, б). Со-
гласно построению этот треугольник прямоугольный, а из тре-
угольника CBD видно, что CB = BD =  / 2 = 1 м. Следовательно, 

можно написать 
2
1 

ab
cbtg  (рис. 1.24, б), отсюда  = 26°30' и 

угол  = 180°  45°  90°   = 45°  26°30' = 18°30'. 
На основании теоремы синусов для треугольника abc можно на-

писать: 

;
)90sin(sin45sin 00 





FRR BA  

 

5,39
896,0
707,050

'3026cos
45sin

0

0

 FRA  кН; 
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5,17
896,0
317,050

'3026cos
'3018sin

0

0

 FRB  кН. 

 
Небольшое расхождение в величине опорных реакций объясня-

ется меньшей точностью графического метода решения. 
 
Ответ: 5,39AR  кН; 5,17BR  кН. 
 
Пример 9. Определить реакции стержней АВ и СВ, общий шар-

нир В которых нагружен, как показано на рис. 1.25, а, силами 
F1 = 0,5 кН и F2 = 1 кН. 

 
 а)          б)         в) 

 
 

Рис. 1.25. К примеру 9 
 
Решение 
1. Выделим точку, равновесие которой следует рассмотреть, 

чтобы определить неизвестные реакции стержней. Здесь такой точ-
кой является шарнир В. Изобразим его отдельно на рис. 1.25, б. 

2. Изобразим действующие на точку В активные силы (нагрузки) 
F1 и F2, действующие на шарнир В вдоль нитей, к которым прикре-
плен каждый из грузов. 

3. Мысленно освободим шарнир В от связей (стержней) и заме-
ним действие связей их реакциями NA и NC, направленными вдоль 
стержней ВА и ВС соответственно. Не всегда заранее можно опре-
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делить, какой из стержней растянут или сжат. Например, в данном 
случае груз F1 сжимает стержень ВА и растягивает стержень BC, а 
груз F2  наоборот: растягивает стержень ВА и сжимает стержень 
ВС. Поэтому существует общепринятое правило считать предполо-
жительно все стержни растянутыми. В соответствии с этим прави-
лом реакции NA и NB стержней на рис. 1.25, б направлены от шарни-
ра В к связям. 

4. Приняв точку В за начало координат, выберем положение осей 
Х (ось абсцисс) и Y (ось ординат) таким образом, чтобы по крайней 
мере одна из них совпала с линией действия неизвестной силы, т. е. 
совместив одну из осей координат с осью какого-либо стержня. В 
данном случае (рис. 1.25, б) ось Х совмещена с осью стержня АВ 
(можно было бы ось Y совместить с осью стержня ВС). 

5. Определив при помощи данных на рис. 1.25, а углы, образуе-
мые силами F1, F2, NA, NC с осями Х и Y, определим проекции всех 
сил на каждую из осей и составим из этих проекций уравнения рав-
новесия для плоской системы сходящихся сил: 

 
;020sin40sin20sin   ;0 0

1
0

2
0  FFNNX CA (1.14) 

 
.070sin50sin70sin    ;0 0

1
0

2
0  FFNY C     (1.15) 

 
6. Решаем получившуюся систему уравнений. Благодаря тому, 

что ось Х совпадает с осью стержня АВ, ось Y перпендикулярна к 
этому стержню. Проекция NA (реакция стержня АВ) на ось Y равня-
ется нулю, и второе уравнение содержит только одно неизвестное. 

Из уравнения (1.15) имеем: 
 

315,0
9397,0
766,015,0

70sin
50sin

0

0

21  FFNC  кН. 

 
Знак «минус» перед численным значением NC показывает, что 

вектор NC (рис. 1.25, б) должен быть направлен в противоположную 
сторону, т. е. стержень ВС не растянут, как предполагалось, а сжат 
силой 0,315 кН (315Н). 

 



 33 

Из уравнения (1.14) имеем: 
 

,20sin)315,05,0(40sin1

20sin)(40sin
00

0
1

0
2



 CA NFFN
 

 
откуда NA = 0,6 кН. 

Численное значение NA положительно, значит, предположитель-
но выбранное направление вектора NA соответствует действитель-
ному и стержень ВА растянут силой 0,6 кН (600 Н). 

7. Решение задачи обязательно следует проверить. Лучшим спо-
собом проверки может быть либо решение с помощью иного выбора 
осей координат (решите эту задачу, совместив ось Y с осью стержня 
ВС), либо решение задачи иным методом, например, графически. 

Графическое решение задачи (оно показано на рис. 1.25, в) вы-
полнять очень просто с помощью линейки с миллиметровой шкалой 
и транспортира. Из произвольной точки а откладываем вертикально 
вниз (так направлена сила F1) вектор ab, который в некотором мас-
штабе сил = F1 / ab, кН/мм, изображает силу F1. Из точки b парал-
лельно действию силы F2 на шарнир В в том же масштабе отклады-
ваем вектор bc, изображающий силу F2 (bc = силF2). Затем из точек 
а и с проводим прямые, параллельные соответственно стержню АВ 
и стержню ВС. Эти прямые пересекаются в точке d. Образовался 
замкнутый многоугольник abcda, в котором сторона cd изображает 
реакцию стержня ВС, а сторона da  реакцию стержня ВА 
( dсNdaN силCA   ;сил ). Причем стрелки у этих сторон по-
казывают, который из стержней сжат или растянут. 

 
Ответ: NA = 0,6 кН; NC = 0,315 кН. 
 
Пример 10 (рис. 1.26, а). Определить силу F, при которой ци-

линдр весом 500 Н начнет вкатываться на наклонную плоскость, а 
также реакцию наклонной плоскости. Трением пренебречь. Указа-
ние: в момент начала вкатывания цилиндр отрывается от горизон-
тальной опорной плоскости. 
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 а)     б)     в) 

 
 

Рис. 1.26. К примеру 10 
 
Решение. Освобождаем тело (цилиндр) от связей (наклонная 

плоскость), заменяя их действие на тело реакциями G и R 
(рис. 1.26, б). Рассмотрим равновесие точки О. В этой точке полу-
чим плоскую систему трёх сходящихся уравновешенных сил: F, G и 
R, при этом реакция R направлена перпендикулярно наклонной 
плоскости (рис. 1.26, в). Приняв точку О за начало координат, пере-
несём в эту точку силы F, G и R параллельно самим себе и спроеци-
руем силы на оси X и Y. Уравнения равновесия будут иметь вид 

 

  ;0X  060cos 0  RF ;   (1.16) 
 

  ;0Y  060sin 0 GR .             (1.17) 
 
Выразив из найденного уравнения (1.17) неизвестное R, получим 
 

35,577
60sin

500
60sin 00 

GR  Н. 

 
Тогда, подставив значение R в уравнение (1.16), получим 
 

68,28860cos37,57760cos 00  RF  Н. 
 
Ответ: 68,288F  Н; 35,577R  Н. 
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Пример 11 (рис. 1.27, а). Кулачковый механизм состоит из ку-
лачка треугольной формы, движущегося равномерно под действием 
силы F = 80 Н и получающего вертикальное перемещение толкателя 
с роликом на конце. В данном положении механизма ролик касается 
гипотенузы в ее середине. Определить реакцию горизонтальной 
опорной поверхности и силу давления кулачка на ролик. Весом час-
тей механизма, а также трением пренебречь. 

Решение. Освобождаем тело (кулачок) от связей (толкатель с 
роликом и опорная поверхность), заменяя их действие на тело реак-
циями (рис. 1.27, б) и рассмотрим равновесие точки D. Получим в 
ней плоскую систему трёх сходящихся уравновешенных сил: F, RD, 
и ROП, при этом реакция ROП направлена перпендикулярно опорной 
поверхности, а реакция RD  перпендикулярно гипотенузе кулачка 
(рис. 1.27, в). Принимаем точку D за начало координат и переносим 
в эту точку силы F, RD и ROП, спроецировав их на оси X и Y. Уравне-
ния равновесия будут иметь вид 

 

  ;0X  030sin 0  DRF ;  (1.18) 
 

  ;0Y  030cos 0  DОП RR .   (1.19) 
 

 
 

Рис. 1.27. К примеру 11 
 
Из уравнения (1.18) 
 

160
30sin

80
30sin 00 
FRD  Н. 
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Из уравнения (1.19) 
 

56,13830cos16030cos 00  DОП RR  Н. 
 
Ответ: 160DR  Н; 56,138ОПR  Н. 
 
Пример 12 (рис. 1.28, а). Груз F = 17 кН равномерно поднимает-

ся с помощью троса, перекинутого через блок B и наматываемого на 
барабан D лебедки. Определить силы, нагружающие стержни АВ и 
СВ кронштейна. Радиусом блока, весом частей конструкции и тре-
нием на блоке пренебречь. 

 

 
 

Рис. 1.28. К примеру 12 
 
Решение. Сила F приложена в точке B. Реакция стержня АВ на-

правлена вдоль её оси, а стержня ВС – по оси к точке С 
(рис. 1.28, б). 

Рассмотрим равновесие точки В. Отбросив связи точки В и заме-
нив их реакциями силы F и стержней АВ и ВС, получим систему 
сходящихся сил с началом координат в точке В (рис. 1.28, в). Соста-
вим уравнения равновесия: 

 

  ;0X  030cos60cos 00  CBAB NFN , 
откуда 

00 30cos60cos  CBAB NFN .    (1.20) 
 

  ;0Y  060sin30sin 00  FNCB , 
откуда 
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86,29444
30sin

60sin1017
30sin

60sin
0

03

0

0








FNCB  Н 445,29  кН. 

 
Подставляем полученное значение CBN  в уравнение (1.20): 
 

3003 101730cos86,2944460cos1017 ABN  Н = 17 кН. 
 
Ответ: 17ABN  кН; 445,28CBN  кН. 
 
Пример 13 (рис. 1.29, а). Под действием расположенной парал-

лельно наклонной плоскости сжатой пружины, сила упругости ко-
торой равна 3 Н, шарик перекрывает проходное отверстие пневма-
тического клапана. Определить силу F давления сжатого воздуха, 
при которой проходное отверстие откроется, а также реакцию на-
клонной опорной поверхности. Весом частей механизма, а также 
трением пренебречь. Указания: в момент начала отжатия шарик от-
рывается от стенок проходного отверстия. 

 

 
Рис. 1.29. К примеру 13 

 
Решение. Освобождаем тело (шарик) от связей (опорная поверх-

ность и пружина), заменяя их действие на тело реакциями R и Fупр 
(рис. 1.29, б). Рассмотрим равновесие точки О, получим в ней пло-
скую систему трех сходящихся уравновешенных сил: F, R и Fупр, 
при этом реакция R направлена перпендикулярно наклонной плос-
кости. Принимаем точку О за начало координат и, перенеся в эту 
точку силы F, R и Fупр, проецируем их на оси X и Y (рис. 1.29, в). 
Уравнение равновесия запишется в виде 
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  ;0X  060sin30sin 00  упрFRF .  (1.21) 
 

  ;0Y  060cos30cos 00  упрFR .         (1.22) 
 
Из уравнения (1.22) 
 

73,1
30cos
60cos3

30cos
60cos

0

0

0

0




 упрF
R  Н. 

 
Из уравнения (1.21) 
 

463,360sin330sin73,160sin30sin 0000  упрFRF Н. 
 
Ответ: 463,3F  Н; 73,1R  Н. 
 
Пример 14 (рис. 1.30, а). Груз весом G = 6 кН с помощью нама-

тываемого на барабан троса равномерно перемещается вниз по на-
клонной плоскости. Приняв силу сопротивления движению (силу 
трения) Fтр = 0,16 G, определить силу натяжения троса, а также нор-
мальную реакцию опорной плоскости. 

 
Рис. 1.30. К примеру 14 

 
Решение. Освобождаем тело (груз) от связи (наклонная плос-

кость), заменяя её действие на тело реакцией R (рис. 1.30, б). Рас-
смотрим равновесие точки М и получим в ней плоскую систему че-
тырех сходящихся уравновешенных сил: G, R, Fтр и N. Так же мы 
освобождались и от связи троса N. Точку М принимаем за начало 
координат, перенеся в эту точку силы G, R, Fтр и N параллельно са-
мим себе и спроецировав их на оси X и Y, при этом реакция N на-
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правлена по тросу, а реакция R – перпендикулярно наклонной плос-
кости (рис. 1.30, в). Ось X направляем вдоль реакции N. Составим 
уравнения равновесия: 

 

  ;0X  030sin 0
тр  GNF , 

откуда 
204010616,030sin10630sin 303

тр
0  FGN  Н; 

 

  ;0Y  030cos 0 GR , 
откуда 

15,519630cos10630cos 030  GR  Н. 
 
Ответ: 2040N  Н; 15,5196R  Н. 
 
Пример 15 (рис. 1.31, а). Определить силы, нагружающие 

стержни АВ и СВ кронштейна, удерживающего груз F = 11 кН. Ве-
сом частей конструкции пренебречь. 

 

 
 

Рис. 1.31. К примеру 15 
 
Решение. Сила F приложена к точке В. Отбрасываем связи от 

точки В, заменяем их реакциями стержней АВ и СВ, направленными 
вдоль их осей (рис. 1.31, б), и получаем систему сходящихся сил 
(рис. 1.31, в). Точка В является началом координат. Ось X направляем 
перпендикулярно реакции RAB. Составим уравнения равновесия: 

 

  ;0X  030cos30sin 00  FN BC .              (1.23) 
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  ;0Y  030sin30cos 00  FNN BCAB .        (1.24) 
 
Из уравнения (1.23) 
 

56,19052
30sin

30cos1011
30sin

30cos
0

03

0

0








FN BC  Н 053,19  кН. 

 
Из уравнения (1.24) 
 

.11101130sin101130cos56,19052

30sin30cos

кНH3030

00



 FNN BCAB  

 

Ответ: 11ABN  кН; 053,19BCN  кН. 
 
Пример 16 (рис. 1.32, а). Из-за разной длины стропильных тросов 

АВ и СВ равномерный подъем трубы АС весом 3 кН происходит с 
перекосом, причем трос СВ оказался расположенным горизонтально. 
Определить силы натяжения стропильных тросов. Указание: центр 
тяжести трубы лежит на вертикали, проходящей через точку В. 

 

 
 

Рис. 1.32. К примеру 16 
 

Решение. Освобождаем тело (крюк) от связей (стропильные тро-
сы АВ и АС), заменяя их действие на тело реакциями ABN  и CBN  
(рис. 1.32, б). Рассмотрим равновесие точки В, получим в этой точке 
плоскую систему трёх сходящихся сил: G , ABN  и NСВ и спроециру-
ем  их на оси X и Y (рис. 1.32, в). Уравнения равновесия будут иметь 
вид 
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  ;0X  060sin 0  ABСB NN .       (1.25) 
 

  ;0Y  060cos 0  GN AB .   (1.26) 
 
Из уравнения (1.26) 
 

3
0

3

0 106
60cos

103
60cos





GN AB  Н = 6 кН. 

 
Из уравнения (1.25) 
 

15,519660sin10660sin 030  ABBC NN  Н 196,5  кН. 
 

Ответ: 6ABN  кН; 196,5CBN  кН. 
 
Пример 17 (рис. 1.33, а). С помощью опорного троса АВ и двух 

блоков удерживаются в равновесии три груза. Определить вес груза 
1F  и силу натяжения опорного троса, если 2F  = 5 кН и 3F  = 7 кН. 

Трением на блоках пренебречь. 
 

 
 

Рис. 1.33. К примеру 17 
 

Решение. Рассмотрим равновесие точки схода В. К ней прило-
жены силы 2F  и 3F , направленные от точки. Освобождаем точку В 
от связи (трос АВ), при этом реакция NАВ направлена вдоль троса 
(рис. 1.33, б). В точке В получим плоскую систему четырех сходя-
щихся уравновешенных сил: NАВ, 1F , 2F  и 3F  (рис. 1.33, в). Точка 
В является началом координат. Спроецируем силы на оси X и Y. Со-
ставим уравнения равновесия: 
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  ;0X  060cos30cos 00
32  ABNFF , 

откуда 

кН.124,22

H36,22124
60cos

30cos107105
60cos

30cos
0

033

0

0
32










FFN AB  

 

  ;0Y  030sin60sin 0
3

0
1  FNF AB , 

откуда 

кН.66,22H2,2266030sin10760sin36,22124

30sin60sin
030

0
3

0
1



 FNF AB  

 

Ответ: 66,221 F  кН; 127,22ABN  кН. 
 
Пример 18 (рис. 1.34, а). Тело весом G = 4 Н под действием го-

ризонтальной силы F равномерно перемещается вверх по наклон-
ной плоскости. Приняв силу сопротивления движению (силу тре-
ния) Fтр = 0,13 G, определить значение силы F, а также нормальную 
реакцию опорной плоскости. 

 
Рис. 1.34. К примеру 18 

 
Решение. Освобождаем тело от связи (наклонная плоскость), за-

меняя её действие на тело реакцией R (рис. 1.34, б). Рассмотрим 
равновесие точки М и получим плоскую систему четырех сходя-
щихся уравновешенных сил: R, F, G и Fтр. При этом реакция R на-
правлена перпендикулярно наклонной плоскости. Приняв точку М 
за начало координат, перенесём в эту точку силы R, F, G и Fтр и 
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спроецируем их на оси X и Y (рис. 1.34, в). Ось X направим перпен-
дикулярно реакции R. Составим уравнения равновесия: 

 

  ;0X  030cos60cos 00
тр  FGF ;      (1.27) 

 

  ;0Y  030sin60sin 00  FGR .   (1.28) 
 
Из уравнения (1.27) 
 

91,2
30cos

60cos4413,0
30cos

60cos
0

0

0

0








GF

F тр  Н. 

 
Из уравнения (1.28) 
 

919,430sin91,260sin430sin60sin 0000  FGR  Н. 
 
Ответ: 91,2F  Н; 919,4R  Н. 
 
Пример 19 (рис. 1.35, а). Четыре стержня, приваренные к косын-

ке, образуют узел фермы строительной конструкции. Стержень 2 
расположен вертикально. Силы в стержнях 1 и 2 известны и равны 
соответственно 1F  = 12 кН и 2F  = 7 кН. Определить силы 3N  и 

4N  в стержнях 3 и 4. Весом частей конструкции пренебречь. 
 

 
 

Рис. 1.35. К примеру 19 
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Решение. К косынке приложены четыре активные силы: 1F , 2F , 

3N  и 4N  (рис. 1.35, б). Рассмотрим равновесие точки А. Получаем 
плоскую систему сходящихся уравновешенных сил. Приняв точку А 
за начало координат, перенесём в неё силы 1F , 2F , 3N  и 4N  и 
спроецируем их на оси X и Y (рис. 1.35, в). Ось X направим вдоль 
стержней 1 и 4, которые лежат на одной прямой. Составим уравнения 
равновесия: 

 

  ;0X  ;030sin30sin 0
21

0
34  FFNN         (1.29) 

 

  ;0Y  030cos30cos 0
2

0
3  FN .           (1.30) 

 
Из уравнения (1.30) 
 

7
30cos

30cos
20

0
2

3 


 FFN  кН. 

 
Из уравнения (1.29) 
 

.510530sin10721012
30sin107101230sin107

30sin30sin

кНH3033

03303

0
21

0
34





 FFNN
 

 
Ответ: 73 N  кН; 54 N  кН. 
 
Пример 20. Определить по способу вырезания узлов усилия в 

стержнях фермы, изображенной на рис. 1.36, а, если к узлу Е фермы 
приложена вертикальная сила F = 60 кН. 
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Рис. 1.36. К примеру 20 

 
Решение. Так как сила F = 60 кН, приложенная к узлу Е фермы, 

вертикальна и реакция шарнирно-подвижной опоры В, перпендику-
лярная к опорной плоскости, тоже вертикальна, то линия действия 
реакции шарнирно-неподвижной опоры А должна быть параллельна 
им, т. е. тоже должна быть вертикальна. Согласно этому примеча-
нию для трех параллельных взаимно уравновешивающихся сил RA, 
RB и F имеем: 

 

60 BA RR  кН; ,2//  AEBERR BA  
 

откуда 
40AR  кН и 20BR  кН. 

 
Составим по два уравнения равновесия сил, приложенных к ка-

ждому из узлов фермы (рис. 1.36, б), и для проверки правильности 
произведенных вычислений построим многоугольники сил, кото-
рые должны быть замкнутыми. При построении многоугольников 
все силы отложим в некотором масштабе по их истинным направ-

а)     б) 

в) 
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лениям, соответствующим растяжению или сжатию, руководству-
ясь результатами вычислений (рис. 1.36, в). 

Расчет начнем с узла А, к которому приложены лишь две неиз-
вестные силы N1 и N2. 

 
У з е л  А  
 

  ;0iX  ;030cos12  NN  
 

  ;0iY  ;060cos1  NRA  
 

80
60cos1 


 ARN  кН; 2,6930cos12  NN  кН. 

 
У з е л  С  
 

  ;0iX  ;030cos' 41  NN  
 

  ;0iY  ;060cos' 31  NN  
 

4060cos'13  NN  кН; 2,6930cos'14  NN  кН. 
 
У з е л  E  
 

  ;0iX  ;030cos' 562  NNN  
 

  ;0iY  ;060cos' 53  NFN  
 

40
60cos

'3
5 





NFN  кН; 6,3430cos' 526  NNN  кН. 

 
У з е л  F  
 

  ;0iX  ;0' 86  NN  6,34'68  NN  кН. 
 

  ;0iY  .07 N  
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У з е л  В  
 

  ;0iY  ;060cos'9  NRB  40
60cos

'9 


 BRN  кН. 

 
Результаты расчётов сводим в табл. 1.1. 
 

Т а б л и ц а  1.1 
 

Результаты расчётов 
 

№ стержня 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
N, кН -80 69,2 -40 -69,2 40 34,6 0 34,6 -40 

 
Приведенная табл. 1.1 усилий показывает, что верхний пояс 

фермы сжат, нижний  растянут. 
 
Пример 21. Пример имеет своим прототипом схему по расчёту 

усилий в раскосах и поясах мачтовых опор ЛЭП. 
Для фермы (рис. 1.37, а) определить усилия в стержнях, если в уз-

ле Е приложена сила F = 1800 Н, в узле С – сила 2F, а угол  = 37 
(sin  = 0,6 и cos  = 0,8). 

Размеры стержня указаны на чертеже. 
 

 
 

Рис.1.37. К примеру 21 
 
Решение. От действия на ферму сил F и 2F реакции опор соот-

ветственно будут RA = 2F и RB = F. Обратимся к определению уси-
лий в стержнях фермы способом вырезания узлов. Определение 
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усилий начинают с узла, в котором сходятся только два стержня 
(узлы A и B). В дальнейшем выбирают такие узлы фермы, в которых 
также будут неизвестными два усилия, и так до тех пор, пока не бу-
дут определены усилия во всех стержнях фермы. 

У з е л  А. Вырезав узел (рис. 1.37, б), приложим к нему неиз-
вестные усилия N1 (в стержне 1), N2 (в стержне 2) и реакцию опоры 
в точке А - RA. В итоге на узел подействует плоская система трех 
сходящихся сил. Для определения неизвестных усилий N1 и N2 со-
ставим уравнения равновесия: 

 

   .0    ;0 YX  
 
Неизвестные усилия будем всегда принимать растягивающими  

усилия направлены от узла. Если в результате вычисления усилие 
окажется отрицательным, то принятое направление усилия следует 
заменить на обратное (сжатие). 

Выберем систему координат через точку А так, чтобы ось Х сов-
падала с линией действия усилия N1. В этом случае уравнения рав-
новесия принимают вид 

 

0sin    ;0 2  ARNY , 
откуда 

6000
6,0

18002
37sin

2
sin 02 







FRN A  Н (сжатие).  

 
Знак «минус» для усилия N2 указывает на то, что стержень не 

растянут, а сжат (следует изменить на рис. 1.37, б направление уси-
лия N2). После этого изменения уравнение Х = 0 принимает вид 

0cos21 NN , откуда  cos21 NN , или 48008060001  ,N  Н 
(растяжение). 

У з е л  С. Вырезав узел (рис. 1.38, а), приложим к нему неиз-
вестные усилия N3 (в стержне 3) и N9 (в стержне 9). В итоге в узле С 
действует плоская система четырех сходящихся сил, из которых 
неизвестными усилиями являются N3 и N9. Выбрав через точку С 
систему координат Х и Y, напишем уравнения равновесия: Х = 0; 
N3  N1 = 0, откуда N3 = N1 = 4800 Н (растяжение); Y = 0; N9  2F = 0, 
откуда N9 = 2F = 3600 Н (растяжение). 
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У з е л  D. Вырезав узел (рис. 1.38, б), приложим к нему неиз-
вестные усилия N4 (в стержне 4) и N10 (в стержне 10). В итоге в узле 
D действует плоская система четырех сходящихся сил, из которых 
неизвестными являются усилия N4 и N10. 

 

 
      а)     б) 
 

Рис. 1.38. К примеру 21 
 
Выберем через точку D систему координат Х и Y так, чтобы ось 

Х проходила по стержню 4, уравнения равновесия принимают вид 
 

,02sincos    ;0 109  NNY   
или 

96,08,018002 10  N , 
или 

3000
96,0

8,03600
10 


N  Н (сжатие). 

 
Направление усилия N10 следует изменить на обратное 

(рис. 1.38, б). 
 

,0sin2cos    ;0 91024  NNNNX  
или 

6,01800228,0300060004 N , 
 

N4 = 3100 Н (сжатие). 
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Направление усилия N4 также следует изменить на обратное 
(рис. 1.38, б). 

У з е л  Е. Вырезав узел (рис. 1.39, а), приложим к нему неиз-
вестные усилия N6 (в стержне 6) и N11 (в стержне 11). В итоге в узле 
Е действует плоская система четырех сходящихся сил: F, N4, N6, N11. 
Через точку Е проводим систему координат X и Y так, чтобы ось Y 
проходила по стержню 11. Составляем уравнения равновесия: 

 
,0coscos    ;0 46  NNX  

откуда 

3100
cos

cos
4

4
6 




 NNN  Н (растяжение) 

 
,0sinsin    ;0 4611  NNNFY  

откуда 
 sinsin 4611 NNFN  

H55206,031006,031001800   (сжатие). 
 

 
 

Рис. 1.39. К примеру 21 
 
Направление усилия 11N  следует направить в обратную сторону 

(см. рис. 1.39, а). 
У з е л  F. Вырезав узел (рис. 1.39, б), приложим к нему неиз-

вестные усилия 5N  (в стержне 5) и 12N  (в стержне 12). В итоге в 
узле F получаем плоскую систему пяти сходящихся сил, из которых 
неизвестными усилиями являются 5N  и 12N . Выбрав через точку F 
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систему координат X и Y, напишем уравнения равновесия: 
 

,0sinsin    ;0 121110  NNNY  
откуда 

12200
6,0

55206,03000
sin
sin 1110

12 







NNN  Н (сжатие). 

 
Направление усилия N12 следует изменить на обратное 

(см. рис. 1.39, б). 
 

0coscos-    ;0 512103  NNNNX , 
откуда 

 coscos 121035 NNNN  
169608,0122008,030004800   Н (растяжение). 

 
У з е л  К. Вырезав узел (рис. 1.40, а), приложим к нему неиз-

вестные усилия 8N  (в стержне 8) и 13N  (в стержне 13). В итоге в 
узле F получаем плоскую систему четырех сходящихся сил: N6, N12, 
N13 и N8. Через точку К проводим систему координат X и Y, так, 
чтобы ось Y проходила по стержню В. Составляем уравнения рав-
новесия: 

 
,0coscoscos    ;0 8126  NNNX  

откуда 





 122003100

cos
coscos

126
126

8 NNNNN  

15300  Н (растяжение). 
 

,0sinsinsin    ;0 813126  NNNNY  
откуда 

 )(sin    ;0 812613 NNNNY  
14640)15300122003100(6,0   Н (сжатие). 
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Рис. 1.40. К примеру 21 
 

Направление усилия N13 следует изменить на обратное 
(рис. 1.40, а). 

У з е л  G. Вырезав узел (рис. 1.40, б), приложим к нему неиз-
вестное усилие 7N  (в стержне 7). В итоге в узле G получаем систе-
му трех сходящихся сил с неизвестным усилием N7. Выбрав через 
точку G систему координат X и Y, запишем уравнения равновесия: 

 

  ;0X  ,057  NN  
откуда 

1696057  NN  Н (растяжение). 
 

Т а б л и ц а  1.2 
 

Результаты расчётов 
 

№ стержня 1 2 3 4 5 6 7 
N, кH 4,8 6 4,8 3,1 16,96 3,1 16,96 

№ стержня 8 9 10 11 12 13  
N, кH 15,3 3,6 3 5,52 12,2 14,64  

 
Пример 22. Применить леммы о нулевых стержнях к определению 

незагруженных стержней ферм, изображенных вместе с действующи-
ми на них внешними силами и реакциями опор (рис. 1.41 - 1.45). 
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Рис. 1.41. К примеру 22 
 

Рис. 1.42. К примеру 22 
 
Применяя лемму 2 к узлу D фермы, изображенной на рис. 1.41, 

устанавливаем, что N3 = 0. Мысленно отбрасывая стержень 3, при-
меняем эту же лемму к узлу C и находим, что N5 = 0. Рассматривая 
ферму, изображенную на рис. 1.42, применяем лемму 1 к узлу E и 
заключаем, что N1 = 0 и N2 = 0. Затем применяем лемму 3 к узлу D и 
устанавливаем, что N4 = 0. 

На рис. 1.43 рассматриваем узлы C, D, E и находим: N11 = 0, 
N9 = 0, N3 = 0. Рассматривая узлы C и D (рис. 1.44), можно заклю-
чить, что N11 = 0 и N9 = 0. 

 

  
Рис. 1.43. К примеру 22 Рис. 1.44. К примеру 22 

 
Рассматривая последовательно узлы C  M фермы, изображен-

ной на рис. 1.45, находим: 
 

N15 = 0; N13 = 0; N11 = 0; N9 = 0; N7 = 0; N5 = 0; N3 = 0. 
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Рис. 1.45. К примеру 22 
 

Задачи к заданиям 
 
Задача 1. Определить аналитически усилия N1 и N2 в стержнях 1 

и 2 узла фермы (рис. 1.46). Исходные данные, необходимые для ре-
шения своего варианта задачи, выбрать из табл. 1.3 (силы F заданы 
в килоньютонах, углы  - в градусах). 

 
Т а б л и ц а  1.3 

 
Исходные данные к задаче 1 

 
№ 

вариан-
та 

F F' F1 F2 F3 1 2 3 4  

1 10,4 9,4 6,8 4,2 5,2 10 60 45 60 40 
2 10,8 9,6 5,0 4,4 5,4 15 45 35 50 45 
3 12,2 9,8 4,2 4,6 5,6 35 50 55 55 40 
4 12,6 10,0 7,8 4,8 5,8 15 30 60 45 55 
5 13,0 10,4 8,0 5,0 6,0 10 45 50 70 50 
6 12,8 8,2 5,4 5,2 6,2 15 60 40 60 40 
7 12,4 8,6 6,0 5,4 6,4 10 35 45 65 45 
8 12,0 9,2 7,0 5,6 6,8 45 50 40 55 40 
9 11,6 10,2 7,2 5,8 6,6 10 30 60 40 60 
10 11,4 10,6 7,6 6,0 7,0 15 35 50 75 50 
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Рис. 1.46. К задаче 1 
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Задача 2. Стержни АВ и СВ соединены шарниром В, на ось ко-
торого действуют две нагрузки F1 и F2, как показано на рис. 1.47. 
Крепления стержней в точках А и С шарнирные. Определить усилия 
в стержнях. Аналитическое решение проверить графическим по-
строением. Схемы нагружения стержней в задачах и числовые зна-
чения сил F1 и F2 для своего варианта взять из табл. 1.4. 

 
Т а б л и ц а  1.4 

 
Исходные данные к задаче 2 

 
№ ва-
рианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1F , кН 0,4 0,3 0,6 0,2 0,5 0,8 0,4 1,2 0,8 0,9 
F2, кН 0,5 0,8 0,4 0,5 0,8 0,4 0,2 0,8 1,0 0,6 

 

 
 

Рис. 1.47. К задаче 2 
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Рис. 1.47(окончание). К задаче 2  
 
Задача 3. Для заданных плоских ферм, к узлам которых прило-

жены силы F, определить реакции в опорах и усилия во всех стерж-
нях. Для решения использовать метод вырезания узлов. Схемы 
ферм и данные к задаче  см. рис. 1.48 и табл. 1.5. 

 
Т а б л и ц а  1.5 

 
Исходные данные к задаче 3 

 
№ вари-

анта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

F , кН 8 7 10 5 12 8 5 4 10 6 
 
 
 
 
 
 
 
 



 58 

 
Рис. 1.48 
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Порядок решения задачи: 
1. Вычертить в масштабе расчётные схемы и приложить к ним 

действующие активные и реактивные силы. Пронумеровать стержни. 
Реактивные силовые факторы в опорах представлять компонентами 
по положительным направлениям осей. Усилия в стержнях направ-
лять от узла, а в ответе записывать с соответствующим знаком. 

2. Проверить жёсткость и статическую определимость фермы. 
3. Составить необходимое количество уравнений для определе-

ния компонент реактивных сил и усилий в стержнях. 
4. Определить реакции в опорах, усилия в стержнях и сделать 

проверку. 
5. Результаты расчётов свести в табл. 1.6. 
 

Т а б л и ц а  1.6 
 

Результаты расчётов фермы 
 

AXR , 
кH 

AYR , 
кH 

BXR , 
кH 

BYR , 
кH 

N1, 
кH 

N2, 
кH 

Nn-1, 
кH 

Nn, 
кH 

        
 

Глава 2. ТЕОРИЯ ПАР СИЛ 
 
Действие пары сил на тело (рис. 2.1) нужно знать хорошо, так как 

с эффектом действия на тело пары 
сил приходится встречаться до-
вольно часто. Пары сил возникают 
не только при непосредственном 
приложении к телу двух равных по 
величине и противоположно на-
правленных параллельных сил, но и 
как результат приведения произ-
вольно расположенных сил к силе и 
паре сил. Такое преобразование сил приходится производить при 
решении многих задач. 

Пара сил производит на тело вращательное действие. Враща-
тельный эффект пары определяется произведением модуля одной 
из сил на её плечо: 

 

hFM  .            (2.1) 

 

 
 

Рис. 2.1. Пара сил 
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Знак «плюс» принимается 
(рис. 2.2), если пара стремится 
повернуть тело против хода ча-
совой стрелки. 

Из определения момента па-
ры сил следует, что можно: 

- как угодно переносить и 
поворачивать пару сил в плос-
кости ее действия; 

- перемещать ее в любую па-
раллельную плоскость; 

- не нарушая состояния тела, изменять одновременно силы и 
плечо пары так, чтобы момент пары оставался постоянным: 

 

2211),( hFhFFFM  ; 

 
- несколько пар сил с моментами Mi (i = 1, 2,..., n), произвольно 

расположенных в пространстве, заменить одной парой, момент кото-
рой равен геометрической сумме моментов всех пар сил: 

 





n

i
in MMMMM

1
21 ... .    (2.2) 

 
Отметим, что пара сил может быть уравновешена только парой 

сил. 
Для уравновешенности системы n пар, действующих на твердое 

тело, необходимо и достаточно, чтобы сумма моментов этих пар 
была равна нулю: 

 

0
1




n

i
iM .          (2.3) 

 
 
 
 

 
 

Рис. 2.2. Направление момента пары сил 
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   Вопросы для самопроверки 
 
1. Что такое пара сил? 
2. Можно ли заменить действие пары сил на тело одной силой? 
3. Имеет ли пара сил равнодействующую? 
4. Каким образом можно уравновесить действие на тело пары 

сил? 
5. Что такое момент пары сил? 
6. Изменятся ли моменты пар сил, если положения сил, показан-

ные на рис. 2.3, а, изменить на положения, показанные на рис. 2.3, б? 
7. Какие пары называются эквивалентными? 
8. Эквивалентны ли пары сил, изображенные на рис. 2.4? 
9. Каким образом производится сложение пар сил? 
10. Сформулируйте условие равновесия пар сил. 
 

  
 

Рис. 2.3. Моменты пар сил 
 

Рис.2.4. Эквивалентность пар сил 
 

Примеры 
 

Пример 23. Определить крутящие моменты в сечениях вала, 
расчетная схема которого показана на рис. 2.5,а. Вращающие мо-
менты равны: 

 
50021  TT  Нм. 
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Рис. 2.5. К примеру 23 
 

Решение. Для выявления моментов внутренних сил в сечениях 
вала мысленно отбросим одну часть вала (например, правую часть от 
сечения I-I) и рассмотрим равновесие оставшейся части (рис. 2.5, б). 
Эта часть вала свободна от действия вращающих моментов, и поэто-
му в рассматриваемом сечении I-I не будет возникать крутящий мо-
мент МZΙ = 0. 

Аналогично поступим для определения крутящего момента в се-
чении II-II. Рассматриваемая часть вала находится в равновесии 
(сумма моментов равна нулю), следовательно, 

 
 ;0 iM  .01  ZIIMT  

 
Отсюда 

5001  TM ZII  Нм. 
 
В сечении III-III крутящий момент равен нулю (МZIII = 0), так как 

в правой части вала от этого сечения не приложены моменты внеш-
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них сил (рис. 2.5, г). 
При решении задач методом сечения удобнее отбрасывать ту 

часть тела, в которой приложено больше внешних сил. 
Ответ: ;0ZIM  500ZIIM  Нм; .0ZIIIM  
 
Пример 24. Определить опорные реакции балки (рис.2.6,a), кон-

цы которой шарнирно закреплены. Балка нагружена парой сил с 
моментом 100M  кНм. 

 

 
 

Рис.2.6. К примеру 24 
 
Решение. Прежде всего необходимо наметить направление реак-

ций опор (рис. 2.6, б). Так как к балке приложена пара сил, то и 
уравновесить ее можно только парой сил. Следовательно, реакции 
опор равны между собой по величине, параллельны, но противопо-
ложно направлены. Заменим действие опор их реакциями. Правая 
опора А - плоскость, следовательно, направление опорной реакции 
RA перпендикулярно этой плоскости, а опорная реакция RB ей па-
раллельна и противоположно направлена. Балка находится в равно-
весии, поэтому сумма моментов пар сил, приложенных к ней, равна 
нулю: 

0    ;0  lRMM Ai , 
откуда 
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502/100/  lMRA  кН. 
 
Ответ: 50 BA RR  кН. 
 
Пример 25. Брус АВ с левой шарнирно-подвижной опорой и 

правой шарнирно-неподвижной нагружен тремя парами (рис. 2.7), 
моменты которых 241 M  кНм, 362 М  кНм, 503 М  кНм. 
Определить реакции опор. 

 

 
 

Рис. 2.7. К примеру 25 
 
Решение 
1. На брус действуют пары сил, следовательно, и уравновесить 

их можно только парой, т. е. в точках А и В со стороны опор на брус 
должны действовать реакции опор, образующие пару сил. В точке А 
у бруса шарнирно-подвижная опора, значит, реакция направлена 
перпендикулярно опорной поверхности, т. е. в данном случае пер-
пендикулярно брусу. Обозначим эту реакцию RA и направим ее 
вверх. Тогда в точке В со стороны шарнирно-неподвижной опоры 
действует также вертикальная сила RB, но вниз. 

2. Исходя из выбранного направления сил пары (RA, RB) ее мо-
мент ABRМ A 0  (или BARM B 0 ). 

3. Составим уравнение равновесия пар сил: 
 

00321  MMMMM i . 
Подставив в это уравнение значения моментов, получим 
 

02503624  AR . 
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Отсюда RA = 5 кН. Так как силы RA и RB образуют пару, то 

RB =RA = 5 кН. 
Ответ: 5 BA RR  кН. 
 
Пример 26. Груз весом G = 500 Н подвешен к канату, намотан-

ному на барабан радиусом r = 10 см. Барабан удерживается парой 
сил, приложенных к концам рукоятки длиной l = 1,25 м, скреплен-
ной с барабаном и лежащей в одной плоскости с веревкой. Опреде-
лить реакцию оси О барабана и силы пары F, F', если они перпен-
дикулярны к рукоятке (рис. 2.8, a). 

 

 
 

Рис. 2.8. К примеру 26 
 

Решение. Рассмотрим равновесие сил, приложенных к барабану: 
вертикальной силы веса G, пары, составленной силами F и F', и ре-
акции Rо цилиндрического шарнира О, величина и линия действия 
которой неизвестны. Так как пару сил может уравновесить только 
пара сил, лежащая в той же плоскости, то силы G и Rо должны со-
ставлять пару сил, уравновешиваемую парой F, F'. Линия действия 
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силы G известна, реакцию Ro шарнира О направим параллельно си-
ле G в противоположную ей сторону (рис. 2.8, б). Модули сил долж-
ны быть равны, т. е. 

 
Ro = G = 500 H. 

 
Алгебраическая сумма моментов двух пар сил, приложенных к 

барабану, должна быть равна нулю: 
 

;0 iM  ,00  rRlF  
 

где l  плечо пары F, F';  
r  плечо пары G, Ro. 
Находим модули сил F: 
 

40
25,1

1,05000 






l

rRF  Н. 

 
Ответ: 5000 R  Н; 40' FF  Н. 

 
Пример 27. Балка длиной АВ = 10 м имеет шарнирно-неподвиж-

ную опору А и шарнирно-подвижную опору В с наклонной опорной 
плоскостью, составляющей с горизонтом угол  = 30°. На балку 
действуют три пары сил, лежащие в одной плоскости, абсолютные 
величины моментов которых: 

 
81 M  кНм; 102 M  кНм; 73 M  кНм. 

 
Определить реакции опор (рис. 2.9, a). 
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Рис. 2.9. К примеру 27 
 
Решение. Рассмотрим равновесие сил, приложенных к балке АВ: 

трех пар сил, реакции опоры RB, направленной перпендикулярно к 
опорной плоскости, и реакции опоры RA, линия действия которой 
неизвестна (рис. 2.9, б). Так как нагрузка состоит только из пар сил, 
лежащих в одной плоскости, то реакции опор RA и RB должны со-
ставить пару сил, лежащую в той же плоскости и уравновешиваю-
щую задаваемые пары сил. 

Направим реакцию RA параллельно реакции RB, чтобы силы RA и 
RB составили пару сил, направленную в сторону, обратную враще-
нию часовой стрелки (рис. 2.9, б). 

Для четырех пар сил, приложенных к балке, используем условие 
равновесия пар сил, лежащих в одной плоскости: 

 
;0 iM  ,0321  hRMMM B  

где 
 30cosABh . 

Отсюда 

58,0
3

1
2/310
7108

30cos
321 








AB

MMM
RB  кН. 

 
Знак «плюс» в ответе указывает, что принятое направление реак-

ций опор RA и RB совпадает с истинным: 
58,0 BA RR  кН. 

 
Ответ: 58,0 BA RR  кН. 

 



 68 

Пример 28. Два диска диаметрами D1 = 200 мм и D2 = 100 мм за-
креплены на валу (рис. 2.10). Ось вала перпендикулярна их плоско-
сти. Диски вращаются с постоянной угловой скоростью. Силы F1 и 
F2 расположены в плоскости дисков и направлены по касательной к 
ним. Определить силу F2, если F1 = 500 Н. 

 

 
Рис. 2.10. К примеру 28 

 
Решение. Вал с дисками, согласно условию задачи, вращается с 

постоянной угловой скоростью, следовательно, вращающие момен-
ты должны быть уравновешены, т. е. .021 TT  Так как ось вала 
перпендикулярна плоскости действия сил, то 

 

2
    ;

2
2

22
1

11
DFTDFT  . 

 
(Знак «минус» показывает направление момента против часовой 

стрелки, если смотреть вдоль оси со стороны ее положительного 
направления). 



 69 

,0
22

2
2

1
1 

DFDF  

отсюда 

1000
100

200500

2

1
12 




D
DFF  Н. 

 
При расчете на прочность валов приходится определять моменты 

внутренних сил в сечениях, перпендикулярных оси вала. Результи-
рующий момент внутренних сил относительно продольной оси вала 
принято называть крутящим моментом и обозначать отлично от мо-
ментов внешних сил, которые принято называть вращающими мо-
ментами. 

 
Ответ: 10002 F  Н. 
 
Пример 29. К прямоугольному параллелепипеду, длина ребер 

которого а =100 см, b = 120 см, с = 160 см, приложены три взаимно 
уравновешивающиеся пары сил F1, F'1, F2, F'2 и F3, F'3. Силы первой 
пары имеют модуль F1 = F'1 = 4 Н. Определить модули остальных 
сил (рис. 2.11). 

 

 
 

Рис. 2.11. К примеру 29 
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Решение. При равновесии трех пар сил, не лежащих в одной 
плоскости, геометрическая сумма моментов этих пар должна быть 
равна нулю, т. е. треугольник их моментов должен быть замкнут: 

 
.0321  MMM  

 
Строим в точке О момент каждой пары сил, направляя его пер-

пендикулярно к плоскости действия пары так, чтобы, смотря ему 
навстречу, видеть соответствующую пару сил стремящейся вращать 
эту плоскость в сторону, обратную вращению часовой стрелки: 

 
;1 BCEFM   ;2 EDHFM   .3 OAFEM   

 
Модули моментов: 
 

400100411  ВСFM  Нсм; 
 

.120222  FEDFM  
 

.100333  FАОFM  
 

Строим замкнутый треугольник моментов пар сил. 
Из ЕОС 
 

.6,064,01sin1cos

;8,0
200
160

160120
160sin

2

2222










cb

c
EC
EO

 

 
Из треугольника моментов 
 

2406,0400cos12  MM  Нсм; 
 

3208,0400sin13  MM  Нсм. 
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Модули сил, составляющих пары: 
 

2
120
240

120
2

2
'

2 
MFF  Н; 

 

2,3
100
320

100
3

3
'

3 
MFF  Н. 

 
Ответ: 2'

22  FF  Н; 2,3'
3 F  Н. 

 
Пример 30. Концы балки шарнирно закреплены в точках А и В 

(рис. 2.12, а). К балке приложены пары сил, моменты которых равны 
201 M  кНм; 262 M  кНм. Ось балки АВ совпадает с плоско-

стью действия пары сил. Расстояние между опорами  = 3 м. Опре-
делить опорные реакции балки, не учитывая силу тяжести балки. 

 

 
 

Рис. 2.12. К примеру 30 
 
Решение. Так как к балке приложены 2 пары сил, то уравнове-

сить их можно только парой сил. Значит, реакции опор равны между 
собой по величине, параллельны, но противоположно направлены. 
Заменяем действия опор их реакциями (рис. 2.12, б). Балка находит-
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ся в равновесии, поэтому сумма моментов пар сил, противополож-
ных к ней, равна нулю: 

 

  ;0iM  
 

;021  ARMM  
 

2
3

262021 








MMRA  кН. 

 
Ответ: 2 BA RR  кН. 
 
Пример 31. Вал, на котором закреплены три зубчатых колеса, 

вращается вокруг неподвижной оси. Силы F1, F2 и F3 расположены 
в плоскостях, перпендикулярных оси вращения, и направлены по 
касательным к окружностям зубчатых колес, как схематически пока-
зано на рис. 2.13. Силы F2 = 400 H, F3 = 200 H. Диаметры зубчатых 
колес 1D  = 100 мм, 2D  = 200 мм, 3D  = 400 мм. Вычислить величи-
ну моментов сил F1, F2 и F3 относительно оси вращения и модуль 
силы F1, приложенной к диску диаметром D1. 

 

 
 

Рис. 2.13. К примеру 31 
 
Решение. Так как ось вала перпендикулярна плоскости действия 

сил, то: 
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;
2

,
2

,
2

3
33

2
22

1
11

DFTDFTDFT   

40
2
10200400

3

2 





T  Нм; 

40
2
10400200

3

3 





T  Нм. 

 

(Знак «минус» для момента 1T  показывает направление момента 
по часовой стрелке, если смотреть вдоль оси со стороны её положи-
тельного направления). 

Вращающие моменты должны быть уравновешены: 
 

,0321  TTT  
тогда 

804040, 1321  TTTT  Нм; 
 

1600
10100

)80(2,2
31

1

1
1 







 F
D

TF  Н. 

 
Ответ: 801 T  Нм, 402 T  Нм, 403 T  Нм, 16001 F  Н. 
 
Пример 32. Груз G при помощи рычага создает прижимное уси-

лие F на деталь А (рис. 2.14, a). Плечи рычага а = 300 мм, b = 900 мм. 
Определить силу тяжести груза, если прижимное усилие равно 400 Н. 

Решение. На расчётной схеме рычага (рис. 2.14, б) к точке А 
приложен вес груза G, к точке В – сила реакции шарнира BR , к точ-
ке С приложена сила реакции ,CR  равная по модулю прижимному 
усилию F (3-й закон Ньютона). 

Составим уравнение равновесия рычага относительно точки В: 
,0 ABGCBRC  при этом момент силы BR  относительно 

точки В равен 0. 
 

3,133
900
300400,,  G

b
aFG

AB
CBRG C  Н. 
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Рис. 2.14. К примеру 32 
 

Ответ: 3,133G  Н. 
 
Пример 33. Определить прижимное усилие F на деталь А 

(рис. 2.15, a), создаваемое при помощи рычага и груза G = 300 H. 
Отношение плеч рычага b / a = 3. 

 

 
 

Рис. 2.15. К примеру 33 
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Решение. Будем рассматривать равновесие рычага. Для этого 
действие опор заменим их реакциями (рис. 2.15, б). 

Прижимное усилие F на деталь А по модулю равно силе реакции 

AR


 (это следует из 3-го закона Ньютона). 
Запишем условие равновесия рычага относительно точки В: 
 

)(,,0 a
bGR

AB
CBGRABRCBG AAA  , 

 

9003300,  FRF A  Н. 
 

Ответ: 900F  Н. 
 
Пример 34. Три диска жестко закреплены на валу (рис. 2.16, а). 

Ведущий диск 1 передает момент 4001 T  Нм. Момент, приложен-
ный к ведомому диску 2, 2002 T  Нм. Диаметры дисков 
D1 = 0,2 м, D2 = 0,4 м, D3 = 0,6 м. Определить величину и направление 
момента на диске 3 при условии, что вал вращается равномерно. Вы-
числить также окружные силы F1, F2 и F3, приложенные к соответст-
вующим дискам. Эти силы направлены по касательным к окружности 
диска и расположены в плоскостях, перпендикулярных оси вала. 

 

 
 

Рис. 2.16. К примеру 34 
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Решение. Вал с дисками, согласно условию задачи, вращается 
равномерно, следовательно, вращающие моменты должны быть 
уравновешены (рис. 2.16, б): 

 

,0321  TTT  213 TTT  , 200)200(4003 T  Нм. 
 

Определим окружные силы F1, F2, F3: 
 

2
1

11
DFT  , 

1

1
1

2
D
TF  , 4000

2,0
4002

1 


F  Н, 41 F  кН; 

 

2
2

22
DFT  , 

2

2
2

2
D
TF  , 1000

4,0
)200(2

2 


F  Н, 12 F  кН; 

 

2
3

33
DFT  , 

3

3
3

2
D
TF  , 7,666

6,0
)200(2

3 


F Н, 7,6662 F Н. 

 

Ответ: 2003 T Нм, 40001 F Н, 10002 F Н, 7,6663 F Н. 
 
Пример 35. К стержню, опирающемуся в точках А и В 

(рис. 2.17, а), приложены две пары сил, моменты которых 
61 M  кНм и 182 M  кНм. Расстояние а = 0,4 м. Определить 

реакции упоров А и В, не учитывая силы тяжести стержня. Плос-
кость действия пар сил совпадает с осью стержня. 

 

 
 

Рис. 2.17. К примеру 35 
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Решение. Так как к стержню приложены только пары сил, то 
уравновесить их можно только парой сил. Значит, реакции опор 
равны между собой по величине, но противоположно направлены 
(рис. 2.17, б). 

Стержень находится в равновесии, поэтому 
 

021  ARMM , 



 21 MMRA ,  

30
4,0
186




AR  кН, 

знак «минус» указывает на направление момента пар сил AR  и BR . 
Ответ: 30AR  кН, 30BR  кН. 
 
Пример 36. На рычаг в точке С дейст-

вует сила F = 250 H (рис. 2.18, a). Опреде-
лить силу, приложенную к тормозным дис-
кам в точке А, если длина рычага 
CB = 900 мм, расстояние CD = 600 мм. 

Решение. Заменим действия опор на 
рычаг их реакциями (рис. 2.18,б). Уравне-
ние равновесия рычага: 

 
;0;0)(  BDRCDFFM BKD  

 

CDCB
CDFR

BD
CDFR BB 

 , ; 

 

500
600900

600250 


BR  Н. 

 
Сила, приложенная к тормозным дискам 

в точке А, равна по модулю BR  (по треть-
ему закону Ньютона). 

 
Ответ: 500BR  Н. 

 
Рис. 2.18. К примеру 36 
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Пример 37. Колодочный тормоз 
удерживает в покое вал, к которо-
му приложена пара сил с моментом 

800M  Нм. Диаметр тормозно-
го диска D = 400 мм (рис. 2.19, а). 
Определить, с какой силой надо 
прижимать колодки к тормозному 
диску, чтобы вал оставался в по-
кое. Коэффициент трения покоя 
между тормозным диском и колод-
ками принять f = 0,15. 

Решение. Чтобы вал оставался 
в покое, необходимо равенство 
моментов М и TPM  (рис. 2.19, б): 

 

  0iM ; ,0 MM TP  
 

,MM TP   
 

где TPM - момент, создаваемый парой сил трения. 
 

.
2
DFM TPTP   

 
Силу трения определим, зная коэффициент трения f покоя между 

тормозным диском и колодками: 
 

FfFTP  . 
Тогда 

,
2
DfFM   .2

fD
MF   

26700
1040015,0

8002
3 





F  Н. 

 

Ответ: 7,26F  кН. 

 
 

Рис. 2.19. К примеру 37 
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Пример 38. На валу жестко закреплены два диска диаметрами 
D1 = 220 мм и D2 = 340 мм (рис. 2.20, a). К первому диску приложе-
на сила F1 = 500 Н. Линия действия силы расположена в плоскости, 
перпендикулярной оси вала. Определить величину и направление 
силы, которую надо приложить ко второму диску, чтобы вал вра-
щался равномерно. Вычислить вращающие моменты на каждом 
диске. 

 
 

Рис. 2.20. К примеру 38 
 
Решение. Вращающие моменты на дисках: 
 

,
2

1
11

DFT   
2

2
22

DFT  . 

 
(Знак «минус» для момента 2T  показывает направление момента 

против часовой стрелки, если смотреть вдоль оси со стороны её по-
ложительного направления). 

Так как вал вращается равномерно, то вращающие моменты 
должны быть уравновешены (рис. 2.20, б): 

 

  ,0iT  ,021  TT  .12 TT   
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55
2
22,05001 T Нм, 552 T  Нм, 

,21 TT   2211 DFDF  , 
2

1
12 D

DFF  , 324
340
2205002 F  Н. 

Направление силы 2F


 противоположно направлению силы .1F


 
 
Ответ: 551 T  Нм, 552 T  Нм, 3242 F  Н. 
 
Пример 39 (рис. 2.21, а). Груз 11F  кН, поднятый с помощью 

троса, намотанного на барабан диаметром 14,0бd  м, удержива-
ется в покое храповым механизмом, состоящим из зубчатого колеса 
с расчётным диаметром 24,0d  м и упорного рычага. Весом час-
тей механизма, а также трением пренебречь. Определить силу, на-
гружающую упорный рычаг. 

 
 

Рис. 2.21. К примеру 39 
 
Решение. Будем рассматривать равновесие блока. На него нало-
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жена внешняя связь – упорный рычаг. Заменим её реакцией pR . В 

данной задаче одна неизвестная pF , которая по третьему закону 

Ньютона равна реакции pR  (рис. 2.21, б). 
Составим уравнение моментов сил: 
 

  0)(0 iFM


, ,0
2

30cos
2

0


dRdF p

б  

откуда имеем: 

030cosd
dFR б

p  , 41,7
886,024,0

14,011 


pR  кН. 

 

41,7 pp RF  кН. 
 

Ответ: 41,7pR  кН. 
 
Пример 40 (рис. 2.22, а). Сила, приложенная человеком к концу 

рукоятки ручного рычажного пресса, равна F = 120 H. Приняв 
АС = 220 мм и АВ = 40 мм, определить силу давления поршня на 
прессуемый материал. Крепление в точках А и В шарнирное. Весом 
частей механизма, а также трением пренебречь. 

Решение. Сила давления порш-
ня gF  равна силе реакции BR , дей-
ствующей со стороны поршня на 
рукоятку (рис. 2.22, б). Составим 
уравнение моментов сил для руко-
ятки: 

 

  0)( iA FM


;  
 

030cos 0  АВRACF B , 
 

030cosAB
ACFRB


 . 

 

 
 

Рис. 2.22. К примеру 40 
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762
30cos40

220120
0 


BR  Н. 

 
762 Bg RF  Н. 

 
Ответ: 762gR  Н. 
 

Пример 41 (рис. 2.23, a). В лентопротяжном механизме прибора 
лента держится в натянутом состоянии с 
помощью двуплечего рычага АВС. На од-
ном конце рычага расположен нажимной 
ролик, другой конец оттянут пружинной 
лентой с силой упругости 4 Н. Определить 
силу давления ролика на ленту, считая, что 
общая нормаль в точке их касания распо-
ложена вертикально. Принять АВ = 50 мм и 
ВС = 10 мм. Весом частей механизма, а 
также трением пренебречь. 

Решение. На рычаг АВС наложены 
внешние связи. Освободимся от них, заме-
няя их действие силами реакции 
(рис. 2.23, б). В данной задаче одна неиз-
вестная – сила давления ролика на ленту 
F


, которая равна силе реакции :AR


 
 

ARF  . 
 
Составим уравнение моментов сил: 
 

  ,0)( iB FM


 
 

030sin 0  ABRBCF Aynp . 
 

Откуда имеем: 

 

 
 

Рис. 2.23. К примеру 41 
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030sinAB
BCF

R ynp
A


 ; 

 

6,1
30sin50

104
0 


AR  Н. 

 

Ответ: 6,1F  Н. 
 
Пример 42 (рис. 2.24). Груз весом 950 Н равномерно поднимает-

ся при помощи ворота, состоящего из барабана диаметром 0,14 м и 
рукоятки с плечом 0,4 м. Для данного положения механизма опреде-
лить силу F, прикладываемую рабочим, считая ее направленной 
вертикально. Весом частей механизма, а также трением пренебречь. 

 

 
 

Рис. 2.24. К примеру 42 
 

Решение. В данной задаче одна неизвестная – сила F


 
(рис. 2.24, б). Для её нахождения напишем уравнение моментов сил: 

 

  0)('00 iFM


, 030cos
2

0  FdG , 030cos2
GdF  . 
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192
30cos4,02

14,0950
0 




F  Н. 

 

Ответ: 192F  Н. 
 
Пример 43 (рис. 2.25, а). Для перевода однородной колонны АВ 

из горизонтального положения в вертикальное один ее конец заце-
пили тросом подъемного крана, а к другому концу приставили упор. 
Определить силу натяжения троса в момент начала подъема колон-
ны, если ее вес 3 кН и длина 4 м. 

Решение. Для нахождения силы 
натяжения троса N


 составим урав-

нение моментов сил (рис. 2.25, б): 
 

  0)( iB FM


; 
 

0
2

30cos 0 
ABGABN ; 

 

030cos2
GN  ; 

 

73,1
30cos2

3
0 N  кН. 

 
Ответ: 73,1N  кН. 
 
Пример 44 (рис. 2.26, а). Под действием передаваемого зубчатым 

колесом вращающего момента 5T  Нм вал с насаженным на него 
кулачком равномерно вращается. Кулачок, надавливая на тарельча-
тый конец подпружиненного толкателя, сообщает ему вертикальное 
перемещение. Для данного положения кулачкового механизма опреде-
лить силу упругости сжатой пружины, если плечо кулачка ОА = 40 мм. 
Весом частей механизма, а также трением пренебречь. 

 

 
Рис. 2.25. К примеру 43 
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Рис. 2.26. К примеру 44 
 
Решение. В данной задаче одна неизвестная величина – сила уп-

ругости ynpF


 (рис. 2.26, б). Для её нахождения составим уравнение 
моментов сил: 

 

  ,0)(' iоо FM


 
 

060cos 0  OAFT ynp . 
Откуда имеем: 

,
60cos 0


OA

TFynp  

 

250
60cos1040

5
03 


 ynpF  Н. 

 
Ответ: 250ynpF  Н. 
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Пример 45 (рис. 2.27, а). В измерительном приборе рычаг АС, 
несущий груз весом 1,2 Н, удерживается в горизонтальном положе-
нии с помощью растянутой пружины. Определить силу упругости 
пружины, приняв АВ = 20 мм и ВС = 80 мм. Весом частей механиз-
ма пренебречь. 

 
 

Рис. 2.27. К примеру 45 
 
Решение. На рычаг АС наложены внешние связи – шарнир А и 

пружина. Заменим их реакциями, при этом реакцию шарнира пред-
ставим через его составляющие AXR  и AYR , а силу упругости пру-

жины yF


 направим вдоль оси пружины (рис. 2.27, б). 
Составим уравнение моментов сил: 
 

  0)( iA FM


;   030cos 0  BAFCAF y , 
 

030cos


BA
CAFFy ; 

 

;
30cos 0




AB
BCABFFy  93,6

30cos20
80202,1 0 




yF  Н. 

 

Ответ: 93,6yF  Н. 
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Пример 46 (рис. 2.28, а). Поплавковый регулятор уровня, со-
стоящий из двуплечего рычага АВС с поплавком D и запирающего 
трубопровод клапана Е, служит для перекрытия трубопровода в мо-
мент заполнения бака водой. В этот момент плечо АВ рычага распо-
лагается горизонтально. Приняв АВ = 300 мм, ВС = 30 мм и силу 
давления воды на клапан F1 = 60 H, определить значение действую-
щей на поплавок подъемной силы F2. Весом частей механизма пре-
небречь. 

 
Рис. 2.28. К примеру 46 

 
Решение. На рычаг АВС действуют две силы – сила давления во-

ды 1F


 и подъёмная сила 2F


 (рис. 2.28, б). 
Составим уравнение моментов сил относительно точки В: 
 

  0)( iB FM


; 
 

030cos 2
0

1  ABFBCF . 
Откуда имеем:  

AB
BCFF

0

12
30cos

 ; 

 

2,5
300

30cos3060
0

2 F  Н. 

 

Ответ: 2,52 F  Н. 
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Пример 47 (рис. 2.29, а). Кулачковый механизм состоит из кулачка, 
равномерно вращающегося под действием момента 8,0М  кНм, и 
горизонтально перемещающегося подпружиненного толкателя. Для 
данного положения механизма определить силу давления кулачка на 
толкатель, если плечо кулачка ОА = 30 мм. Весом частей механизма, 
а также трением пренебречь. 

 

 
 

Рис. 2.29. К примеру 47 
 
Решение. В данной задаче одна неизвестная величина – сила F


 

(рис. 2.29, б). Составим уравнение моментов сил: 
 

  0)(0 iFM


; 
 

060cosOAFM   
Откуда имеем: 

,
60cos 0


OA

MF  

 

3,53
60cos1030

8,0
03 


 F  кН. 

 
Ответ: 3,53F  кН. 
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Пример 48. (рис. 2.30, а). Для данного положения заводной 
рукоятки автомобиля определить силу давления человека на 
рукоятку F1, считая ее приложенной вертикально. Принять плечо 
рукоятки l = 0,24 м, плечо крестовицы h = 50 мм и силу 
сопротивления на крестовине F2 =1,2 кН. Вращение рукоятки 
считать равномерным. Весом частей механизма, а также трением 
пренебречь.  

 
 

Рис. 2.30. К примеру 48 
 

Решение. В данной задаче одна неизвестная величина – сила 1F


 
(рис. 2.30, б). Составим уравнение моментов сил: 

 

  ,0)('00 iFM


 
 

0
2

30cos 2
0

1 
hFF  . 

Откуда имеем: 

021 30cos2 




hFF ; 
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144,0
30cos24,02

10502,1 0

3

1 






F  кН, 1441 F  Н. 

 
Ответ: 1441 F  Н. 
 
Пример 49. Для предохранения воздухопровода от повышения 

давления сверх расчетного установлен предохранительный клапан А 
(рис. 2.31, а). Прижимное усилие на клапан создается грузом G и ры-
чагом CD. Определить, какой груз надо повесить в точке D, чтобы 
клапан А открывался при избыточном давлении в сети р = 4 Н/мм2. 
Диаметр клапана d = 50 мм. Длина рычага CD = 800 мм, расстояние 
CВ = 100 мм. 

 

 
 

Рис. 2.31. К примеру 49 
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Решение. Рассмотрим рычаг CD. Заменим действия опор их 
реакциями. В результате избыточного давления в сети на рычаг в 
точке В действует сила F. 

 

pSF  , 
4

2dS 
 , 

4

2 pdF 
 . 

 
Рассмотрим равновесие рычага: 
 

  0)( kC FM


; 0 CDGCBF , 
 

CD
CBFG  , 

8800
100 FFG  ; 

 

32

2pdG 
 , 25,981

32
50414,3 2




G  Н. 

 
Если вес груза будет 980 H, то при избыточном давлении 

4p  Н/мм2 клапан откроется, т. к. нарушится равновесие рычага. 
 

gmG  , 100
8,9

980


g
Gm  кг. 

 
Ответ: Груз массой 100m  кг. 
 

 
Задачи к заданиям 

 
Задача 4. Клапан (рис. 2.32) предназначен для установки на ста-

ционарном паровом котле или других подобных резервуарах и слу-
жит для выпуска излишка рабочей среды при повышении давления 
сверх нормы. Определить, какой груз необходимо подобрать к кла-
пану, чтобы он открывался при избыточном давлении P . Исход-
ные данные взять из табл. 2.1. 
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Рис. 2.32. К задаче 4 
 

Т а б л и ц а  2.1 
 

Исходные данные к задаче 4 
 

№  
варианта 

L1, мм L, мм d, мм Р, МПа 

1 145 850 50 0,1 
2 135 800 80 0,2 
3 130 750 50 0,3 
4 140 800 80 0,4 
5 150 850 50 0,5 
6 135 750 80 1,0 
7 140 700 50 0,9 
8 125 700 80 0,8 
9 145 800 50 0,7 

10 135 750 80 0,6 
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Задача 5. Определить силу, с которой натянут трос АВ 
(рис. 2.33), если вес изоляторов вместе с проводами равен G, а вес 
железной конструкции DBC  Ge на каждый метр длины. Исходные 
данные взять из табл. 2.2. 

 
Рис. 2.33. К задаче 5 

 
Т а б л и ц а  2.2 

 
Исходные данные к задаче 5 

 
№  G, H Ge, Н/м АВ, м АС,м , град 
1 65 10,5 2,0 3,0 25 
2 70 9,5 2,1 2,6 35 
3 60 11 2,2 2,8 60 
4 85 11,5 2,3 2,7 65 
5 55 10 2,4 2,6 25 
6 65 7,5 2,5 2,8 40 
7 75 8 2,2 2,7 30 
8 70 8,5 2,3 2,6 45 
9 60 9,5 2,4 3,0 55 
10 80 10 2,5 2,7 30 
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Задача 6. Платформа находится на четырёх железобетонных ос-
нованиях (рис. 2.34). Рассчитать фундаментальные болты у опор, 
если известно, что у каждой опоры их восемь, а также вес платфор-
мы со всеми конструкциями G. Исходные данные взять из табл. 2.3. 

 

Рис. 2.34. К задаче 6 
 

Т а б л и ц а  2.3 
 

Исходные данные к задаче 6 
 

№ 
варианта F, кН G, кН h, м , м 

1 2,5 1,2 6 4 
2 2,2 1,0 6,5 3,7 
3 2,7 2,4 7,2 5,1 
4 2,0 0,5 4,5 2,3 
5 2,5 1,5 6,5 4,5 
6 2,1 1,3 6,4 4,2 
7 2,7 1,6 7,2 5,3 
8 2,8 1,7 7,8 5,4 
9 3,0 2,0 8,0 7,0 
10 3,5 2,5 9,0 8,0 
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Глава 3. ПЛОСКАЯ СИСТЕМА ПРОИЗВОЛЬНО 
РАСПОЛОЖЕННЫХ СИЛ (ПСПРС) 

 
3.1. Момент силы относительно точки 

 
Моментом силы F (рис. 3.1) относительно точки или некоторого 

центра О называется величина, равная произведению радиуса-
вектора r , проведенного из данной точки в точку приложения силы, 
на эту силу: 

 

.)( FrFM O 


 
 

 
 

Рис.3.1. Момент силы относительно точки 
 

Момент силы относительно заданной точки является мерой вра-
щательного действия этой силы на тело. 

Расстояние от точки О до линии действия силы называется пле-
чом силы и обозначается h. 

Если действующие силы находятся в одной плоскости, то мо-
ментом силы относительно точки называется произведение модуля 
силы на плечо, т. е. на длину перпендикуляра, восстановленного из 
точки, относительно которой берется момент, к линии действия си-
лы. Момент принято считать положительным, если он стремится 
повернуть тело против часовой стрелки (рис.3.2, а), и отрицатель-
ным (рис. 3.2, б), если вращение направлено в противоположную 
сторону. 
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               FaFM 10


               FbFM 20


 

Рис. 3.2. Правило знаков момента силы относительно точки  
в плоскости действия силы 

 

Необходимо отметить следующее: 
- момент силы не изменяется при переносе точки приложения 

силы вдоль линии ее действия; 
- момент силы относительно точки равен нулю только тогда, ко-

гда сила равна нулю или когда линия действия силы проходит через 
эту точку; 

- момент силы численно равен площади параллелограмма, по-
строенного на векторах r  и F , или удвоенной площади треуголь-
ника ОАВ (см. рис. 3.1). 

 

3.2. Равновесие твёрдых тел под действием ПСПРС 
 

До сих пор были рассмотрены частные случаи равновесия сил: 
а) когда к телу приложены силы, направленные по одной прямой; 
б) когда к телу приложено несколько сил, но линии их действия 

обязательно пересекались в одной точке; 
в) когда к телу приложены пары силы. 
В реальных условиях тело 

может находиться в равновесии 
под действием произвольно 
расположенной системы сил 
(рис. 3.3). Условием равновесия 
является равенство нулю глав-
ного момента и главного векто-
ра. На основании этого условия 
можно составить три уравнения 
равновесия сил, расположен-
ных в одной плоскости. В зави-

 
 

Рис. 3.3. Произвольная плоская  
система сил 
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симости от конкретных условий задачи эти три уравнения могут 
быть составлены по-разному. 

Поясним это следующим примером. На рис. 3.4 показана балка, 
нагруженная силами F1, F2. Требуется определить опорные реакции 
RAX, RAY, RB. 

 

 
 

Рис. 3.4. К рассмотрению вопроса об уравнениях равновесия сил 
 
Составим уравнения равновесия: 
 

;0
1




n

i
iXF  ;0cos2  AXRF  

 

;0)(
1




n

i
iA FM  ;0sin)(21  lRblFaF B         (3.1) 

 

;0)(
1




n

i
iB FM  .0)(sin 12  lRalFbF AY  

 
Уравнения равновесия можно было бы составить следующим 

образом: 
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;0
1




n

i
iXF  ;0cos2  AXRF  

 

;0
1




n

i
iYF  ;0sin21  BAY RFFR           (3.2) 

 

;0)(
1




n

i
iA FM  .0sin)(21  lRblFaF B  

 
Первый вид уравнений (3.1) более выгодный для решения задач, 

так как в каждое уравнение входит только одна неизвестная сила, ко-
торая может быть определена независимо от других неизвестных сил. 

Существует третий вид уравнений (уравнения трёх моментов): 
 

;0)(
1




n

i
iA FM  ;0)(

1




n

i
iB FM  ,0)(

1




n

i
iC FM        (3.3) 

 
здесь любые три точки А, В, С не должны лежать на одной прямой. 

При решении задач на равновесие рекомендуется соблюдать по-
следовательность действий, указанную в табл. 3.1. 

 
Т а б л и ц а  3.1 

 
Последовательность действий при решении задач на равновесие 

плоской системы произвольно расположенных сил 
 

Что нужно делать Иллюстрация действия 
1 2 

1. Выделить тело (точку), 
равновесие которого надо 
рассмотреть 
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Окончание табл. 3.1 
 

1 2 
2. Изобразить расчётную 
схему, условно изобразить 
опоры и заданные силы 

 
3. Отбросить опоры (связи), а 
направление их реакций изо-
бразить на схеме 

 
4. Провести оси координат 
так, чтобы одна ось была 
перпендикулярна некоторым 
неизвестным силам. Наме-
тить центры моментов в точ-
ке пересечения линий дейст-
вия двух неизвестных сил 
или на линии действия одной 
неизвестной силы 

 

5. Составить уравнения рав-
новесия объекта исследова-
ния 

;0
1




n

i
iXF  

;0)(
1




n

i
iA FM  

0)(
1




n

i
iB FM  

6. Решить уравнения равно-
весия и определить неиз-
вестные силы 

...

...
...





BY

BX

A

R
R
R

 

7. Проверить правильность 
решения задачи по уравне-
нию равновесия, которое не 
было использовано при ре-
шении задачи 

0
1




n

i
iYF  
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Плоская система параллельных сил (рис. 3.5). Пусть линии 
действия всех сил параллельны оси ОУ. Тогда уравнения равнове-
сия записываются в виде 

 

0
1




n

i
iYF ; 0)(

1
0 



n

i
iFM            (3.4) 

или 

0)(
1




n

i
iA FM ; 0)(

1




n

i
iB FM ,   (3.5) 

 
причём точки А и В не должны лежать на прямой, параллельной 
векторам сил. 

 

 
 

Рис. 3.5. Плоская система параллельных сил 
 

3.3. Статически определённые и статически  
неопределённые задачи 

 
Статически определёнными называют задачи, которые можно 

решать методами статики твёрдого тела, т. е. задачи, в которых чис-
ло неизвестных не превышает числа уравнений равновесия сил. 

Статически неопределёнными называют задачи с числом неиз-
вестных, превышающим число уравнений равновесия сил, т. е. за-
дачи, которые нельзя решать методами статики твёрдого тела и для 
решения которых нужно учитывать деформации тела, обусловлен-
ные внешними нагрузками. 
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К статически неопределённым задачам относятся задачи по оп-
ределению реакций опор составных конструкций (рис. 3.6). 

 

 
 

Рис.3.6. Составная конструкция 
 

План решения задачи на определение реакций опор составной 
конструкции 

 
1. К конструкции прикладывают все задаваемые силы. 
2. Отбрасывают внешние связи, заменяя их соответствующими 

реакциями. 
3. Заметив, что число неизвестных реакций связей больше числа 

уравнений равновесия, которые можно составить для полученной 
системы сил, конструкцию расчленяют, заменяя внутренние связи 
соответствующими реакциями (рис. 3.7). 

4. Каждое из тел, входящих в состав конструкции, рассматрива-
ют как свободное, находящееся под действием задаваемых сил и 
реакций внешних и внутренних связей. 

5. Сопоставляя общее число неизвестных величин и число всех 
уравнений равновесия сил, которые могут быть составлены после 
расчленения конструкции, устанавливают, является ли задача стати-
чески определенной. 

6. Составляют уравнения равновесия сил, приложенных к каж-
дому телу. 
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Рис. 3.7. Расчленённая составная конструкция 
 

7. Если задача статически определенна, то, решая полученную 
систему уравнений, определяют все неизвестные величины. 

 
3.4. Определение усилий в стержнях по способу Риттера 

 
Используем метод сечений для нахождения усилий в стержнях 

плоских ферм. Рассмотрим ферму, изображённую на рис. 3.8. На 
ферму действуют вертикальные внешние силы: реакции опор 
RA = 40 кН и RB = 20 кН и нагрузка F = 60 кН. 

 

 
 

Рис. 3.8. Схема фермы 
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При определении усилий все стержни фермы условимся считать 
растянутыми, знак «минус» в ответе будет означать, что стержень 
сжат. Допустим, требуется определить усилие в стержне 6 фермы. 
Для этого проводим сечение I-I, рассекая не более трех стержней, в 
том числе стержень 6, усилие в котором определяется. Мысленно 
отбрасываем левую часть фермы, заменяя ее действие на оставшую-
ся правую часть усилиями N6, N7 и N8, приложенными в соответст-
вующих сечениях стержней и направленными в сторону отброшен-
ной части (рис. 3.9). 

 

 
 

Рис. 3.9. Оставшаяся часть фермы 
 

Чтобы определить усилие N6 независимо от усилий N7 и N8, со-
ставляем уравнение моментов сил, действующих на правую часть 
фермы, относительно точки К, в которой пересекаются линии дей-
ствия сил N7 и N8. Эту точку называют точкой Риттера: 

 

;0)(
1




n

i
iK FM  

 
.05,16  aRhN B  

 
Так как h = 0,5a, то 
 

605,0/5,16  aaRN B  кН. 
 

Воспользуемся тем же сечением для определения усилия N7, не-
зависимо от усилий N6 и N8. Спроецируем все силы, действующие 
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на правую часть фермы, на вертикальную ось Y, так как проекции 
сил N6 и N8 на эту ось равны нулю: 

 

;0
1




n

i
iYF  ;045cos7  NRB  3,2845cos/7  BRN  кН. 

 
Для определения усилия N8 составим уравнение моментов этих 

же сил относительно точки Риттера L, в которой пересекаются ли-
нии действия сил N6 и N7: 

 

;0)(
1




n

i
iL FM  ;08  aRhN B  40/8  haRN B  кН. 

 
Знаки полученных ответов показывают, что стержень 6 растянут, 

а стержни 7 и 8 сжаты. 
Такой способ определения усилий в стержнях фермы предложен 

Риттером и носит название способа Риттера. 
 
 

Вопросы для самопроверки 
 

1. Что такое момент силы относительно точки? 
2. Будет ли изменяться момент силы относительно точки, если, 

не меняя направления, переносить силу вдоль линии ее действия? 
3. На тело действуют две силы F1 = 40 Н и F2 = 50 Н, как показа-

но на рис. 3.10 (а = 0,5 м, b = 0,8 м,  = 30°). Какая из сил создает 
больший момент относительно точки О? 

 

 
Рис. 3.10. К вопросу 3 
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4. Что такое главный вектор и главный момент плоской системы сил? 
5. Как аналитически найти главный вектор и главный момент 

данной плоской системы сил? 
6. В чем сходство и в чем различие между главным вектором 

плоской системы сил и ее равнодействующей? 
7. Сформулируйте теорему Вариньона. 
8. Какие уравнения (и сколько) можно составить для уравнове-

шенной произвольной плоской системы сил? 
9. Перечислите различные виды нагрузок на балку. 
10. Какие виды опор балок вы знаете? 
11. Сформулируйте основной закон трения. Что такое коэффици-

ент трения, угол трения и от чего зависит их значение? 
12. Брус находится в равновесии, опираясь на гладкую верти-

кальную стену и шероховатый горизонтальный пол; центр тяжести 
бруса находится в его середине. Можно ли определить направление 
полной реакции пола? 

 
Примеры 

 
Пример 50. Горизонтальная балка и рама, длина которой равна l, 

у одного конца закреплена шарнирно, а у другого конца В подвеше-
на к стене посредством тяги ВС, угол наклона которой к балке АВ 
равен . По балке перемещается груз F, положение которого опре-
деляется переменным расстоянием Х от шарнира А. Определить на-
тяжение N тяги ВС в зависимости от положения груза. Весом балки 
пренебречь (рис. 3.11). 

 
Рис. 3.11. К примеру 50 
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Решение. На балку наложены внешние связи  шарнир А и тяга 
ВС. Заменим их реакциями. Реакцию шарнира А представим через 
его составляющие RAX и RAY, а реакцию тяги N направим вдоль ли-
нии ВС (см. рис. 3.11). 

В данной задаче одна неизвестная величина  реакция N. Соста-
вим уравнение моментов сил: 

 

.0 sin

;0)(




NxF

FM iA  

 
Откуда имеем: 





 sin

xFN . 

 

Ответ: 





 sin

xFN . 

 
Пример 51. С помощью рычага-гвоздодера АВС из деревянного 

бруса вытаскивают гвоздь (рис. 3.12, а). Какой должна быть сила F, 
прикладываемая рабочим в начальный момент отжимания гвоздя, 
если сила сопротивления движению гвоздя составляет 1730 Н? При-
нять DВ = 35 мм и BС = 350 мм. Весом рычага пренебречь. 

Решение. В момент начала отжимания гвоздя рычаг под дейст-
вием силы F начинает поворот вокруг опорной точки В. Со стороны 
шляпки гвоздя на лапку АВ рычага в точке D действует нормальная 
реакция R = 1730 Н. Реакция опорной точки В из рассмотрения рав-
новесия рычага исключается. Полученная расчетная схема изобра-
жена на рис. 3.12, б. 

Рычаг находится в равновесии, если сумма моментов действую-
щих на него сил относительно точки вращения рычага (опорной 
точки) равна нулю: 

 

,0   ;0)(  DBRBEFFM iB  
 

где DB плечо силы R, 
BE = BC cos30  плечо силы F относительно точки В. 
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Рис. 3.12. К примеру 51 
 
Получаем: 

,010351730866,010350
;030cos

33

0




F

DBRBCF
 

 
отсюда F = 200 Н. Здесь ВС = 350 мм = 35010-3 м; DB = 35 мм = 
= 3510-3 м. 

В большинстве задач удобнее определять момент силы относи-
тельно точки, пользуясь разложением силы на составляющие и тео-
ремой Вариньона, согласно которой момент равнодействующей си-
лы равен сумме моментов ее составляющих. Поясним сказанное на 
примере (рис. 3.12, в). 

Здесь F2  составляющая силы F по направлению ВС; F1  со-
ставляющая по направлению нормали к ВС. Легко заметить, что со-
ставляющая F2 относительно точки В момента не создает, так как 
линия ее действия проходит через эту точку (плечо силы равно ну-
лю). Плечом же составляющей 0

1 30cos FF  является ВС. При 
решении задач разложение силы на составляющие можно не изо-
бражать на чертеже, а выполнять это действие мысленно. 

Итак, получаем ,030cos    ;0)( 0  DBRBCFFM iB  
отсюда F = 200 H. 

 

Ответ: F = 200 H. 
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Пример 52. Телескопическая стрела АВ автокрана (рис. 3.13, a) 
весом G = 4 кН с центром тяжести в точке С несет на конце груз 
F = 15 кН. Стрела удерживается в равновесии с помощью гидравли-
ческого домкрата DЕ. Принимая AB = 20 м, АС = 7 м и AD = 1,5 м, 
определить реакции опорного шарнира А и силу, нагружающую 
шток домкрата. 

а)          б) 

 
 

Рис. 3.13. К примеру 52 
 
Решение. Рассматриваем равновесие стрелы АВ. К ней приложе-

ны заданные активные силы  вес груза F и вес стрелы G. Рассматри-
вая тело АВ как свободное, отбрасываем связи (стержень домкрата 
DE и шарнирно-неподвижную опору А), заменяя их действие реак-
циями. Реакция RDE стержня направлена вдоль него к телу АВ (так как 
очевидно, что в нашем случае стержень сжат). Реакция опоры А зара-
нее по направлению неизвестна, поэтому заменяем ее двумя состав-
ляющими RX и RY по осям координат, принимая обычное вертикаль-
но-горизонтальное направление координатных осей. Расчетная схема 
изображена на рис. 3.13, б. Для полученной плоской произвольной 
системы сил составляем три уравнения равновесия (напоминаем, что 
в качестве центра моментов целесообразно выбирать точку пересече-
ния двух неизвестных сил  в нашем случае точку А): 

в) 



 109 

1) ;0)(  iA FM  

;030cos30cos 00  ABFACGADRDE  

,020866,0157866,045,1  DER  
 

отсюда 
RDE = 189 кH. 

 
2)  ;0 iXF  

;060cos 0  DEX RR  ,05,0189 XR  
 

откуда 
RX = 94,5 кH. 

 
3) ;0 iYF  ;030cos 0  FGRR DEY  

,0154866,0189 YR  
 

откуда 
RY = 145 кH. 

 
Составляем проверочное уравнение равновесия, в качестве кото-

рого может быть принято любое уравнение проекций или моментов, 
кроме уже использованных в решении. Возьмем, например: 

 

.034803490
13866,045,18189205,05,9420866,0)145(

30cos

60cos30cos)(
0

00







CBGDBR

ABRABRFM

DE

XYiB

 

 
Полученное небольшое расхождение в третьем знаке допустимо, 

так как объясняется погрешностью счета. Следовательно, реакции 
RX, RY и RDE определены верно. Реакция RY получилась отрицатель-
ной; это указывает на то, что ее действительное направление проти-
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воположно предварительно выбранному. Искомая сила, нагружаю-
щая шток домкрата DЕ, по модулю равна найденной реакции, а по 
направлению противоположна ей. 

В двух из трех уравнений равновесия, использованных в реше-
нии, содержалось более чем по одному из неизвестных, чего можно 
было избежать, направив координатные оси по-другому 
(рис. 3.13, в). При этом уже две точки (A и D) будут точками пересе-
чения двух неизвестных сил (так как изменилось направление со-
ставляющих реакций опоры А), что позволит применить другую 
систему уравнений равновесия: 

 
1) ;0)(  iA FM  

;030cos30cos 00  ABFACGADRDE  

.020866,0157866,045,1  DER  

 
Это уравнение осталось без изменений. Получаем  
 

RDE = 189 кH. 
 
2)     ;0)(  iD FM  

;030cos30cos 00  DBFDCGADRY  

05,18866,0155,5866,045,1 YR , 

 
отсюда 

RY = 173 кH. 
 
3) ;0 iXF  

;060cos60cos 00  FGRX  

05,0155,04 XR , 

 
отсюда 

RX = 173 кH. 
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Составляем проверочное уравнение равновесия: 
 

 00 30cos30cos FGRRF DEYiY  
 

.0866,015866,04189173   

 
Во втором варианте решения иным направлениям составляющих 

реакций RX и RY опоры А соответствуют и иные их значения. Полная 
реакция опоры RA не зависит от направления ее составляющих, в 
чем легко убедиться с помощью расчета: 

 

;22
YXA RRR   

 

2,173)145()5,94( 22 AR  кН  для первого варианта. 
 

2,173)173()5,9( 22 AR  кН   для второго варианта. 
 

Ответ: 189DER  кН; 2,173AR  кН. 
 
Пример 53. Однородная балка (рис. 3.14, а), сила тяжести кото-

рой 2 кН, закреплена в точке А с помощью шарнирно-неподвижной 
опоры и опирается в точке В на ребро стены. Найти реакции опор, 
если AD = 4 м, BD = 1 м. 

 

 
 

Рис. 3.14. К примеру 53 
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Решение. На балку действует одна активная сила - сила тяжести. 
Сила тяжести однородной балки приложена в ее середине (точка С). 
Освободим балку от связей, приложив к ней вместо связей силы ре-
акций (рис. 3.14, б). В точке А к балке надо приложить неизвестную 
по модулю и направлению реакцию RA. Разложим ее на две состав-
ляющие RAX и RAY. В точке В балка опирается на ребро. В таком слу-
чае реакция RB должна быть перпендикулярна балке AD. 

Сила тяжести вместе с реактивными силами представляет урав-
новешенную систему сил, произвольно расположенных в плоско-
сти, для которой можно составить три независимых уравнения рав-
новесия. 

Составим два уравнения проекций и одно уравнение моментов. 
Поместим начало осей координат в точке A и для упрощения урав-
нений направим оси X и Y по неизвестным составляющим RAX, RAY 
силы реакции. 

Спроецируем все силы на ось X и получим первое уравнение 
равновесия: 

 
.060cos 0  BAXiX RRF              (3.6) 

 
Сила тяжести G и составляющая RAY в уравнение не вошли, так 

как они перпендикулярны оси X и их проекции равны нулю. Проек-
ция силы RB взята со знаком «минус», так как соответствующий ей 
отрезок аb оси X направлен в сторону, противоположную положи-
тельному направлению оси X. 

Спроецируем все силы на ось Y: 
 

.030cos 0  BAYiY RGRF        (3.7) 
 
Сила G полностью проецируется на ось Y, так как она ей парал-

лельна. RAY проецируется полностью по той же причине. Проекция 
силы RB взята со знаком «плюс», так как она совпадает с положи-
тельным направлением оси Y. 

Для составления уравнения моментов в качестве центра момен-
тов может быть выбрана любая точка плоскости, но для получения 
более простого уравнения следует воспользоваться следующей ре-
комендацией: в качестве центра моментов надо выбирать ту точку, 



 113 

через которую проходит большее число неизвестных сил. В таком 
случае уравнения неизвестных сил в уравнение моментов не войдут, 
так как их моменты окажутся равными нулю. Из рисунка видно, что 
в качестве центра моментов следует взять точку А. Тогда третье 
уравнение будет иметь вид 

 

,0)(  ABRAEGFM BiA  
где 

.30cos
2

30cos 00 
ADACAE  

 
Перепишем уравнение моментов: 

 

.030cos
2

)( 0  ABRADGFM BiA   (3.8) 

 
Момент силы тяжести взят с положительным знаком в силу того, 

что он направлен по часовой стрелке. Момент реакции RB направлен 
против часовой стрелки, поэтому он взят со знаком «минус». 

Из уравнения (3.8) 
 

15,1
32
866,042

2
30cos 0











АВ

ADGRB  кН. 

 
Из уравнения (3.7) получим: 
 

1866,015,1230cos 0  BAY RGR  кН. 
 
Из уравнения (3.6) найдем 
 

58,05,015,160cos 0  BAX RR  кН. 
 

Для проверки правильности решения воспользуемся уравнением 
моментов относительно точки С: 

 

.030sin30cos)( 00  BCRACRACRFM BAXAYiC  
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Если после подстановки значений RAX, RAY, RB уравнение превратит-
ся в тождество вида 0 = 0, то, значит, задача решена верно. Подставив 
числовые значения, получим 0115,15,0258,0866,021  , 
т. е. 0 = 0. Задача решена правильно. 

Полная реакция опоры :AR  
 

16,158,01 22 AR  кН. 
 
Ответ: 16,1AR  кН; 15,1BR  кН. 
 
Пример 54. Однородная балка (рис. 3.15, a), сила тяжести кото-

рой G = 600 Н, прикреплена к полу в точке А с помощью шарнирно-
неподвижной опоры; в точке В поддерживается стержнем, имею-
щим на концах шарниры. К концу балки С прикреплена веревка, 
перекинутая через блок и несущая груз F = 200 Н. Найти реакции 
опор, если АС = 6 м, АВ = 4 м. Трением на блоке пренебречь. 

 
          а)     б) 

 
 

Рис. 3.15. К примеру 54 
 
Решение. Освободим балку от связей, отбросив все связи и за-

менив их силами реакций (рис. 3.15, б). 
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В точке А балка имеет шарнирно-неподвижную опору, направле-
ние реакции которой неизвестно ни по модулю, ни по направлению. 
Разложим ее на две неизвестные составляющие RAX, RAY, направив 
их вдоль выбранных осей координат. 

В точке С балка имеет связь в виде гибкой нити, реакция которой 
всегда направлена вдоль нити в сторону от рассматриваемого тела. 
Известно, что блок изменяет лишь направление силы, не меняя ее 
числового значения, значит, N1 = F = 200 H. 

Опора в точке В представляет собой стержень с шарнирами на 
концах. Его реакция направлена по прямой, соединяющей центры 
шарниров, т. е. по стержню. Если реакция нити всегда направлена от 
тела, то реакция стержня может быть направлена как от тела, так и к 
телу. Если стержень растягивается, то его реакция направлена от 
рассматриваемого тела, при сжатии - в сторону от стержня к телу. 
При составлении уравнения равновесия все стержневые связи ус-
ловно считаются растянутыми. Если в результате решения задачи 
реакция какого-либо стержня окажется отрицательной, то это озна-
чает, что данный стержень не растянут, а сжат. 

На балку действует плоская система произвольно расположен-
ных сил. Составим три уравнения равновесия: 

 

.0)(    ;0    ;0   iAiYiX FMFF  
 
Начало осей координат поместим в точку А, направив ось Х 

вдоль балки, а Y  перпендикулярно к балке. В качестве центра мо-
ментов по-прежнему возьмем точку А. Тогда уравнение проекций на 
ось Х примет вид 

 
.030cos 0  GRF AXiX          (3.9) 

 
Силы N2, N1 не вошли в уравнение, так как они перпендикулярны 

оси Х. 
Спроецируем силы на ось Y: 

 
.060cos 0

21  GNNRF AYiY      (3.10) 
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Составляющая RAX не вошла в данное уравнение, так как она 
перпендикулярна оси Y. 

Составим уравнение моментов относительно точки А. Для нахо-
ждения плеч сил опустим из точки А перпендикуляры на линии дей-
ствия всех сил. Плечом силы G будет отрезок AD, плечом силы N2 
будет отрезок AB, плечом силы N1 будет отрезок AC. 

Уравнение моментов имеет вид 
 

0)( 12  ACNABNADGFM iA .  (3.11) 
 
Моменты сил G и N2 направлены по часовой стрелке, поэтому 

они вошли в уравнение с положительным знаком. Момент силы RC 
направлен против часовой стрелки, поэтому имеет знак «минус». 

Из уравнения (3.11) 
 

./)( 12 ABADGACNN   
 
Из рис. 3.15, б видно, что  060cos)2/( ACAD   5,0)2/6(  
5,1  м. 

Подставив числовые значения и вспомнив, что N1 = F = 200 H, 
получим: 

754/)5,16006200(2 N  Н. 
 

Из уравнения (3.10) 
 

.60cos 1
0

2 NGNRAY   
 
Подставив значения сил, получим: 

 
1752005,060075 AYR  Н. 

 
Из уравнения (3.9) 
 

520866,060030cos 0  GRAX  Н. 
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Проверим правильность решения задачи, составив уравнение 
моментов относительно точки В: 

 
.0)( 1  BCNBEGABRFM AYiB  

 
Из рис. 3.15, б видно, что 5,030sin1 0 BE  м, тогда 
 

.                           
;                     

;,)F(M iB

00
0700700

02200506004175





 

 
При подстановке получили тождество 0 = 0, значит, задача реше-

на верно. 
Полная реакция опоры :AR  
 

66,548520175 22 AR  кН. 
 

Ответ: 66,548AR  кН; 75BR  кН. 
 
Пример 55. Брус (рис. 3.16, а) шарнирно закреплен в точке А, а в 

точке В опирается на выступ стенки, образуя с горизонтальной 
плоскостью угол 30. В точке С на расстоянии АС = 1 м брус нагру-
жен перпендикулярной к нему силой F = 800 Н. Определить реак-
цию шарнира А и выступа, если АВ = 2,4 м. 

Решение. Порядок решения этой задачи может быть следующим: 
1. Изобразим заданный груз вместе с нагрузками на рисунке, со-

блюдая при этом угол наклона бруса и масштаб для размеров по его 
длине (рис. 3.16, б). 

2. Освободим брус от связей (в точках А и В), заменив эти связи 
их реакциями. Нужно помнить, что при свободном опирании тела о 
связь реакция связи направлена от связи к телу перпендикулярно 
либо поверхности тела, либо поверхности связи. В данном случае 
конец бруса В опирается на выступ стены, значит, реакция выступа 
направлена перпендикулярно брусу (рис. 3.16, б и 3.16, в). Направ-
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ление реакции неподвижного шарнира А, как правило, заранее неиз-
вестно, и поэтому эту реакцию заменяем ее составляющими, на-
правленными вдоль выбранных координатных осей Х и Y. Приняв за 
начало координат точку А, можно придать осям обычное горизон-
тально-вертикальное положение (рис. 3.16, б), тогда реакция RA 
шарнира А заменяется составляющими RAX и RAY. Но можно выбрать 
иное направление осей, например: ось Х совместить с брусом АВ, а 
ось Y направить перпендикулярно брусу (рис. 3.16, в), тогда реакция 
шарнира А заменяется составляющими '

AXR  и '
AYR . 

 

 
 

Рис. 3.16. К примеру 55 
 
3. Для получившейся расчетной схемы действия на брус плоской 

системы четырех сил составим три уравнения равновесия. Если за-
дача решается по схеме на рис. 3.16, б, то целесообразно составить 
уравнения: 

а)   0iXF   алгебраическую сумму проекций всех сил на ось Х; 

б)   0iYF   алгебраическую сумму проекций всех сил на ось Y; 

в)   0)( iA FM   алгебраическую сумму моментов всех сил 
относительно шарнира А. 

Если задача решается по схеме на рис. 3.16, в, то целесообразно 
составить уравнения: 
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а')   0iXF   алгебраическую сумму проекций всех сил на ось Х; 

б')   0)( iA FM   алгебраическую сумму моментов всех сил 
относительно точки А (неподвижного шарнира); 

в')   0)( iB FM   алгебраическую сумму моментов всех сил 
относительно точки В. 

4. Решить уравнения и найти численные значения сил RB, RAX, RAY 
(или '

AXR  и '
AYR ). 

5. Сложить по правилу параллелограмма составляющие RAX и RAY 

(или '
AXR  и '

AYR ) и найти численное значение 22
AYAXA RRR   и 

направление вектора RA относительно бруса АВ (RA, АВ). Вектор RA 
изобразить на рисунке. 

6. Проверить правильность решения задачи. В данном случае 
проверку решения следует выполнить, используя теорему о равен-
стве трех непараллельных сил, лежащих в одной плоскости: изобра-
зить брус АВ, точно соблюдая требования, содержащиеся в условии 
задачи, провести линии действия данной силы F и найденной реак-
ции RA (эти линии пересекутся в какой-то точке D). Если задача ре-
шена правильно, то линия действия реакции RA, проведенная под 
найденным углом  = (RA, АВ), пройдет также через точку D. 

Для бруса, изображенного на рис. 3.16, а, решение выглядит так. 
По схеме на рис. 3.16, б уравнения имеют вид: 
а)   0iXF ; ;030sin 0  BAX RR  

б)   0iYF ; ;060sin800 0  BAY RR  

в)   0)( iA FM ; .060sin18004,2 0 BR  
Из уравнения (в) получаем: 

 

289
4,2

60sin1800 0




BR  Н. 

 
Из уравнения (а) получаем: 
 

5,14430sin289 0 AXR  Н. 
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Из уравнения (б) получаем: 
 

55060sin289800 0 AYR  Н. 
 

Численные значения RAX и RAY получились положительными, зна-
чит, они в действительности направлены так, как показано на ри-
сунке, т. е. RAX вправо вдоль оси Х, а RAY  вверх вдоль оси Y 
(рис. 3.17, а). Если бы какая-либо из составляющих получилась от-
рицательной, это означало бы, что она направлена в противополож-
ную сторону относительно направления, указанного на рисунке. 

Определяем численное значение реакции шарнира А: 
 

6,5685505,144 22 AR  Н 569  Н. 
 

Определяем угол  образуемый вектором RA с осью Х (рис. 3.17): 
 

.75'1575     ;254,0
569

5.144cos 00 
AY

AX

R
R

 

 
Таким образом угол  = (RA, АВ) = 75  30 = 45. 
 

 
 

Рис. 3.17. К примеру 55 Рис. 3.18. К примеру 55 
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Решая задачу по схеме на рис. 3.16, в, получим такие уравнения: 
а')   0iXF ; 060cos800 0' AXR ; 

б')    0iA FM


; ;060sin18004,2 0 BR  

в')    0iB FM


; .04,260sin4,1800 '0  AYR  
Последовательно из уравнений (а'), (б') и (в') находим: 
 

289BR  Н; 400' AXR  Н и 403' AYR  Н. 
 
Значит, в этом случае направления составляющих RAX и RAY сов-

падают с положительным направлением осей (рис. 3.17, б). 
Численное значение реакции шарнира А 
 

8,567403400 22 AR  Н; 
 

.45),(    ;101,1
400
403 0

'

'

 ABR
R
Rtg A

AY

AX  

 
Как видим, результаты обоих решений полностью совпадают. 

Незначительные различия в ответах лежат в пределах, допустимых 
при подсчете. Проверив решение (см. п. 6), увидим (см. рис. 3.18), 
что линии действия трех сил F, RA, RB пересекаются в одной точке. 
Значит, задача решена правильно. 

 
Ответ: 8,567AR  Н; 289BR  Н. 
 
Пример 56. Однородный брус АВ весом G = 16 Н опирается кон-

цом А на гладкий горизонтальный пол и промежуточной точкой на 
ребро D. Брус удерживается под углом  = 60° к горизонтали верев-
кой ЕF, перпендикулярной к оси бруса, причем BD = DE = EA. Оп-
ределить натяжение веревки EF и реакции опор A и D (рис. 3.19, а). 
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  а)      б) 
 

Рис. 3.19. К примеру 56 
 

Решение. Прикладываем к брусу в середине его длины О вес 
бруса G (рис. 3.19, б). Освобождаем брус от трех связей и заменяем 
их реакциями RA, N и RD. Направления этих реакций известны, а их 
модули получим из системы трех уравнений равновесия. 

В рассматриваемом примере нет точки приложения двух неиз-
вестных сил, относительно которой, как правило, составляется 
уравнение моментов. 

Найдем точку пересечения линий действия двух неизвестных 
сил, например, N и RA, и примем ее за центр моментов. Тогда силы N 
и RA не будут иметь моментов относительно этой точки К. Плечи 
сил RD и G найдем, опустив перпендикуляр из точки К на линии 
действия этих сил. Обозначим длину бруса L, тогда: 

 
ВD = DE = EA = L / 3, AO = L / 2. 

 
Проведем оси координат через точку В (рис. 3.19, б). 
Уравнения равновесия сил: 
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0)(  iK FM ; 03/60cos2/ 0  LRLG D , 
 

откуда 
125,0162/360 cos2/3 0  GRD  Н.        (3.12) 

 
060 cos60 cos    ; 0 00  DAiy RGNRF ;     (3.13) 

 

.030 cos30 cos     ;0 00  GRF Aix        (3.14) 
 
Из уравнения (3.14) получим: 
 

16 GRA  Н. 
 

Подставим в уравнение (3.13) значение 16AR  Н. 
Имеем 

0 DRN  и 12 DRN  Н. 
 

Из анализа результатов решения увидим, что силы G и RA со-
ставляют пару сил, а силы RD и N  другую пару. Моменты этих пар 
равны по величине и противоположны по знаку, что позволяет брусу 
находиться в равновесии. 

 

Ответ: 12DR  кН; 16AR  кН; 12N  кН. 
 
Пример 57. Определить реакции опор консольной балки АВ весом 

G = 15 кН, находящейся под действием сил F1 = 40 кН, F2 = 30 кН и 
пары с моментом │М│= 30 кН∙м. Размеры балки: АВ = 9 м; 
АС = 1,5 м; CD = 6 м; CE = 2 м (рис. 3.20, а). 

 

 
 

Рис. 3.20. К примеру 57 
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Решение. Решаем задачу согласно общей методике решения рав-
новесных задач: 

1. Рассматриваем равновесие плоской системы сил, действую-
щих на балку АВ. 

2. Показываем действующие на балку заданные силы: F1, F2, па-
ру сил с моментом М, а также вес балки G, приложенный в середине 
длины АВ. 

 
а)       б) 

 
 

Рис. 3.21. К примеру 57 
 
3. Мысленно отбрасываем связи балки: шарнирно-подвижную 

опору D и шарнирно-неподвижную опору С, заменяя их действие 
соответствующими реакциями (рис. 3.21, б). Направление реакции 
опоры С неизвестно, поэтому представим реакцию RС в виде двух 
составляющих RCX и RCY по осям координат X и Y. Выбор направле-
ния осей обусловлен характером задачи, оси могут иметь любое на-
правление. Реакция опоры RD направлена вертикально. 

4. Для плоской системы сил F1, F2, G, RCX, RCY, RD и пары сил с 
моментом М составим систему из трех уравнений равновесия: 

 
.0            ;0          ;0)(   iYiXiO FFFМ  

 
При составлении первого уравнения за центр моментов О при-

нимается, как правило, точка, относительно которой моменты наи-
большего числа неизвестных сил равны нулю. Такой точкой в задаче 
является точка С. 

Уравнения равновесия системы сил: 
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 ;0)(  iC FМ ;0  21  MCDRCOGCEFCKF D  
 

;060 cos  ;0 0
1  CXiX RFF  

 
.003 cos  ;0 2

0
1  DCYiY RGFRFF  

 
Перпендикуляр 3,1866,05,160 sin 0  ACСK  м. 
5. Из трех уравнений равновесия определяем искомые реакции: 
 





CD

MCOGCEFCKFRD
21  

 

8,13
6

303152303,140



  кН. 

 
Из уравнений, составленных выше: 
 

205,04060 cos 0
1  FRСX  кН; 

 

 8,131530866,04030 cos 2
0

1 DCY RGFFR  

8,65  кН. 
 

Все ответы имеют знак «плюс», следовательно, принятые на-
правления сил RСX, RCY, RD совпадают с действительными. 

Определим модуль и направление реакции RC опоры С. 
 

8,6882,6520222  CYCXC RRR  кН; 
 

  ;291,0
8,68

20, cos 
C

CX
C

R
RiR  

 

  ;956,0
8,68
8,65, cos 

C

CY
C

R
RjR  
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    .17,  ;73, 00  jRiR CC  
 

Ответ: 8,13DR  кН; 8,68CR  кН. 
 
Пример 58. Горизонтально расположенный вал установлен в 

подшипниках (рис. 3.22, a) На валу закреплены зубчатые колеса 1 и 
2. Зубчатые колеса передают на вал в точках C и D силы, направ-
ленные вертикально вниз: F1 = 400 H и F2 = 80 H. Определить опор-
ные реакции. 

 
 

а) 
 
 
 
 
 

б) 
 
 
 
 
 

в) 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.22. К примеру 58 
 
Решение. 
1. Выполним расчетную схему. На рис. 3.22, а видно, что левый 

подшипник не препятствует валу перемещаться вдоль его оси, по-
этому на схеме (рис. 3.22, б) изображаем его шарнирно-подвижной 
опорой. Правый подшипник препятствует перемещению вала вдоль 
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его продольной оси. На схеме этот подшипник изображаем шарнир-
но-неподвижной опорой. Вал заменяем одной линией  его осью. 
Реакции подшипников распределены по поверхности соприкосно-
вения подшипника и вала. На схеме эти силы можно изобразить со-
средоточенными в точках А и В. Так как заданные силы направлены 
перпендикулярно оси вала вниз, то реакции опор будут направлены 
перпендикулярно вверх. По условию задачи силы F1 и F2 приложе-
ны в точках C и D. 

2. Отбросим опоры, а их действие заменим реакциями RА и RB 
(рис. 3.22, в). Получаем систему параллельных сил, расположенных 
в одной плоскости. 

3. Составим уравнения равновесия сил, приложенных к валу. 
Сумма моментов всех сил относительно точки В равна нулю: 

 

 ;0)(  iB FМ  .02,03,05,0 21  FFRA  
 
Подставляя известные значения, получим: 
 

208
5,0

104   ;02,0803,04005,0  AA RR  Н. 

 
Аналогично найдем сумму моментов всех сил относительно точ-

ки А (см. рис. 3.22, в): 
 

 ;0)(  iA FМ  .02,05,07,0 12  FRF B  
 
Подставляя известные значения, получим: 
 

272
5,0

136    ;02,04005,07,080  BB RR  Н. 

 
4. Произведем проверку правильности определения опорных реакций. 

Для этого воспользуемся уравнением    ;0iYF   21 FRFR BA  
.080272400208   

Следовательно, опорные реакции определены правильно. 
 

Ответ: 208AR  Н; 272BR  Н. 
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Пример 59. (рис. 3.23, a). Однородная стрела АВ настенного кра-
на весом 1,6 кН, несущая груз весом 8 кН, удерживается в равнове-
сии тросом СD. Приняв АВ = 2,6 м и СB = 0,8 м, определить реак-
ции опорного шарнира А и силу натяжения троса СD. 

 
 

 
 

а)     б) 
 

Рис. 3.23. К примеру 59 
 

Решение. На стрелу наложены внешние связи – шарнир A и тяга 
CD. Заменим их реакциями. Реакцию шарнира A представим через 
его составляющие AXR  и AYR , а реакцию тяги CDN  направим 
вдоль линии CD (рис. 3.23, б). 

Запишем уравнения равновесия для стрелы AB: 
 




















.0

;0

;0)(

iy

ix

iA

F

F

FM


 

030cos30cos60cos 000  AOGABFCANCD ; 
0 CDAX NR ; 
0 FGRAY . 

 
Из первого уравнения 
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



 0

00

60cos
30cos30cos

CA
AOGABFNCD  

;
60cos)(

30cos
2

30cos
0

00

CВAB

ABGABF




  

 

22
60cos)8,06,2(

30cos
2
6,26,130cos6,28

0

00





CDN  кН; 

 

22 CDAX NR  кН; 
 

;FGRAY   6,986,1 AYR  кН. 
 
Реакция опорного шарнира: 
 

;22
AYAXA RRR   

 

246,922 22 AR  кН. 
 
Ответ: 24AR  кН; 22CDN  кН. 
 
Пример 60. Кран для подъема небольших грузов имеет верти-

кальную ось вращения АВ (рис. 3.24, а). Высота крана Н = 4 м, рас-
стояние центра тяжести С до оси вращения  = 0,6 м. Сила тяжести 
крана 3,2 кН. Груз F = 8 кН подвешен в точке D. Расстояние между 
осью вращения AB и линией действия силы тяжести груза  = 2,5 м. 
Определить реакции подшипника A и подпятника B. 

Решение. Будем рассматривать равновесие крана. Действие 
подшипника и подпятника заменим их реакциями (рис. 3.24,б). За-
пишем уравнение равновесия крана: 

 

  ;0)( KA FM  0'  ABRACGADF BX  
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(линии действия сил AR  и BYR  проходят через точку А, поэтому их 
моменты относительно этой точки равны нулю) 

 

0 HRGF BX , 
H

GFRBX





; 

 

48,5
4

6,02,35,28



BXR  кН. 

 

 
а)        б) 

 
Рис. 3.24. К примеру 60 

 
Спроецируем силы на оси OX и OY: 
 

  0KхF ; 0 BXA RR ; BXA RR  ; 48,5AR  кН. 
 

  0KYF ; 0 FGRBY ; FGRBY  , 
 

2,1182,3 BYR  кН. 
 

Сила реакции подпятника В:  
 

22
BYBXB RRR  ; 49,122,1148,5 22 BR  кН. 

 
Ответ: 48,5AR  кН; 49,12BR  кН. 
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Пример 61. Однородная балка шарнирно закреплена в точке А и 
удерживается в горизонтальном положении тросом, прикрепленным 
одним концом к балке в точке В, а другим - к вертикальной стенке в 
точке С. Тележка с грузом находится на балке в указанном на 
рис. 3.25, а положении. Расстояние  = 8 м, а = 3 м, b = 1,8 м. Угол 
 = 30°. Силу тяжести балки не учитывать. Сила тяжести тележки с 
грузом G = 20 кН. Вычислить натяжение троса CB и реакции шар-
нирной опоры A. 

 

 
а)     б) 

 

Рис. 3.25. К примеру 61 
 

Решение. Заменяем действия опор их реакциями. Рассмотрим 
балку, которая находится в равновесии (рис. 3.25, б). Моменты сил 
относительно точки А скомпенсированы: 

 

  ,0)( KA FM  .0sin  ADGABNCB  
 

Плечи сил AXR


 и AYR


 относительно точки А равны нулю. 
 

,0)
2

(sin 
baGNCB   






sin
2



ba
GNCB ; 

 

5,19
30sin8
2
8,13

20 0 



CBN  кН. 
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Спроецируем силы, действующие на балку, на оси OX и OY: 
 

  0iX ; 0cos  CBAX NR ; ,cos CBAX NR  

9,1630cos5,19 0 AXR  кН. 
 

  0iY ; 0sin  GNR CBAY ; .sin CBAY NGR  

25,1030sin5,1920 0 AYR  кН. 
 
Сила реакции шарнирной опоры А:  
 

22
AYAXA RRR  ; 

8,1925,109,16 22 AR  кН. 
 

Ответ: 5,19CBN  кН; 8,19AR  кН. 
 
Пример 62. Автомобильный кран, схематически изображенный 

на рис. 3.26, а, удерживает в поднятом положении груз F = 20 кН. 
Сила тяжести металлической конструкции крана равна 6,2 кН и 
приложена в точке С. Кран опирается на шарнирную опору в точке 
В и удерживается в равновесии упором в точке D. Расстояние от ли-
нии действия груза F до вертикальной оси  = 2,4 м. Расстояние от 
центра тяжести С до вертикальной оси а = 0,4 м. Точка упора В рас-
положена на расстоянии b = 0,6 м от вертикальной оси КВ. Опреде-
лить реакции упора D и шарнирной опоры В. 

Решение. Обозначим все силы, действующие на кран. При этом 
заменим действие упора D и опоры B на кран их реакциями DR


 и 

BR


 (рис. 3.26, б). 
Запишем дважды уравнение равновесия для крана – сначала от-

носительно точки В, потом – для точки D: 
1.   ,0)( KB FM


 ,0 FaGbRD  плечо силы BR


 рав-

но нулю. 
2.   0)( KD FM


; ,0)()(  bFbaGbRB   плечо силы 

DR


 равно нулю. 
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Из первого уравнения 
 

b
FaGRD


 ; 13,84

6,0
4,2204,02,6



DR  кН. 

 
Из второго уравнения 
 

,)()(
b

bFbaGRB





 

 

33,110
6,0

)6,04,2(20)6,04,0(2,6



BR  кН. 

а)       б) 

 
 

Рис. 3.26. К примеру 62 
 
Ответ: 33,110BR  кН; 13,84DR  кН. 
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Пример 63. Рычаг АВ имеет шарнирную опору А и в точке D опи-
рается на гладкую цилиндрическую поверхность (рис. 3.27, а). К рыча-
гу в точке В прикреплен горизонтально направленный канат, натяну-
тый силой F = 15 кН. Длина  = 800 мм. Угол  = 45°. Вычислить реак-
ции в точке D и шарнира А. Сила тяжести рычага АВ равна 600 Н. 

 
а)         б) 

 
 

Рис. 3.27. К примеру 63 
 
Решение. Действие опор заменяем их реакциями, при этом реак-

цию шарнира А раскладываем на 2 составляющие: AXR  и AYR  
(рис. 3.27, б). Рычаг находится в равновесии, поэтому моменты всех 
сил скомпенсированы. Запишем уравнение равновесия для точки А: 

 

  0)( KA FM ; 0)90cos(
2

cos
2

0  
 FGRD ; 

 cossin2 GFRD , 
64,2145cos6,045sin152 00 DR  кН. 

 
Спроецируем все силы на оси OX и OY: 
 

  0KXF ; 0sin  DAX RFR ; FRR DAX  sin , 

3,01545sin64,21 0 AXR  кН. 

  0KYF ; 0cos  GRR DAY ;  cosDAY RGR , 
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7,1445cos64,216,0 0 AYR  кН (знак «минус» показыва-

ет, что направление силы AYR


 противоположно выбранному). 
Реакция шарнира А 
 

22
AYAXA RRR  = 7,142,2167,143,0 22   кН. 

 
Ответ: 64,21DR  кН; 70,14AR  кН. 
 
Пример 64. Брус АВ прикреплен к стенке шарниром В и свободно 

опирается на гладкую наклонную плоскость в точке А (рис. 3.28, а). 
Угол  = 30°. Длина  = 1,5 м. В точке D к брусу приложена сила 
F = 30 кН. Найти реакции шарнира В и опорной плоскости в точке А, 
учитывая собственную силу тяжести бруса, равную 400 Н. 

 

 
 

Рис. 3.28. К примеру 64 
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Решение. Заменим действие на брус шарнира В и плоскости А их 
реакциями BR


 и AR


, причём BYBXB RRR


  (рис. 3.28, б). 

Брус находится в равновесии, поэтому: 
 

  0)( KB FM ; 0
2

cos
3

cos 


 GFRA ; 

 cos
2
1cos

3
1 GFRA ; 

83,830cos4,0
2
130cos30

3
1 00 AR  кН. 

 
Спроецируем силы, действующие на брус на координатные оси: 
 

  0KXF ; 0sin  ABX RR ;  sinABX RR ; 

42,430sin83,8 0 BXR  кН. 

  0KYF ; 0cos  GFRR ABY ; 

 cosABY RGFR ;  
75,2230cos83,84,030 0 BYR  кН. 

 
Реакция шарнира: 
 

22
BYBXB RRR  ; 18,2375,2242,4 22 BR  кН. 

 
Ответ: 18,23BR  кН; 83,8AR  кН. 
 
Пример 65. Балка АВ длиной  = 4 м расположена горизонталь-

но. В точке А балка прикреплена к стенке при помощи шарнира, а 
другим концом в точке В удерживается тросом ВС (рис. 3.29, а). 
Угол, образованный направлением троса и осью балки  = 45°. К 
балке приложены две силы: в точке В  1F  = 20 кН, в точке D  

2F  = 8 кН. Вычислить реакцию шарнира А и натяжение троса ВС. 
Вес балки не учитывать. 
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а)    б) 

 
 

Рис. 3.29. К примеру 65 
 
Решение. Рассмотрим равновесие бруса (рис. 3.29, б). Моменты 

всех сил, действующих на брус, скомпенсированы, т. е. 
 

  0)( KA FM ; 0
2

sin 12  


 FFN BC ; 





sin

5,0 21 FFN BC ; 94,33
45sin

85,020
0 


BCN  кН. 

 
Спроецируем все силы, действующие на балку, на координатные 

оси: 

  0KXF ; 0cos  BCAX NR ; 

 cosBCAX NR ; 2445cos94,33 0 AXR  кН. 

  0KYF ; 0sin 21  FFNR BCAY ; 

 sin21 BCAY NFFR ; 445sin94,33820 0 AYR  кН. 
22
AYAXA RRR  ; 33,24424 22 AR  кН. 

 
Ответ: 33,24AR  кН; 94,33CBN  кН. 
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Пример 66. Брус АВ длиной  = 4 м и силой тяжести 0,4 кН за-
креплен шарнирно в точке А и опирается на выступ стены в точке С 
(рис. 3.30, а). К концу стержня в точке В подвешен груз F = 0,6 кН. 
Ось бруса образует с горизонтом угол  = 30°. Точки А и Е располо-
жены на одной горизонтальной прямой. Высота ЕС = 1,2 м. Опреде-
лить реакцию в точке С и реакции шарнирной опоры А. 

 

 
 

Рис. 3.30. К примеру 66 
 
Решение. Обозначим все силы, действующие на брус. Реакцию 

шарнирной опоры AR  разложим на две составляющие AXR  и AYR  
(рис. 3.30, б). Так как брус находится в равновесии, то моменты сил 
скомпенсированы: 

 

  0)( KA FM ; 0coscos  ABFAOGACRC ; 

0coscos
2sin




 
 FGECRC ; 
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EC

FG
RC 2

sincos2)
2

( 





; 


 2sin
2

)5,0(


EC
FGRC ; 

15,160sin4
2,12

)6,04,05,0( 0 



CR  кН. 

 
Спроецируем все силы, действующие на брус, на координатные 

оси: 

  0KXF ; 0sin  CAX RR ;  sinCAX RR ; 

58,030sin15,1 0 AXR  кН. 

  0KYF ; 0cos  FGRR CAY ; 

FGRR CAY  cos ; 

004,06,04,030cos15,1 0 AYR  кН. 
 
Реакция шарнира А: 
 

22
AYAXA RRR  ; 58,0004,058,0 22 AR  кН. 

 
Ответ: 15,1CR  кН; 58,0AR  кН. 
 
Пример 67. Стержень АВ длиной  = 2 м и силой тяжести 0,5 кН 

опирается одним концом А на горизонтальную гладкую плоскость, 
образуя с горизонтом угол  = 45° (рис. 3.31, а). Стержень удержива-
ется в равновесии тросом OС, наклоненным к горизонту под углом 
 = 30°. Определить реакцию в точках А и В и натяжение троса ОС. 

Решение. Обозначим силы, действующие на стержень АВ 
(рис. 3.31, б). Стержень находится в равновесии. Сумма проекций 
всех сил на ось X и Y равна нулю. Моменты всех сил относительно 
любой точки скомпенсированы. 
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а)     б) 

 
 

Рис. 3.31. К примеру 67 
 
Для нахождения трёх неизвестных ( AR , OCN , BR ) составим сис-

тему из трёх уравнений: 
 




















.0

;0

;0)(

KY

KX

KA

F

F

FM

 


















.0sin
;0cos

;0))(90cos(

cos)90cos(
0

0

OCA

OCB

OC

B

NRG
NR

ACN
AOGABR

 

 
Из 2-го и 3-го уравнений: 
 

,cos OCB NR  
 sinOCA NGR   подставим в 1-е уравнение 

.0)sin(
2

cossincos  ACNGN OCOC


  



 141 

АС найдём из ΔОСА: по теореме синусов 
 

))(180sin(sin 0 



OAAC

, 
)sin(

cos
sin 





AC

, 

)sin(
cossin




AC , 

0
)sin(

cossin)sin(
2

coscossin 






 OCOC NGN ; 

0cossincos5,0cossin  OCOC NGN . 
 cos5,0)cos(cossin GNOC , 

)cos(cos2 


tg
GNOC . 

72,2
)45cos30(cos302

5,0
000 




tg
NOC  кН. 

 
Определим BR  и AR : 
 

 cosOCB NR , 36,230cos72,2 0 BR  кН. 

 sinOCA NGR  86,130sin72,25,0 0 AR  кН. 
 
Ответ: 86,1AR  кН; 36,2BR  кН; 72,2OCN  кН. 
 
Пример 68. Кран-мачта при подъеме груза F = 30 кН находится в 

положении, указанном на рис. 3.32, а. Нижний конец стрелы шар-
нирно опирается в точке А, а верхний конец стрелы удерживается в 
равновесии при помощи троса, прикрепленного в точках В и С. Си-
ла тяжести стрелы 2 кН. Точки А и С расположены на одной гори-
зонтальной прямой. Длина стрелы крана АВ = 10 м. Угол  = 45° и 
угол  = 30°. Вычислить реакции шарнирной опоры А и натяжение 
троса СВ. 

 
 



 142 

а)     б) 

 
 

Рис. 3.32. К примеру 68 
 

Решение. Обозначим все силы, действующие на стрелу крана 
(рис. 3.32, б). Моменты этих сил относительно точки А скомпенси-
рованы, т. к. стрела находится в равновесии. 

 

  0)( KA FM ; 

0coscos)90cos( 0  AOGABFABN BС ; 

0cos
2

cos)cos( 
ABGABFABN BС ; 

)cos(
cos)5,0(





GFN BС , 3,139
15cos

45cos)25,050(
0

0




BСN  кН. 

 

Алгебраическая сумма проекций всех сил на оси равна нулю: 
 

  0KXF ; 0cos  BCAX NR ;  cosBCAX NR ; 

6,12030cos3,139 0 AXR  кН. 

  0KYF ; 0sin  BCAY NFGR ; 

 sinBCAY NFGR ; 

7,12130sin3,139502 0 AYR  кН. 
22
AYAXA RRR  ; 3,1717,1216,120 22 AR  кН. 

 
Ответ: 3,171AR  кН; 3,139BСN  кН. 
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Пример 69. Вешалка укреплена шарнирно в точке А и упирается 
в гладкую вертикальную стенку в точке В (рис. 3.33, а). На равном 
расстоянии друг от друга а = 0,15 м подвешены пять грузов силой 
тяжести по 40 Н. Длина вешалки  = 2 м, расстояние 1 = 0,8 м, угол 
 = 60°. Вычислить реакции шарнира А и опоры в точке В. 

 

 
 

Рис. 3.33. К примеру 69 
 
Решение. Вешалка по условию задачи находится в равновесии. 

Обозначим все силы, действующие на вешалку, заменяя при этом дей-

ствие опоры В и шарнира А реакциями BR  и AR  22
AYAXA RRR   

(рис. 3.33, б). 
Моменты всех сил скомпенсированы: 
 

  0)( KA FM ; 
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 )2()3()4(cos aADFaADFaADFACRB  
0)(  ADFaADF ; 

0)105(cos1  aFRB  ; 





cos

)2(5

1

 aFRB ; 850
60cos8,0

)15,02(405
0 




BR  Н. 

 
Сумма проекций всех сил на координатную ось (X или Y) равна 

нулю. 

  0KXF ; 0sin  BAX RR ;  sinBAX RR ; 

73660sin850 0 AXR  Н 

(знак «минус» указывает на то, что направление силы AXR


 проти-
воположно выбранному). 
 

  0KYF ; 05cos  FRR BAY ;  cos5 BAY RFR ; 

22560cos850405 0 AYR  Н. 

770225736 2222  AYAXA RRR  Н. 
 

Ответ: 770AR  Н; 850BR  Н. 
 
Пример 70 (рис. 3.34, а). Однородная лестница АВ весом 140 Н 

опирается на пол и стены приямка. В точке С на лестнице стоит че-
ловек весом 800 Н. Приняв АВ = 3,6 м и АС = 2,2 м, определить 
опорные реакции в точках А и В. Трением пренебречь. 

 

а)                   б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 3.34. К примеру 70 
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Решение. Заменим внешние связи в точках А и В их реакциями. Ре-
акцию в точке А представим через составляющие AXR  и AYR . Сила 

тяжести лестницы G


 приложена в точке О, ОА = ОВ (рис. 3.34, б). 
 

  0)( iA FM


; 

060cos60cos30cos 000  OAGACFABRB ; 

0
0 60cos

30cos



AB

AOGACFRB ; 

32360cos
30cos6,3

8,11402,2800 0
0 




BR  Н. 

  0ixF ; 0 BAX RR ; BAX RR  ; 323AXR  Н. 

  0iyF ; 0 FGRAY ; FGRAY  ; 

940800140 AYR  Н. 
 
Реакция в точке А 
 

22
AYAXA RRR  ; 

994940323 22 AR  Н. 
 
Ответ: 994AR  Н; 323BR  Н. 
 
Пример 71 (рис. 3.35, а). Однородная стрела АВ платформенного 

подъемного крана весом 5 кН, несущая на своем конце груз весом 
22 кН, удерживается в равновесии с помощью троса СD барабанной 
лебедки D. Приняв AB = 5 м и ВС = 1,7 м, определить реакции опор-
ного шарнира А и силу натяжения троса СD. 
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а)     б) 
 

 
 

Рис. 3.35. К примеру 71 
 

Решение. Рассмотрим силы, действующие на стрелу АВ. Сила 
тяжести G


 приложена в точке О, ОА = ОВ. 

Реакцию опорного шарнира А представим в виде составляющих 

AXR  и AYR . Реакцию тяги CDN


 направим вдоль линии СD 
(рис. 3.35, б). 

Чтобы определить силу натяжения троса, составим уравнение 
моментов сил: 

  0)( iA FM


; 

.030sin45sin
2

45sin 000  ACNABGABF CD  

0

00

30sin
)45sin5,045sin(

AC
ABGFNCD


 ; 

0

0

30sin)(
45sin)5,0(

BCAB
ABGFNCD 


 ; 

5,52
30sin)7,15(

45sin5)55,022(
0

0





CDN  кН. 

 
Составим уравнение равновесия стрелы АВ: 
 

  0ixF ; 015cos 0  CDAX NR ; 
015cos CDAX NR  71,5015cos5,52 0 AXR  кН. 
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  0iyF ; 015sin 0  CDAY NRFG ; 
015sinCDAY NFGR  ; 

59,4015sin5,52522 0 AYR  кН. 
 
Реакция опорного шарнира А: 
 

22
AYAXA RRR  ; 6559,4071,50 22 AR  кН. 

 
Ответ: 65AR  кН; 5,52CDN  кН. 
 
Пример 72 (рис. 3.36, а). Поворотный однородный рычаг АВ с по-

мощью растянутой пружины силой упругости 3 H прижат к вращаю-
щейся кулачковой шайбе в точке С. Приняв АD = 50 мм и DC = 60 мм, 
определить реакции опорного шарнира А и силу давления рычага на 
кулачок. Весом частей механизма, а также трением пренебречь. 

 
а) 
 
 
 
 
 
 
 
б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 3.36. К примеру 72 
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Решение. На рычаг АВ наложены внешние связи, которые мы 
заменим их реакциями. Реакция CR


 перпендикулярна АВ, а реак-

цию шарнира А представим через его составляющие AXR  и AYR  
(рис. 3.36, б). 

Составим уравнение моментов сил относительно точки А: 
 

  0)( iA FM


; 030cos 0  ADFACR yC ; 

AC
ADFR yC

030cos
 ; 

DCAD
ADFR yC 


030cos

; 

18,1
6050
30cos503

0





CR  Н. 

 
Сила давления рычага на кулачок cg RF  . 18,1gF  Н. 
Так как рычаг находится в равновесии, то: 
 

  0ixF ; 060cos 0  CAX RR ; 060cos CAX RR ; 

59,060cos18,1 0 AXR  Н. 

  0iyF ; 060sin 0  yAYC FRR ; 060sinCyAY RFR  ; 

98,160sin18,13 0 AYR  Н. 
 
Реакция опорного шарнира А:  
 

22
AYAXA RRR  ; 07,298,159,0 22 AR  Н. 

 
Ответ: 07,2AR  Н; 18,1gF  Н. 
 
Пример 73 (рис. 3.37, а). Однородную плиту АВ весом 4 кН рав-

номерно вытягивают из приямка с помощью барабанной лебедки D. 
Приняв АВ = 6 м и СВ = 1,5 м, определить для данного положения 
плиты опорные реакции в точках А и С и силу натяжения троса ВD. 
Трением пренебречь. 
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а)      б) 
 

Рис. 3.37. К примеру 73 
 
Решение. Освободимся от внешних связей, заменив их реакция-

ми ,AR


 ,CR


 .BDN


 Сила тяжести плиты приложена в точке О, 
АО = ВО (рис. 3.37, б). 

Составим уравнения моментов сил относительно точек А и С: 
 

  0)( iA FM


; 030cos 0  AOGACRC ; 

AC
ABGRC

030cos5,0 
 ; 31,2

5,16
30cos65,04

0





CR  кН. 

  0)( iC FM


; 030cos30cos 00  OCGACRA ; 

AC
OCGRA  ; 

CBAB
CBABGRA 




5,0
; 33,1

5,16
5,165,04 




AR  кН. 

 
Спроецируем силы на ось OX: 
 

  0ixF ; 030cos60cos 00  BDC NR ; 0

0

30cos
60cos

CBD RN  ; 

33,1
30cos
60cos31,2 0

0

BDN  кН. 

 
Ответ: 33,1AR  кН; 31,2CR  кН; 33,1BDN  кН. 
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Пример 74 (рис. 3.38, а). Однородная плита АВ весом 1,2 кН 
удерживается в равновесии в горизонтальном положении с помо-
щью трех стержней. Приняв АВ = 4 м и АС = 1,2 м, определить си-
лы, нагружающие стержни. 

 

 
 

а)     б) 
 

Рис. 3.38. К примеру 74 
 
Решение. Заменим внешние связи (стержни AD, CD и ВК), на-

ложенные на плиту, их реакциями ,AR  ,BR  CR  (рис. 3.38, б). 
Эти реакции по модулю равны силам, нагружающим стержни: 

,AA RF   ,BB RF   ,CC RF   при этом направления их противопо-

ложны: ,AA RF


  ,BB RF


  .CC RF


  

Сила тяжести G


 плиты приложена в её геометрическом центре, 
АО = ОВ. 

Запишем уравнения равновесия: 
 

  0)( iA FM


; 030cos 0  AOGACRC ; 

  0)( iC FM


; 045cos 0  COGACRA ; 

  0ixF ; 060cos45cos 00  BCA RRR . 
 
Из первого уравнения:  
 

030cosAC
AOGRC  ; 31,2

30cos2,1
22,1 0 


CR  кН. 
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Из второго уравнения: 
 

045cosAC
COGRA  ; 13,1

45cos2,1
8,02,1 0 


AR  кН. 

 
(знак «минус» указывает на то, что направление силы AR


 противо-

положно выбранному). 
Из третьего уравнения: 
 

00 60cos45cos CAB RRR  ; 

36,060cos31,245cos13,1 00 BR  кН. 
 
Ответ: 13,1AR  кН; 36,0BR  кН; 31,2CR  кН. 
 
Пример 75 (рис. 3.39, а). Натяжное устройство представляет собой 

двуплечий рычаг АВС, одно плечо которого несет груз весом 650 Н, а 
другое плечо служит для натяжения троса. Приняв АВ = 0,1 м и 
ВС = 0,4 м, определить реакции опорного шарнира В и силу натяже-
ния троса. Весом рычага пренебречь. 

 
 

 
а)         б) 

 
Рис. 3.39. К примеру 75 

 
Решение. На рычаг наложены внешние связи – шарнир В и тяга. 

Заменим их реакциями. Реакцию шарнира В представим через его 
составляющие BXR  и ,BYR  а реакцию тяги N  направим вдоль тро-
са (рис. 3.39, б). 
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Составим уравнение моментов сил: 
 

  0)( iB FM


; 030sin 0  BCFABN ; 030sinAB
BCFN  ; 

5200
30sin1,0

4,0650 0 N  Н. 

 
Сумма проекций всех сил на оси X и Y равна нулю, т. к. рычаг 

находится в равновесии: 
 

  0ixF  0 NRBX ; NRBX  ; 5200BXR  Н. 

  0iyF ; 0 FRBY ; FRBY  ; 650BYR  Н. 
 
Реакция шарнира 
 

22
BYBXB RRR  ; 52406505200 22 BR  Н. 

 

Ответ: 5200N  Н; 5240BR  Н. 
 
Пример 76 (рис. 3.40, а). Однородная плита АВ односкатной крыши 

весом 14 кН испытывает ветровую нагрузку, равнодействующая кото-
рой F = 5 кН приложена в точке С горизонтально. Приняв AB = 6 м и 
АС = СВ, определить опорные реакции в точках А и В. 

 

 
 

    а)           б) 
 

Рис. 3.40. К примеру 76 
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Решение. Освободимся от внешних связей, которые наложены на 
плиту в точках А и В. При этом реакцию в точке А разложим на две 
составляющие: AXR  и AYR  (рис. 3.40, б). Составим уравнение мо-
ментов сил относительно точки А: 

 

  0)( iA FM


; 030cos60cos 00  ACGACFABRB ; 

AB
ACGFRB )30cos60cos( 00  ; 

31,7
6
3)30cos1460cos5( 00 BR  кН. 

 
Проецируем силы на координатные оси: 
 

  0ixF ; 030sin 0  BAX RFR ; FRR BAX  030sin ; 
 

35,1530sin31,7 0 AXR  кН  направление силы AXR


 
противоположно выбранному. 

 

  0iyF ; 030cos 0  BAY RGR ; 030cosBAY RGR  ; 

67,730cos31,714 0 AYR  кН. 
22
AYAXA RRR  ; 79,767,735,1 22 AR  кН. 

 
Ответ: 79,7AR  кН; 31,7BR  кН. 
 
Пример 77 (рис. 3.41, а). Стоящий наклонно однородный щит АВ 

весом 220 Н удерживается в равновесии веревкой АD. Пренебрегая 
трением и приняв АВ = 6 м и АС = 5м, определить опорные реакции 
в точках A и C и силу натяжения веревки. 
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      а)             б) 
 

Рис. 3.41. К примеру 77 
 
Решение. На щит наложены внешние связи – опоры А и С и тяга АD. 

Заменим их реакциями ,AR  CR  и N . Сила тяжести щита приложена к 

его геометрическому центру, т. е. 
2

ABBOAO   (рис. 3.41, б). 

Запишем уравнение моментов сил: 
 

  0)( iA FM


; 060cos 0  AOGACRC ; 

060cos
2AC
ABGRC  ; 6660cos

52
6220 0 


CR  Н. 

 
Сумма проекций всех сил на ось X или Y равна нулю: 
 

  0ixF ; 030cos 0  CRN ; 030cosCRN  ; 

2,5730cos66 0 N  Н. 

  0iyF ; 030sin 0  CA RGR ; 030sin CA RGR ; 

18730sin66220 0 AR  Н. 
 
Ответ: 187AR  Н; 66CR  Н; 2,57N  Н. 
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Пример 78 (рис. 3.42, а). Неподвижно зажатый, как показано ни 
рисунке, опорный столб нагружен силой F = 1,9 H. Приняв АВ = 5 м 
и АС = CD = 1,5 м, определить опорные реакции в точках A, C, D. 
Весом столба, а также трением пренебречь. 

 
 
 

 
 

   а)      б) 
 

Рис. 3.42. К примеру 78 
 
Решение. В точках A, C, D на столб наложены внешние связи. 

Заменим их реакциями ,AR


 CR


 и DR


 (рис. 3.42, б). Запишем урав-
нения равновесия для столба: 

 

  0)( iC FM


; 060cos30cos 00  ACRDCRBCF AD ; 

  0)( iD FM


; 060cos30cos 00  ADRDCRBDF AC ; 

  0ixF ; 030cos60cos 00  ARF . 
 
Из последнего уравнения 
 

0

0

30cos
60cosFRA  ; 1,1

30cos
60cos9,1 0

0

AR  Н. 

DC
ACRBCFR A

D



00 60cos30cos

; 



 156 

29,3
5,1

5,160cos1,1)5,15(30cos9,1 00




DR  Н. 

DC
ADRBDFR A

C



00 60cos30cos

; 

09,1
5,1

360cos1,1)35(30cos9,1 00




CR  Н. 

 
Ответ: 1,1AR  Н; 09,1CR  Н; 29,3DR  Н. 
 
Пример 79. Для балки, изображенной на рис. 3.43, найти реак-

ции опор, если 4F  кН, 6M  кНм,  8,0q  кН/м, 1a  м. 
Решение. Освободим балку от связей, мысленно отбросив опоры 

и приложив вместо них неизвестные реакции. 
Реакция шарнирно-неподвижной опоры А неизвестна как по мо-

дулю, так и по направлению, поэтому изобразим ее в виде двух со-
ставляющих RAX и RAY, направленных вдоль выбранных осей коор-
динат X и Y. В шарнирно-подвижной опоре возникает одна реакция, 
направленная перпендикулярно плоскости, по которой она может 
перемещаться. 

 

 
 

Рис. 3.43. К примеру 79 
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В данном случае направим реакцию RB вертикально вверх. Реак-
ции изображены на том же рисунке, где и опоры. Система сил, дей-
ствующих на балку, представляет плоскую систему произвольно 
расположенных сил, поэтому для нее можно составить три незави-
симых уравнения равновесия. Запишем одно уравнение проекций на 
ось Х и два уравнения моментов. В качестве центра моментов целе-
сообразно принять точки А и В балки. В этом случае уравнения уп-
рощаются. 

Уравнение проекций на ось Х имеет такой вид: 
 

030cos 0  AXiX RFF .          (3.15) 
 
Равномерно распределенная нагрузка перпендикулярна оси Х, 

поэтому ее проекция на ось Х равна нулю. 
Уравнение моментов относительно точки А имеет следующий 

вид: 
 

  055,25  MaRaaqACFFM BiA


.      (3.16) 

 
Равнодействующая равномерно распределенной нагрузки равна 

5aq и приложена в середине своего участка, т. е. на расстояние 2,5а 
от опоры А. 

Момент сосредоточенной силы и реакции RB, а также сосредото-
ченный момент вращают балку вокруг точки А против часовой 
стрелки, поэтому вошли в уравнение моментов с отрицательным 
знаком, равнодействующая равномерно распределенной нагрузки 
вращает балку вокруг точки А по часовой стрелке, следовательно, ее 
момент имеет знак «плюс». 

Составим уравнение моментов относительно точки В: 
 

  055,25  MaRaaqBDFFM AYiB


.     (3.17) 

 
Моменты силы F, равнодействующей распределенной нагрузки и 

сосредоточенный момент М направлены против часовой стрелки и 
войдут в уравнение моментов со знаком «минус», а момент состав-
ляющей RAY, направленный по часовой стрелке, войдет со знаком 
«плюс». 
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Из уравнения (3.15) 
 

46,3866,0430cos 0  FRAX  кН. 
 
Из уравнения (3.16) 
 

)5/()5,25( aMaaqACFRB  , 
где 

5,05,0130sin 0  aAC  м. 
Тогда 

4,0)15()615,245,04( BR  кН. 
 

Из уравнения (3.17) 
 

)5/()5,25( aMaaqBDFRAY  , 
где 

35,01630sin6 0  aBD  м, 
тогда 

6,5)15/()615,2434( AYR  кН. 
 
В качестве проверки используем уравнение проекций на ось Y: 
 

0560cos 0  BAYiY RaqRFF . 
 
Подставив числовые значения, получим 

 
04,046,55,04  iYF , т. е. 0 = 0. 

 
Задача решена верно. 
Полная реакция опоры AR  
 

58,66,546,3 22 AR  кН. 
 

Ответ: 58,6AR  кН; 4,0BR  кН. 
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Пример 80. На двухконсольную горизонтальную балку CD на 
пролете АВ действует пара сил ),( 11 FF  с моментом пары 

aFM  1 , на левую консоль  равномерно распределенная нагруз-
ка интенсивности q, а в точке D правой консоли  вертикальная на-
грузка 2F . Определить реакции опор, если F = 1 кH, 2F = 2 кH, 
q = 2 кH/м, a = 0,8 м (рис. 3.44). 

 
Рис. 3.44. К примеру 80 

 
Решение. Рассмотрим равновесие плоской системы сил, дейст-

вующих на балку CD. На нее действуют сила 2F , пара с моментом 

M и равнодействующая распределенной нагрузки aqFP 


, при-
ложенная посередине консоли СА. Мысленно отбрасываем связи: 
шарнирно-неподвижную опору А и опору на катках В, заменяя их 
действие соответственно составляющими реакции RAX, RAY и реак-
цией RB. 

Для плоской системы сил FP, RAX, RAY, RB, 2F  и пары сил с мо-
ментом M составим систему уравнений равновесия: 

 

0)(  iA FM ; 0)(  iB FM ; 0 iXF . 
 

Получим систему уравнений: 
 

0325,0 21  aFaRaFaF BP ; 
0     2  5,2 21  aFaFaRaF AYP ; 

0AXR . 
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1,2
2

15,0)8,02(32
2

5,03 12 






FFFR P

B  кН. 

 

5,1
2

215,28,02
2

5,2 21 






FFFR P

AY  кН. 

 
Ответ: 5,1AYR  кН; 1,2BR  кН. 
 
Пример 81. Для балки (рис. 3.45, a) определить реакции опор в 

точках А и В, если 16F кН, 2q  кН/м, 12M  кНм. 
 

 
Рис. 3.45. К примеру 81 

 
Решение. Рассматривая равновесие балки, освобождаем точки А 

и В от связей и заменяем связи силами реакций связей RA и RB 
(рис. 3.45, б). Действие на балку равномерно распределенной нагрузки 
интенсивности q заменяем равнодействующей 8424  qQ  кН, 
которая расположена в середине длины этой нагрузки (рис.3.45, б). 

Таким образом, на балку действуют пара сил с моментом М и 
система параллельных сил RA, Q, F и RB. Для определения неизвест-
ных реакций связей балки RA и RB используем уравнения равновесия 

0)(  iA FM  и 0)(  iB FM . В качестве проверочного урав-

нения принимаем уравнение   0iYF . Выберем систему коорди-
нат X и Y с началом в точке А и составим уравнения равновесия сил: 
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0)(  iA FM ; 0862Q  BRFM ;  (3.18) 
 

0)(  iB FM ; 026Q8  FMRA ;  (3.19) 
 

FiY = 0; 0Q  BA RFR .            (3.20) 
 

Из уравнения (3.18) 
 

5,15
8

6161228
8

62Q








FMRB  кН. 

 
Из уравнения (3.19) 
 

5,8
8

321248
8

2161268
8

26Q











FMRA  кН. 

 
Из уравнения (3.20) следует, что 8,5  8  16 + 15,5 = 0, следова-

тельно, реакции RA и RB балки по величине и направлению опреде-
лены верно. 

Следует отметить, что момент М в отличие от сил не изменяет 
своего знака относительно точек А и В балки (и других произволь-
ных точек) при написании уравнений моментов сил. 

 
Ответ: 5,8AR  кН; 5,15BR  кН. 
 
Пример 82. Для балки (рис. 3.46, a) определить реакции опор в 

точках А и В, если 22F  кН, 4q  кН/м и 44M  кНм. 
Решение. Рассматривая равновесие балки, освобождаем балки А и 

В от связей и заменяем связи силами реакций связей. (рис. 3.46, б). 
В шарнирно-подвижной опоре (точка А) возникает одна реакция 

связи RA, расположенная перпендикулярно к основанию опоры. В 
шарнирно-неподвижной опоре (точка В) реакция связи в общем 
случае неизвестна по направлению, поэтому будущую реакцию точ-
ки В представим составляющими RBX и RBY. Равномерно распреде-
ленную нагрузку интенсивности q заменим равнодействующей 
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8242Q  q  кН (рис.3.46, б). Для решения задачи составим 
три уравнения равновесия: 

 
0)(  iA FM ; 0)(  iB FM ; 0 iXF . 

 
Выбираем систему координат X и Y с началом в точке А и состав-

ляем уравнения равновесия системы сил: 
 

0 iXF ; 060cos  BXRF ;   (3.21) 
 

0)(  iA FM ; 041Q  BYRADFM ;       (3.22) 
 

0)(  iB FM ; 045Q  BEFRM A .    (3.23) 
 

 
 

Рис. 3.46. К примеру 82 
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Из уравнения (3.21): 
 

11
2
12260cos 0  FRBX  кН. 

 

В уравнении (3.22) плечо 060sin AKAD  (из треугольника 
ADK), или 

35,0
2
3160sin1 0 AD  м 865,0  м. 

 

В уравнении (3.23) плечо 060sin BKBE  (из треугольника 
BKE), или 

595,235,1
2
33 BE  м  2,6 м. 

 
Из уравнения (3.22) 
 








4

865,0221844
4

865,01 FQMRBY  

25,8
9

19844



  кН. 

 
Из уравнения (3.23) 
 











4

574044
4

6,2225,844
4

6,25 FQMRA  

= 35,2 кН. 
 

Значение составляющей RBY реакции точки В получено со знаком 
минус. Это означает, что RBY по направлению выбрано неверно. 
Следует изменить направление на обратное (рис. 3.46, в), зачеркнув 
прежнее направление, тогда RBY = 8,25 кH. 

Для проверки правильности найденных реакций опор балки со-
ставляем уравнение   0iYF . В этом случае 

 

060sin 0  BYA RFRQ ,  



 164 

или 

025,8
2
32225,358  , 

или 
025,81925,358  . 

 
Следовательно, значения реакций RBY и RBX балки по величине и 

направлению определены верно. 
Итоговая реакция опоры В балки определится по уравнению 
 

 2,1891212,681125,8 2222
BXBYB RRR   

= 8,13  кН (рис. 3.46, в). 
 

Ответ: 2,35AR  кН; 8,13BR  кН. 
 
Пример 83. Для заданной двухопорной балки (рис. 3.47, a) опре-

делить опорные реакции. 
 

 
 

Рис. 3.47. К примеру 83 
 
Решение. Рассматриваем равновесие балки AD. К ней приложены 

заданные активные силы F1 и F2 и момент М. Рассматривая тело AD 
как свободное, отбрасываем связи (шарнирные опоры А и В), заменяя 
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их действие реакциями. Реакция RA шарнирно-подвижной опоры А 
направлена по нормали к опорной поверхности. Для шарнирно-
неподвижной опоры В показываем составляющие реакции RX и RY по 
осям координат. Расчетная схема изображена на рис. 3.47, б. Для по-
лученной плоской произвольной системы сил составляем три урав-
нения равновесия, выбрав в качестве центра моментов точки А и В 
(точки пересечения двух неизвестных сил): 

 

1) 0)(  iA FM ; 

030cos    2
0

1  ADFABRMACF BY ; 
05,252106,1866,08  BYR , 

отсюда 8,16BYR  кН. 

2) 0)(  iB FM ; 

030cos 2
0

1  BDFMCBFABRA ; 
05,05104,0866,082 AR , 

отсюда 86,4AR  кН. 
3) 0 iXF ; 060cos    0

1  BXRF ; 05,08  BXR , 

отсюда 4BXR  кН. 
Составляем проверочное уравнение равновесия: 
 

 58,16866,0886,430cos 2
0

1 FRFRF BYAiY

08,168,16  . 
 

Следовательно, реакции определены верно. Реакция RA получи-
лась отрицательной, значит, ее действительное направление проти-
воположно предварительно выбранному. 

Примененная система уравнений равновесия наиболее целесооб-
разна при рассмотрении равновесия любых двухопорных балок. 

Полная реакция опоры BR : 
 

3,178,164 22 BR  кН. 
 

Ответ: 86,4AR  кН; 3,17BR  кН. 
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Пример 84. Однородная балка закреплена в точке А с помощью 
шарнирно-неподвижной опоры и поддерживается в точке В стерж-
нем (рис. 3.48, а). Найти реакции шарнирно-неподвижной опоры и 
стержня ВС. Силой тяжести балки и стержня пренебречь. 

2M  кНм, 4F  кН, 5,1a  м, 5,2b  м,  60 . 
Решение. Изобразим балку вместе с нагрузками, соблюдая за-

данные размеры ее участков и угла  (рис. 3.48, б). 
 

 
 

Рис. 3.48. К примеру 84 
 
Освободим балку от связей в точках А и В, заменив эти связи их 

реакциями. Начало координат поместим в точке А, ось Х совместим 
с осью балки, а ось Y направим перпендикулярно балке. Если стер-
жень растягивается, то его реакция направлена в сторону от рас-
сматриваемого тела, а при сжатии - от стержня к телу. 

Составим три уравнения равновесия: 

  0iXF   алгебраическая сумма проекций сил на ось Х; 

  0iYF   алгебраическая сумма проекций сил на ось Y; 

0)(  iA FM   алгебраическая сумма моментов относительно 
точки А. 

Уравнение проекций сил на ось Х имеет вид 
 

  0iXF ; .060sin  BAX RR    (3.24) 
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Силы F и RAY не вошли в уравнение, так как они перпендикуляр-
ны оси Х и их проекции на эту ось равны нулю. 

Проекции силы на ось Y: 
 

  ,060cos     ;0 0
BAYiY RFRF      (3.25) 

 
реакция RAX перпендикулярна оси Y, и ее проекция на эту ось равна 
нулю. 

Для составления уравнения моментов за центр моментов прини-
маем точку А. Плечо силы RB равно длине перпендикуляра, восста-
новленного из точки А (центра моментов) к линии действия силы 
RB. Из рис. 3.48, б видно, что AD = (a + b) cos60. 

 

  .060cos)(     ;0)( 0baRMaFFM BiA      (3.26) 
 
Подставив числовые значения, получим 
 

2000
5,04

20005,14000
60cos)( 0 









ba

MaFRB  Н. 

 
Выразим из (3.25) 
 

060cos BAY RFR . 
 
Подставив значения сил, получим 
 

30005,020004000 AYR  Н. 
 

Из (3.24) 
 

H.1732866,0200060sin 0  BAX RR  
 
Проверим правильность решения задачи, составив уравнения 

моментов относительно точки В: 
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  .0)(    ;0)( bFMbaRFM AYiB  
 
Подставим числовые значения: 
 

.01200012000   ;05,24000200043000   
 
Задача решена верно, так как при подстановке получили тожде-

ство 0 = 0. 
Полная реакция опоры AR  

 

346430001732 22 AR  Н. 
 
Ответ: 3464AR  Н; 2000BR  Н. 
 
Пример 85. Для балки (рис. 3.49, а) определить опорные реакции 

по следующим данным: 5,1а  м, 1 b  м, 2c  м, 81 F  кН, 

102 F  кН, 0,4q   кН/м, 5M кНм. 
 

 
 

Рис. 3.49. К примеру 85 
 
Решение. Освободим балку от связей, отбросив опоры и прило-

жив вместо них неизвестные реакции (рис. 3.49, б). Напомним, что 
для плоской системы параллельных сил достаточно двух уравнений 
равновесия: 
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0)(  iA FM ; 0)(  iB FM . 
 
Уравнение моментов относительно точки А 
 

  0)( iA FM ; 
(3.27) 

.0)2()()
2

( 21  cbaRcbaFcaqcaFМ B  

 
Уравнение моментов относительно точки B 
 

  0)( iB FM ; 
 (3.28) 

0)2()()
2

( 12  cbaRMcbaFcbaqcaF A . 

 
Из уравнения (3.27) 
 







cba

cbaFcaqcaFM
RB 2

)()
2

( 21
 

6
215,12

)215,1(10)
2
25,1(24,05,185





  кН. 

 
Из уравнения (3.28) 
 







cba

McbaFcbaqcaF
RA 2

)()
2

( 12
 

8,4
215,12

)215,1(8)
2
215,1(24,05,110





  кН. 
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Значение реакции RB получено со знаком «минус». Это означает, 
что она направлена вертикально вниз. 

Для проверки правильности найденных реакций опор балки со-
ставляем уравнение 

 

  0iYF ; 0 21  BA RFqcFR  

или 
08,148,146104,0288,4  . 

 
Следовательно, RA и RB определены верно. 
 
Ответ: 8,4AR  кН; 6BR  кН. 
 
Пример 86. Для жестко заделанной консольной балки (рис. 3.50) 

найти реактивный момент и составляющие реакции заделки. 
Принять 10F  кН, 2q  кН/м, 8M  кНм, 5,0a  м. 

 

 
 

Рис. 3.50. К примеру 86 
 
Решение. Освободим балку от связи, условно отбросив заделку и 

приложив вместо нее к балке две неизвестные составляющие силы 
реакции RAX, RAY и реактивный момент MА. Для плоской системы 
произвольно расположенных сил составим три уравнения равнове-
сия  два уравнения проекций и уравнение моментов относительно 
точки А: 
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;030cos 0  FRF AXiX          (3.29) 
 

;060cos 0  RFRF AYiY    (3.30) 
 

.04)(  aRABFMMFM AiA    (3.31) 
 

Из уравнения (3.29) получим: 
 

66,8866.01030cos 0  FRAX  кН. 
 
Из уравнения (3.30) 
 

,60cos 0 RFRAY   
где 

25,0222  aqR  кН. 
Тогда 

325,010 AYR  кН. 
 

Из уравнения (3.31) 
 

,4aRABFMM A   
но 

5,05,05,0230sin2 0  aAB  м, 
тогда 

95,0425,0108 AM  кНм. 
 
Проверим правильность решения, составив уравнение моментов 

относительно точки С: 
 

.022)(  aRaRMMFM AYAiC  
 
Или, подсчитав числовые значения, получим: 
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  05,0235,02289  iC FM


; 
01111  ; 

00  . 
 
Задача решена верно. 
Значения составляющих RAX и RAY получились со знаком «ми-

нус». Это означает, что предварительно выбранное направление 
оказалось ошибочным. Фактическое направление будет обратным, 
т. е. составляющая RAX направлена влево, а RAY  вниз. 

Полная реакция опоры AR  
 

2,9)3()66,8( 22 AR  кН. 
 
Ответ: 2,9AR  кН; 9AM  кНм. 
 
Пример 87. Для балки (рис. 3.51) определить реакции опоры за-

щемления в точке А, если 6q  кН/м, 36F   кН и 14M кНм. 
 

 
 

Рис. 3.51. К примеру 87 
 
Решение. Освобождаем балку от связей (заделки) и заменяем 

связи силами реакций связей. В этом случае в точке А балки возни-
кают силы реакции cвязи в виде силы RA и реактивного момента МА. 
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36666Q  q  кН (рис. 3.51, б). Выбираем систему координат 
X и Y с началом в точке А. Для решения задачи составляем три урав-
нения равновесия: 

 
;0)(  iA FM  ;0)(  iB FM  .0 iYF  

 
(Последнее уравнение принимают в качестве проверочного). 

Уравнения равновесия принимают вид 
 

0)(  iA FM ; 07Q4  FMM A ; (3.32) 
 

0)(  iB FM ; 03Q610  FMRM AA ;      (3.33) 
 

  0iYF ; 0Q  FRA .          (3.34) 
 

Из уравнения (3.32) реактивный момент: 
 

7Q4  FMM А , 
или 

3822521441473643614 AM  кНм. 
 
Из уравнения (3.33): 
 








10

33663614382
10

3Q6FMМR А
A  

72
10

10821614382



  кН. 

 
Из уравнения (3.34) получаем 72  36  36 = 0. Следовательно, ре-

акции MА и RA опоры А защемления балки по величине определены 
верно, направление реакции МА необходимо изменить на обратное. 

 
Ответ: 72AR  кН; 382AM  кНм. 
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Пример 88. Для заданной консольной балки (рис. 3.52,a) опреде-
лить опорные реакции заделки. 
 

 
 

Рис. 3.52. примеру 88 
 
Решение. Рассматриваем равновесие балки АВ. К ней приложе-

ны заданные активные силы F1, F2 и момент М. Рассматривая тело 
АВ как свободное, отбрасываем связь (заделку), заменяя ее действие 
реакциями  реактивным моментом MA и составляющими реакция-
ми RX и RY по осям координат. Расчетная схема изображена на 
рис. 3.52, б. Для получения плоской произвольной системы сил со-
ставляем три уравнения равновесия, выбрав в качестве центра мо-
ментов точку А (точку пересечения двух неизвестных сил): 

 
1).   ;060cos    ;0 0

21  MABFABFMFM AiA


 

,04,03,05,0103,03 AM  откуда 2,0AM  кНм. 
2). ;030cos    ;0 0

2  FRF XiX  

,0866,010 XR  отсюда 66,8XR  кН. 
3). ;060cos    ;0 0

21  FFRF YiY  

,05,0103 YR  отсюда 2YR  кН. 
 
Составляем проверочное уравнение равновесия: 
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.06,16,14,02,05,0102,035,0)2(2,0

60cos)( 0
21



 MBCFBCFACRMFM YAiC  

 
Следовательно, реакции определены верно. Реакция RY получи-

лась отрицательной, значит, ее действительное направление проти-
воположно предварительно выбранному. Примененная система 
уравнений равновесия наиболее целесообразна при рассмотрении 
равновесия любых консольных балок. 

Полная реакция опоры AR : 
 

9,8)2(66,8 22 AR  кН. 
 

Ответ: 9,8AR  кН; 2,0AM  кНм. 
 
Пример 89. Определить реакции опор балки (рис. 3.53), если 

801 F  кН, 402 F  кН, 921 M  кНм, 152 M  кНм, 51 q  кН/м, 
42 q  кН/м. 

 
Рис. 3.53. К примеру 89 

 
Решение. Рассматриваем равновесие балки СА. К ней приложе-

ны заданные сосредоточенные силы F1, F2, равномерно распреде-
лённые нагрузки q1, q2 и моменты M1, M2. Рассматривая тело СА как 
свободное, отбрасываем связь (заделку), заменяя ее действие реак-
циями  реактивным моментом MA и составляющими реакциями RAX 
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и RAY по осям координат. Расчетная схема изображена на рис. 3.53. 
Для получения плоской произвольной системы сил составляем три 
уравнения равновесия, выбрав в качестве центра моментов точку А 
(точку пересечения двух неизвестных сил): 

 

  ;0iXF  ;030cos15cos 21  AXRFF  

  ;0iYF  ;0260cos275cos 2211  AYRqFqF  

  ;0)( iA FM  

.012
60cos25275cos6

2

22111




AMq
FMMqF

 

Отсюда: 
 2111 5275cos6 MMqFM A  

 1260cos2 22 qF  
284245,0240159210526,0680  кНм; 
 260cos275cos 2211 qFqFRAY  

8,42245,0401026,080   кН; 
11287,04097,08030cos15cos 21  FFRAX  кН. 

 
Составляем проверочное уравнение равновесия: 
 




AAY

iC

MRq
FММqFM

652
30sin42)(

2

2211  

.038938928468,421045,0440159210 
 

Значит, реакции определены верно. Реакция RAY и реактивный мо-
мент MA получились отрицательными, следовательно, их действи-
тельные направления противоположны предварительно выбранным. 

Полная реакция опоры AR  
 

120)8,42(112 22 AR  кН. 
 
Ответ: 120AR  кН; 284AM  кНм. 
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Пример 90. Механизм манипулятора, состоящий из трёх звеньев, 
соединённых шарнирами, в положении равновесия расположен в 
вертикальной плоскости (рис. 3.54, а). 

Длины и массы звеньев: l1 = 1,2 м; l2 = 0,7 м; m1 = 55 кг; m2 = 40 кг; 
углы 01 = /3, 12 = /6. Найти моменты сил приводов в шарнирах 
А и В, если рука ВС манипулятора удерживает деталь, масса которой 
m = 30 кг. Звенья считать однородными стержнями. 

Решение. На звенья манипулятора действуют силы тяжести G1, 
G2, приложенные в середине звеньев 1 и 2, сила тяжести детали G, 
приложенная в точке С звена 2 (рис. 3.54, б). Все силы направлены 
вертикально вниз. 

 

 
 

Рис. 3.54. К примеру 90 
 
Сначала вычислим проекции звеньев на ось Ах: 
 

5
3

3
cos2,1cos 0111 


 ll X  м; 

20
37)

63
cos(7,0)cos( 120122 





 ll X  м. 

 
Моменты сил приводов в шарнирах: 
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  CiAA GhhGhGFMM 0022011)(  

 )()
2

(
2 21

2
12

1
1 XX

X
X

X llmgllgmlgm  

870)
20

37
5
3(8,930)

220
37

5
3(8,940

25
38,955 





 Нм; 

 

  X
X

СiВВ mgllgmGhhGFMM 2
2

21122 2
)(  

297)30
2
40(

20
378,9   Нм. 

 
Моменты МА и МВ – это реактивные моменты, направленные 

против хода часовой стрелки. 
 

Ответ: 297BM  Нм; 870AM  Нм. 
 
Пример 91. Пример имеет своим прототипом схему подъема 

мачтовых опор ЛЭП с помощью тягачей (рис. 3.55). 

Рис. 3.55. К примеру 91 
 

Рассмотрим эту схему. 
Мачта АВ, лежащая возле заранее подготовленного фундамента, 

соединяется с ним шарниром А. Затем с помощью канатной тяги 
ВDС она поднимается до вертикального положения. При этом вспо-
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могательная штанга КD облегчает работу в начальной стадии подъ-
ема, отводя направление тяги несколько вверх. Здесь осуществляет-
ся типичный случай равновесия трех сил, расположенных в одной 
плоскости (в данном случае - в вертикальной). Эти силы сходятся в 
некоторой точке О, определяемой пересечением каната с линией 
силы тяжести мачты. Искомая реакция также выходит на эту точку. 

Графическое решение задачи состоит в том, что считая силу тя-
жести мачты, а также ее угол и угол каната с горизонтом известны-
ми, необходимо построить на векторе F в определенном масштабе 
замкнутый силовой треугольник при точке О, которую выгодно вы-
нести в сторону от основного чертежа. Стороны треугольника 
должны быть строго параллельны направлениям искомых сил, тогда 
величины этих сил будут найдены прямым измерением сторон тре-
угольника в миллиметрах и умножением их на выбранный масштаб. 

Аналитическое решение задачи состоит в использовании уравне-
ний равновесия, система которых для произвольных сил на плоско-
сти имеет вид: 

  0)( iO FM ; 

0 iXF ;          (3.35) 

  .0iYF  
 

Решение показано на несколько видоизмененной схеме (рис. 3.56). 

Рис. 3.56. К примеру 91 
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Пусть мачта АВ в данный момент подъема составляет с горизон-
том угол, равный 75°, а тяга ВК наклонена к горизонту под углом 35°. 
Угол между мачтой и канатом получается равным 40°. Пусть центр 
тяжести С делит длину мачты на отрезки а = 7 м и b = 12 м. Вес 
мачты 41014 F  Н (масса  14 т). Требуется определить силу N 
натяжения каната и реакцию опоры AR . 

Решение. За начало координат принять шарнир А, направив ось 
Х в сторону наклона мачты, а ось Y  вверх. Тогда уравнение момен-
тов примет вид 

 
,075cos)(  FaNhFM iA    (3.36) 

 
где  40cos)( bah  (плечо силы N относительно центра момен-
тов А). 

Отсюда 

4
4

1010,2
64,019

26,07101475cos






h

FaN


 Н. 

 
Уравнения проекций сил на координатные оси: 
 

035cos  NRF XiX ; 
(3.37) 

035sin  NFRF YiY , 
 

откуда 
44 107,1819,0101,235cos  NRX  Н; 

444 102,15574,0101,2101435sin  NFRY  Н. 
 

Положительные значения реакций указывают на то, что их на-
правления на чертеже выбраны верно (не забудьте, что ось Х здесь 
направлена влево!). 

Полная реакция шарнира RA 
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4224 103,152,157,110 AR  Н. 
 

Её угол с горизонтом легко определяется по тангенсу. 
Для проверки решения нужно убедиться, что линия действия реак-

ции RA действительно выходит на точку пересечения линий сил F и N. 
 
Ответ: 4103,15 AR  Н; 4101,2 N  Н. 
 
Пример 92. Пластинка ОА, поворачиваясь относительно оси шар-

нира О, может устанавливаться под любым углом к горизонту 
(рис. 3.57, а). На пластинке лежит тело В весом G. Определить наи-
больший угол  наклона пластинки, при котором тело будет оставать-
ся в равновесии. 

 
а)     б) 

 
Рис. 3.57. К примеру 92 

 
Решение. Примем систему координат Оху. На тело В действуют си-

ла тяжести G, нормальная реакция R и сила трения Ff (рис. 3.57, б). 
Составим уравнения равновесия тела: 
 

  0iXF ; 0sin GF f ; 

  0iYF ; 0cos GR , 
из которых найдём 

R
F

tg f . 
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Заметим, что отношение силы трения Ff к нормальной реакции R 
есть коэффициент трения f. Тогда угол  будет углом трения : 
f = tg. Таким образом, для равновесия тела необходимо, чтобы вы-
полнялось условие   . 

С помощью рассматриваемого простого устройства можно экс-
периментально определять коэффициенты трения скольжения. 

Например, в момент начала движения стального бруска по 
стальной пластине ;056   следовательно, коэффициент трения 
стали по стали .12,0 tgf  

 
Ответ: .506 '0  

 
Пример 93. Груз весом G = 280 Н подвешен в точке Е горизон-

тальной балки АВ весом G1 = 160 H. Балка АВ укреплена при помо-
щи шарнира А и свободно опирается концом В на балку СD весом 
G2 = 120 H. Балка CD имеет шарнир С и концом D опирается на 
гладкую вертикальную стену. Расстояние АЕ = 1/4 АВ; CB = 1/3 CD. 
Определить реакции опор A, C и D (рис. 3.58). 

 

 
 

Рис. 3.58. К примеру 93 
 
Решение. Реакции шарниров А и С, не известные по направле-

нию, разложим на составляющие RAX, RAY, RCX, RCY. Реакция стены 
RD направлена перпендикулярно к ней (рис. 3.59, a). Пять неизвест-
ных величин RAX, RAY, RCX, RCY, RD нельзя определить из системы 
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трех уравнений равновесия. Поэтому произведем расчленение ба-
лок, т. е. рассмотрим отдельно равновесие сил, приложенных к каж-
дой из балок. 

На балку АВ действуют заданные силы веса G и G1, составляю-
щие RAX, RAY реакции шарнира А и реакция RB балки CD, направлен-
ная по нормали к ее поверхности (рис. 3.59, б). 

 

 
   а)      б) 

Рис. 3.59. К примеру 93 
 
На балку CD действуют вес балки G2, приложенный в середине 

CD, реакция '
BR  балки АВ, равная по модулю реакции RB и проти-

воположная ей, составляющие RCX, RCY реакции шарнира С и реак-
ция стены RD. 

Составим по три уравнения равновесия сил, действующих на 
каждую балку, и определим шесть неизвестных величин RAX, RAY, 
RCX, RCY, RD, '

BB RR  . 
Для сил, приложенных к балке АВ, получим: 
 

0)(  iA FM ; 030 sin2/14/1 0
1  ABRABGABG B ; 

  0iXF ; 030 cosR 0  BAX R ;       (3.38) 

  0iYF ; 060 cosR 0
1  BAY RGG . 

 
Для сил, приложенных к балке CD: 
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0)(  iC FM ; 

060 sin60 cos2/13/1 00
2

'  CDRCDGCDR DB ;  (3.39) 
030 cos   ;0 0'  DBCXiX RRRF ; 

060 cos   R;0 2
0'  GRF BCYiY .  

 
Из системы уравнений (3.38) имеем: 
 

300
5,0

1602/12804/1
30 sin

2/14/1
0

1 






GGRB  Н; 

260866,030030 cos 0  BAX RR  Н; 
2905,030016028060 cos 0

1  BAY RGGR  Н. 
 

Так как BB RR ' , из системы уравнений (3.39) следует, что 
 

150
866,0

5,01202/13003/1
60 sin

60 cos2/13/1
0

0
2

'








GRR B

D Н; 

110150866,030030 cos 0'  DBCX RRR  Н; 

2701205,030060 cos 2
0'  GRR BCY  Н. 

 
Знаки в ответах показывают, что сила RCX направлена влево, а 

действительные направления остальных сил совпадают с указанны-
ми на схеме. 

Полная реакция опоры AR  
 

5,389290260 22 AR  Н. 
 

Полная реакция опоры CR  
 

5,291270)110( 22 CR  Н. 
 

Ответ: 5,389AR  Н; 5,291CR  Н; 150DR  Н. 
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Пример 94. Две балки АВ и ВС одинаковой длины l = 3 м соеди-
нены между собой шарниром В (рис. 3.60, а). Конец А балки АВ за-
делан в вертикальной стене, а конец С балки ВС опирается на под-
вижную опору, расположенную под углом 1 = 30 к оси балки ВС. 
На балку АВ по всей её длине действует равномерно распределённая 
нагрузка интенсивностью q = 3 кH/м. На балку ВС действует сила 
F = 10 кH, приложенная в середине балки под углом  = 60 к её 
оси. Определить реакции опор А и С, а также в шарнире В, пренеб-
регая силами тяжести балок. 

 

 
 

Рис. 3.60. К примеру 94 
 

Решение. Составная балка АВС находится в равновесии, следо-
вательно, балки АВ и ВС также находятся в равновесии. 

Рассмотрим условия равновесия каждой балки в системе коор-
динат Аху (рис. 3.60, б). На балку ВС действуют активная сила F и 
реакции связей RC, RBX, RBY. Реакция RC подвижной опоры балки ВС 
направлена по нормали к поверхности опоры. Ни модуль, ни на-
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правление реакции RB в шарнире В не известны. Поэтому она пред-
ставлена в виде двух составляющих: RBX, RBY. 

На балку АВ действуют равномерно распределённая нагрузка q, 
равнодействующая которой Q = ql приложена в середине балки АВ 
и направлена перпендикулярно к её оси, реакции связей BXR  и BYR , 
которые, согласно закону действия и противодействия, имеют оди-
наковые модули и противоположные силам BXR  и BYR  направления 

( ,BXBX RR   BYBY RR  ), реакции ,AXR  AYR  и пара сил с мо-
ментом МА. Итак, балка АВ находится в равновесии при действии сил 

,Q  ,BXR  ,BYR  ,AXR  AYR  и реактивной пары сил с моментом МА. 

Составим уравнения равновесия балки ВС: 
 

  0sincos 1CBXiX RFRF ; 

  0cossin 1CBYiY RFRF ; 

0sin
2

cos)( 1  lFlRFM CiB . 

 
Уравнения равновесия балки АВ: 
 

  0BXAXiX RRF ; 

  0BYAYiY RqlRF ; 

0
2

)(  lRlqlMFM BYAiA . 

 
Решив эти системы уравнений при ,BXBX RR   ,BYBY RR   най-

дём: 






1

1

cos
sinsin

2
cos FFRR BXBX  

5,7)
3222

235,0(10 



  кН; 
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3,435,2)
22
3

2
3(10sin

2
sin 




FFRR BYBY  кН; 

5
32
23

2
10

cos
sin

2 1










FRC  кН; 

5,7 BXAX RR  кН; 

3,1335,2935,233  BYAY RqlR  кН; 

5,2635,75,13335,2
2
33

2

22




 lRqlM BYA  кНм. 

 
Так как реакции в шарнире В, действующие на балки АВ и ВС, 

направлены в противоположные стороны, получаем 5,7BXR  кН, 

35,2BYR  кН. 
Полная реакция опоры AR  
 

7,83,45,7 22 AR  кН. 
 
Ответ: 7,8AR  кН; 5,26AM  кНм; 5CR  кН. 
 
Пример 95. На губки схвата манипулятора при удержании детали 

действует сила F = 6 кH (рис. 3.61, а). Найти реакции в шарнирах А, 
В, С и силу привода FП, если h1 = 180 мм, h2 = 120 мм, а углы 1 = 7, 
2 = 9. Силами трения и силами тяжести звеньев пренебречь. 

Решение. Сначала рассмотрим равновесие звена 2 (рис. 3.61, б). 
На него действует сила F, реакция F21 звена 1, направленная 

вдоль его оси, и реакция шарнира А, представленная её составляю-
щими RAX, RAY. 

Составим уравнения равновесия звена 2: 
 

0cos)( 22211  hFFhFM iA ; 

  0sin 221 AXiX RFF ; 

  0cos 221 AYiY RFFF , 



 188 

откуда: 

9112
9cos12,0

18,06000
cos 22

1
21 








h

FhF  Н; 

14259sin9112sin 221  FRAX  Н; 

15000)
12,0
18,01(6000)1(cos

2

1
221 

h
hFFFRAY  Н; 

15068150001425 2222  AYAXA RRR  Н. 
 

 
 

Рис.3.61. К примеру 95 
 

Сила, действующая на звено 1 и направленная вдоль его оси, 
F12 = F21 = 9112 H. 

Рассматривая равновесие шарнира С (рис. 3.61, в), определим 
силу привода: 

 
28519sin91122sin2 212  FFП  Н. 
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Найденные величины используются для расчёта на прочность 
деталей схвата. 

 

Ответ: 15068AR  Н; 91122112  FF  Н; 2851ПF  Н. 
 
Пример 96. Определить усилия в стержнях 8, 9 и 10 фермы, изо-

бражённой на рис. 3.62, а, если F1 = 50 кH, F2 = 70 кH, F3 = 15 кH, 
F4 = 35 кH, F5 = 15 кH, AB = 4a, KD = 2a. 

 
а) 

 
б)       в) 

 
 

Рис. 3.62. К примеру 96 
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Решение. Прежде всего определим реакции опор фермы RAX, RAY, 
RB (рис. 3.62, б). Для этого составим три уравнения равновесия сил, 
действующих на ферму: 

 
0)(  iA FM ; 0222432 5421  aFaFaRaFaF B ; 





4

22232 5421 FFFFRB  

5,100
4

2215235370250



  кН; 

  0iXF ; 045cos45cos45cos 543  FFFRAX ; 

0,46
2
2)153515(45cos)( 543  FFFRAX  кН; 

  0iYF ; 

045cos45cos45cos 54321  FFFRFFR BAY ; 
 45cos)( 54321 FFFRFFR BAY  

5,65
2
2)153515(5,1007050   кН. 

 
Для определения усилий в стержнях 8, 9 и 10 проведём сечение 

I-I. Отбросим левую часть фермы, заменив её действие на остав-
шуюся часть реакциями разрезанных стержней N8, N9 и N10, напра-
вив эти силы в сторону отброшенной части (рис. 3.62, в). Чтобы оп-
ределить каждое усилие независимо от двух других, применим сис-
тему уравнений равновесия. 

Составим уравнения моментов сил, действующих на правую 
часть фермы, относительно точек Риттера К, В и L, в которых пере-
секаются по две линии действия усилий: 

 
0)(  iK FM ; 0222 528  aFaRaFaN B ; 

6,771525,100
2

702
2 5
2

8  FRFN B  кН; 
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0)(  iB FM ; 022 249  aFaFaN ; 

5,84
2

7035
2
2

49 
FFN  кН; 

0)(  iL FM ; 02510  aFaRaN B ; 

3,792155,1002510  FRN B  кН. 
 
Ответ: 6,778 N  кН; 5,849 N  кН; 3,7910 N  кН. 
 

Задачи к заданиям 
 

Задача 7. Брус АВ, шарнирно закрепленный в точке А, имеет 
вторую опору в точке D (рис. 3.63). Сила тяжести G бруса приложе-
на в точке С. К свободному концу В бруса прикреплена перекинутая 
через блок нить, несущая груз F. Определить реакцию шарнира А и 
опоры D. Схема нагружений бруса в задачах и числовые значения 
сил F и G для своего варианта взять из табл. 3.2. 

 
Т а б л и ц а  3.2 

 
Исходные данные к задаче 7 

 
№ 

вари-
анта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

G, кH 8 5 6 4 3 2,5 2 1,5 0,6 1,2 
F, кH 10 8 12 9 5 6 4 5 2,5 3 

 



 
Рис. 3.63. К задаче 7 

192 
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Задача 8. (рис. 3.64, табл. 3.3). Для заданной консольной балки 
определить опорные реакции заделки. 

 

Т а б л и ц а  3.3 
 

Исходные данные к задаче 8 
 

№  
варианта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1F , кН 10 12 7 12 4 6 22 6 9 10 

2F , кН 7 9 10 7 11 6 22 6 9 10 

M , кНм 13 6 7 15 9 16 11 8 11 13 
,1 м 0,5 0,4 0,7 0,3 0,8 0,9 0,5 0,4 0,6 0,7 

,2 м 0,4 0,7 0,6 0,5 0,7 0,4 0,4 0,9 0,7 0,9 
 

 
Рис. 3.64. К задаче 8 
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Задача 9. Определить реакции опор балки, нагруженной, как по-
казано на рис. 3.65. Данные для своего варианта выбрать из табл. 3.4. 

 
Т а б л и ц а  3.4 

 
Исходные данные к задаче 9 

 
№ 

варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1F , кН 6 20 12 10 8 16 40 20 8 16 

2F , кН 7 10 8 20 12 8 20 8 16 8 
М, кНм 8 12 20 15 10 24 40 20 12 24 
q , кН/м 9 4 6 8 10 6 12 6 8 15 

а, м 2,2 1,5 1,4 1,6 2 1,6 2 1,2 2 3 
b, м 4 1,8 2 1,2 1,4 1 2 1,5 1,8 2 
с, м 5 1 1,5 2,2 2 2 1,4 1,5 2 1 

 

 

Рис. 3.65. К задаче 9 
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Задача 10. Соответствует схеме (рис. 3.66) подъёма мачтовых 
опор ЛЭП с помощью тягачей или лебёдок с тяговым усилием Ft. На 
опору ЛЭП действует сила F1. Опора поднимается вокруг шарнира 
А из первоначального положения, определяемого углом . 

Определить: 
1. Значение угла наклона троса к горизонту  (который опреде-

ляет высоту дополнительной подставки hД) при Ft = 1,5F1. 
2. Величину и направление реакции в шарнире А. 
 

 
 

Рис. 3.66. К задаче 10 
 

Проанализировать результаты решения. 
Варианты схем к задаче  на рис. 3.67, данные к схемам  в 

табл. 3.5. Считать, что ABAC ll
3
1

  или (для схем 9 и 10) ABBC ll
3
1

 . 

Т а б л и ц а  3.5 
 

Исходные данные к задаче 10 
 

№ 
варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1F , кН 60 80 130 120 140 150 70 90 100 110 

AB ,м 22 25 28 21 24 27 30 23 26 20 
0  4 3 5 6 3,5 4,5 5,5 5 4 3 
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Рис. 3.67. К задаче 10 
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Глава 4. ПРОСТРАНСТВЕННАЯ СИСТЕМА СИЛ (ПрСС) 
 

4.1. Момент силы относительно оси 
 

Величина, равная проекции на ось вектора момента силы (рис. 4.1) 
относительно любой точки, принадлежащей данной оси, называется 
моментом силы относительно оси. 

 

 
 

Рис. 4.1. Момент силы относительно оси 
 
Моменты сил относительно координатных осей вычисляются по 

формулам 
 

YZX zFyFFM )( ; ZXY xFzFFM )( ; 

.)( XYZ yFxFFM          (4.1) 
 
В практике решения задач необходимо помнить, что момен-

том силы относительно оси называется произведение проекции 
силы на плоскость, перпендикулярную оси, на плечо. Плечом проек-
ции силы называется перпендикуляр, проведённый из точки пересе-
чения оси с плоскостью, на проекцию силы или её продолжение. 
Момент силы относительно оси считается положительным, если 
плоскость под действием проекции силы стремится повернуться в 
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направлении часовой стрелки (если смотреть на плоскость со сторо-
ны стрелки оси), и отрицательным, если  против часовой стрелки. 

Момент силы относительно оси равен нулю в двух случаях: 
1. Если линия действия силы параллельна оси (проекция силы на 

плоскость обращается в нуль); 
2. Если сила или линия действия силы пересекает ось (плечо 

проекции силы равно нулю). 
Для вычисления момента силы, например, относительно оси ОZ, 

необходимо: 
1. Провести в любом месте плоскость XOY, перпендикулярную к 

оси OZ, и найти точку пересечения этой плоскости с осью; 
2. Спроецировать силу F на эту плоскость и определить вектор 

FXY; 
3. Опустить из точки пересечения оси с плоскостью перпендику-

ляр на линию действия FXY и найти его длину h; 
4. Вычислить произведение hFXY  ; 

5. Определить знак момента hFFMFM XYOZ  )()( . 
 

4.2. Приведение силы к центру 
 

Всякую силу F, приложенную к твёрдому телу в точке А, можно 
переносить параллельно линии её действия в любую точку О, при-
соединив пару сил, момент которой равен моменту данной силы от-
носительно новой точки её приложения. 

Докажем эту теорему. Пусть в точке А твёрдого тела приложена 
сила F (рис. 4.2, а). Выберем произвольную точку О (точку приве-
дения), не лежащую на линии действия силы F. Приложим в точке 
О параллельно данной силе F две равные по модулю, но противопо-
ложные по направлению силы F и F (рис. 4.2, б). Полученная сис-
тема сил (F, F, F) эквивалентна одной силе F. 

Силы F и F образуют пару (F, F). Следовательно, система сил 
(F, F, F) эквивалентна силе F, приложенной в точке О и равной 
по модулю силе F, и паре сил (F, F) с моментом )(FMM O  
(рис. 4.2, в). 
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а)    б)             в) 

 
Рис. 4.2. Приведение силы к центру 

 
4.3. Равновесие твёрдых тел под действием  

пространственной системы сил 
 

Для равновесия тела при действии на него любой пространст-
венной системы сил необходимо и достаточно, чтобы главный век-
тор и главный момент этой системы сил были равны нулю: 

 

0
1




n

i
iFR ; 0)(

1




n

i
iOO FMM .      (4.2) 

 
В проекциях на координатные оси уравнения равновесия (4.2) 

твёрдого тела можно записать в виде следующих шести уравнений: 
 













n

i
iX

n

i
iX

FM

F

1

1

;0)(

;0
 

;0)(

;0

1

1













n

i
iY

n

i
iY

FM

F
 

.0)(

;0

1

1













n

i
iZ

n

i
iZ

FM

F
       (4.3) 

 

Для равновесия тела в случае действия на него произвольной 
пространственной системы сил необходимо и достаточно, чтобы 
суммы проекций всех сил на каждую из осей и суммы моментов 
этих сил относительно координатных осей были равны нулю. 

Пространственная система параллельных сил. Если OZ па-
раллельна линиям действия сил (рис. 4.3), то проекции сил iF  на 

оси OX и OY, а также моменты )( iZ FM  относительно оси OZ рав-
ны нулю. 
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Рис. 4.3. Пространственная система параллельных сил 
 
Значит, уравнения равновесия принимают вид 
 

;0
1




n

i
iZF  




n

i
iX FM

1
;0)(  .0)(

1




n

i
iY FM           (4.4) 

 
Пространственная система сходящихся сил. Для равновесия 

тела в случае действия на него пространственной системой сходя-
щихся сил необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех 
сил на каждую из осей были равны нулю: 

 

;0
1




n

i
ixF  ;0

1




n

i
iyF  .0

1




n

i
iZF                  (4.5) 

 
 

Вопросы для самопроверки 
 

 
1. Какие уравнения и сколько их можно составить для уравнове-

шенной пространственной системы сходящихся сил? 
2. Как определяется момент силы относительно оси? 
3. Почему при определении момента силы относительно оси нуж-

но обязательно спроецировать силу на плоскость, перпендикулярную 
оси? 
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4. Каким образом нужно расположить ось, чтобы момент данной 
силы относительно этой оси равнялся нулю? 

5. Какие уравнения и сколько их можно составить для уравнове-
шенной пространственной системы параллельных сил? 

6. Какие уравнения и сколько их можно составить для уравнове-
шенной произвольной пространственной системы сил? 

 
Примеры 

 
Пример 97. Барабан лебедки (рис. 4.4, а) диаметром dб = 0,14 м и 

приводится в равномерное вращение с помощью зубчатого колеса 
расчетным диаметром d = 0,25 м, на зуб которого действует распо-
ложенная в плоскости колеса сила F = 6 кН. Пренебрегая весом час-
тей механизма, а также трением в подшипниках и на барабане, оп-
ределить грузоподъемную силу лебедки. 

 
Рис. 4.4. К примеру 97 

 
Решение. Вал с насаженными на него деталями вращается рав-

номерно, т.е. находится в равновесии, если сумма моментов дейст-
вующих на детали сил относительно оси вращения равна нулю: 

 

0)(  iZ FM ; 0
2

20cos
2

0 
 dFdG б ; 

0
2
25,094,06

2
14,0


G

, 

отсюда 
G = 10 кH, 
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где dб/2  радиус барабана, являющийся плечом силы G относитель-
но оси Z; 

d/2  радиус зубчатого колеса, являющийся плечом касательной 
составляющей Fсоs20° силы F. Нормальная же составляющая 
Fсоs70° пересекает ось Z и момента относительно оси не создает 
(плечо силы равно нулю). 

При решении задач с пространственно расположенными силами 
целесообразно составлять дополнительный чертеж, спроецировав 
силы на плоскость, перпендикулярную оси вращения (рис. 4.4, б). 

Это объясняется тем, что момент силы относительно оси равен 
моменту проекции силы на плоскость, перпендикулярную оси, от-
носительно точки пересечения оси с этой плоскостью. 

 
Ответ: 10G  кН. 
 
Пример 98. На валу установлен барабан, к которому подвешен 

груз весом G = 350 кH (рис. 4.5, а). Какой момент М нужно прило-
жить к рукоятке, чтобы груз оставался в покое, если радиус бараба-
на r = 240 мм? Силы тяжести вала и барабана не учитывать. 

 

 
 

Рис. 4.5. К примеру 98 
 
Решение. На вал действуют сила тяжести груза G, реакции опор 

RA, RB и пара сил с моментом М на рукоятке. Выберем систему ко-
ординат, как показано на рис. 4.5, б, и составим уравнения равнове-
сия вала: 

0)(  iZ FM ; 0GrM , 
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откуда 
84240,0350  GrM  Нм. 

 
Если принять длину рукоятки h = 0,7 м, то сила на рукоятке 

F = M/h = 84/0,7 = 120 H. 
 
Ответ: 84M  Нм. 
 
Пример 99. На горизонтальный вал АВ насажены зубчатое коле-

со С радиуса 1 м и шестерня D радиуса 10 см. Другие размеры ука-
заны на рисунке. К колесу С по направлению касательной приложе-
на горизонтальная сила 1tF


=100 Н, а к шестерне D, также по каса-

тельной, приложена вертикальная сила 2tF


. Определить силу 2tF


 и 
реакции подшипников А и В в положении равновесия (рис. 4.6). 

 

 
 

Рис. 4.6. К примеру 99 
 
Решение. Отбрасывая связи вала (подшипники), прикладываем к 

валу их реакции, разложенные на составляющие RAX, RAZ, RBX, RBZ 
(см. рис. 4.6). 

Составляем уравнения равновесия сил, произвольно располо-
женных в пространстве: 

 
0   R;0 1  BXtAXiX RFF


;   (4.6) 
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0   R;0F 2AZiZ  BZt RF


;   (4.7) 

010010   ;0)(M 2X  BZti RFF


;        (4.8) 

010010   ;0)(M 12Y  tti FFF


;   (4.9) 

010090    ;0)(M 1Z  BXti RFF


.            (4.10) 
 

Из уравнения (4.9) имеем, что 
 

1000
10

100100
10

1001
2 





 t

t
FF  Н 1  кН. 

 
Подставляя значение 2tF  = 1 кН в уравнение (4.8), получим: 
 

1,0
100

101
100

102 





 t
BZ

FR  кН. 

 
Зная значение RBZ из уравнения (4.7): 
 

9,01,012  BZtAZ RFR  кН. 
 

Из уравнения (4.10) следует, что 
 

09,0
100

901,0
100

901 





 t
BX

FR  кН. 

 
Тогда из уравнения (4.6): 
 

01,009,01,01  BXtAX RFR  кН. 
 

Следует отметить, что уравнение 0 iYF  дает тождество 0 = 0. 
Полная реакция опоры А 
 

92,08401,0)9,0()01,0( 22 AR  кН. 
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Полная реакция опоры В 
 

13,00181,0)1,0()09,0( 22 BR  кН. 
 
Ответ: 12 tF


 кН; 92,0AR  кН; 13,0BR  кН. 

 
Пример 100. Для горизонтального вала, несущего два зубчатых 

колеса с центрами О1 и О2 и нагруженного, как показано на рис. 4.7, а, 
определить реакции опор А и В вала, если в точках С и D соответст-
венно приложены силы: 420

1
tF  Н, 140

1
rF  Н, 360

2
tF  Н, 

120
2
rF  Н. Радиусы зубчатых колес соответственно равны 

r1 = 120 мм и r2 = 80 мм. Вал по длине имеет размеры: l1 = 60 мм, 
l2 = 140 мм, l3 = 100 мм. 

 

 
 

Рис. 4.7. К примеру 100 
 
Решение. Освобождая вал от связей (подшипников) в точках А и 

В, заменяем связи их реакциями. Выбираем пространственную сис-



 206 

тему координат с началом в точке А так, чтобы ось Х располагалась 
по оси вала, ось Y  параллельно силам 

1t
F  и 

2t
F  и ось Z  парал-

лельно силам 
1r

F  и 
2r

F . Принимая во внимание, что сил, действую-
щих параллельно оси вала (оси Х), на схеме не имеется, в точках А и 
В будут приложены реакции связей, располагающиеся параллельно 
внешним силам, приложенным к валу в точках C и D, а именно: в 
точке А  RAZ и RAY, а в точке В  RBZ и RBY. В итоге на вал будет дей-
ствовать пространственная система восьми произвольно располо-
женных сил: 

1t
F , 

2t
F , 

1r
F , 

2r
F   внешние силы и RAZ, RAY, RBZ, RBY  

реакции связей (рис. 4.7, б). 
Из условия равновесия данной системы сил определим неиз-

вестные реакции связей в опорах А и В вала, составив шесть урав-
нений равновесия: 

 

  0iXF ; 0)(  iX FM ;   0iYF ; 0)(  iY FM ; 

  0iZF ; 0)(  iZ FM . 

 
Перед составлением уравнений равновесия заметим, что, например, 

силы 
1r

F , 
2r

F , RAZ, RAY, RBZ, RBY имеют моменты относительно оси Х, 
равные нулю, потому что эти силы пересекают ось Х непосредственно 
или своим продолжением (силы 

1r
F  и 

2r
F ). Силы 

1r
F  и 

2r
F , а также 

RAZ и RBZ не дают моментов относительно оси Z потому, что они парал-
лельны этой оси, а сила RAZ расположена на самой оси Z. 

Аналогично этому моменты сил 
1t

F , 
2t

F , RAY, RBY относительно 
оси Y также обращаются в нуль. Уравнения равновесия системы сил 
принимают вид: 

 

  0iXF   силы системы проекций на ось Х не дают;     (4.11) 

;0    R;0
21

 BYttAYiY RFFF        (4.12) 

;0    R;0
21

 BZrrAZiZ RFFF        (4.13) 
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0   ;0)( 21 21
 rFrFFM ttiX   уравнение не имеет неиз-

вестных;        (4.14) 
;0)()(   F;0)( 321211 21

 lllRllFlFM BZrriY  (4.15) 

.0)()(  ;0)( 321211 21
 lllRllFlFFM BYttiZ  (4.16) 

 
Для определения неизвестных реакций опор вала используем че-

тыре уравнения равновесия 
 

    .0)(  ;0)(  ;0  ;0 iZiYiZiY FMFMFF  
 

Из уравнения (4.15) находим 
 












10014060
)14060(12060140

)(
)(

321

211 21

lll
llFlF

R rr
BZ  

52
300

240008400



  Н. 

 
Из уравнения (4.13) 
 

7252120140
21

 BZrrAZ RFFR  Н. 
 

Из уравнения (4.16) находим 
 












10014060
)14060(36060420

)(
)(

321

211 21

lll
llFlF

R tt
BY  

324
300

7200025200



  Н. 

 
Из уравнения (4.12) 
 

456324360420
21

 BYttAY RFFR  Н. 
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Полная реакция опоры А 
 

6,46121312072456 22 AR  Н. 
 
Полная реакция опоры В 
 

1,32810768052324 22 BR  Н. 
 
Ответ: 6,461AR  Н; 1,328BR  Н. 
 
Пример 101. На рис. 4.8 изображен коленчатый вал двигателя. 

При вертикальном положении средней плоскости колена шатуна 
сила F, действующая на середину шейки вала, составляет 12 кН и 
направлена к плоскости, перпендикулярной к оси вала, под углом 
15 к горизонтали. На оси вала в точке С закреплен маховик весом 
G = 12 кН. В точке Е укреплен шкив диаметром D = 80 см с ремнем, 
передающим момент на вал рабочей машины. Ветви ремня распо-
ложены в плоскости шкива и составляют с горизонталью угол, рав-
ный 30. Отношение натяжения ведущей и ведомой ветвей ремен-

ной передачи 
2

1

F
F

 = 2. Расстояние от оси вала до оси шейки колена 

r = 15 см. Расстояния вдоль оси вала показаны на рис. 4.8. Опреде-
лить величины натяжения ветвей ремня 1F  и 2F  и реакции под-
шипников вала А и В при равномерном его вращении и заданном его 
положении. Весом шкива и вала пренебрегаем. 

Решение. Приложенные к валу силы должны удовлетворять ус-
ловиям их равновесия. Прикладываем к валу заданные внешние си-
лы: вес маховика G, силу давления на шейку F и реакции ветвей 
ремня 1F  и 2F , направленные по касательной к окружности обода 
шкива. Отбрасывая мысленно связи, наложенные на вал в виде 
подшипников, заменяем их реакциями вала, разложенными на со-
ставляющие RAY, RAZ, RBY, RBZ (рис. 4.9). 
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Рис. 4.8. К примеру 101 

 

 
 

 
Рис. 4.9. К примеру 101 

 
Выбрав оси координат X, Y, Z, как показано на рис. 4.9, составля-

ем уравнения равновесия системы сил, произвольно расположенных 
в пространстве. 

Составим уравнения моментов сил относительно осей коорди-
нат: 
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1. 0)(  iX FM ; 015 cos2/2/ 0
12  rFDFDF . 

 
Так как 1F  = 2 2F , то 
 

015 cos2/22/ 0
22  rFDFDF , 

откуда 

347,4
80

966,01512215 cos2 0

2 






D

rFF  кН; 

694,8347,422 21  FF  кН. 
 

При вычислении моментов сил 1F , 2F  и F  относительно оси Y 
проецируем каждую из этих сил на плоскость, проходящую через 
точку приложения силы перпендикулярно оси Y. 

Полученные проекции ,30 sin 0
1 F  ,30 sin 0

2 F  015sinF  па-
раллельны оси Z. 

2. 0)(  iY FM ; 

,015530 sin

11530 sin115855015 sin
0

0
1

0





t
FGRF BZ  

 
откуда 
 





85

15530 sin)(1155015 sin 0
12

0 FFGFRBZ  

52,2
85

1555,0)34,47,8(1151250259,012



  кН. 

 
Аналогично при составлении уравнения 0)(  iZ

FM  нахо-

дим проекции сил 1F , 2F , F  на плоскости, перпендикулярные к 
оси Z. Эти проекции параллельны оси Y и соответственно имеют 
величины ,30 cos 0

1 F  ,30 cos 0
2 F  .15 cos 0F  
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3.   0)( iZ FM ; 

,015530 cos15530 cos855015 cos 0
2

0
1

0  FFRF BY  
 

откуда 





85

15530 cos)(5015 cos 0
12

0 FFFRBY  

41,27
85

155)34,470,8(50966,012



  кН. 

 
Составляем уравнения проекций сил на оси Y и Z; так как все 

действующие силы перпендикулярны к оси X, уравнение   0iXF  
преобразуется в тождество 0 = 0. 

4. 0 iYF ;  

,030 cos30 cosR 15 cos-R 0
2

0
1BY

0  FFFAY  
 

откуда 
 

 0
21

0 30 cos)(15 cos FFRFR BYAY  
53,4866,004,1341,27966,012   кН. 

 
5. 0 iZF ; 

,030 sin30 sin15sin 0
2

0
1

0  FFGRFR BZAZ  
 

откуда определяем 
 

 0
21

0 30 sin)(15 sin FFGRFR BZAZ  
15,05,004,131252,2259,012   кН. 

 
Полная реакция опоры А 
 

53,45434,20)15,0()53,4( 22 AR  кН. 
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Полная реакция опоры В 
 

5,2766,757)52,2()41,27( 22 BR  кН. 
 
Ответ: 53,4AR  кН; 5,27BR  кН. 

 
Пример 102. Для горизонтального вала, несущего зубчатое коле-

со с центром О, как показано на рис. 4.10, а, определить реакции 
опор А и В вала, если в точке С приложены силы: Ft = 1006 H, 
Fr = 382 H, Fa = 201 H. Диаметр зубчатого колеса d = 100 мм. Вал по 
длине имеет размеры: l1 = 0,05 м, l2 = 0,05 м. 

 

 

 
 

Рис. 4.10. К примеру 102 
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Решение: 
1. Составляем расчётную схему вала (рис. 4.10, б). 
2. Составляем расчётную схему вала в горизонтальной плоскости 

(рис. 4.10, в), определяем реакции опор: 
 

2
t

BXAX
FRR  . 

 

2
t

BXAX
FRR  . 

505
2

1006
 BXAX RR Н. 

 
3. Составляем расчётную схему вала в вертикальной плоскости 

(рис. 4.10, г) и определяем реакции опор. 
 

1,10
2

1,0201
2








dFm a  Нм; 

  ;0)( iА FM  ;01,005,0  BYr RmF  

  ;0)( iB FM  .005,01,0  rAY FmR  

90
1,0

1,1005,0382
1,0

05,0








mFR r
BY  Н; 

292
1,0

1,1005,0382
1,0

05,0








mFR r
AY  Н. 

 
Проверка: 
 

  ;0iYF  ;0 BYrAY RFR  
.038238290382292   

 
Полная реакция опоры А 
 

3,583314289292505 22 AR  Н. 
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Полная реакция опоры В 
 

51326312590505 22 BR  Н. 
 
Ответ: 3,583AR  Н; 513BR  Н. 

 
Пример 103. Вал со шкивом загружен в состоянии равновесия 

грузом F и силами F1 и 0,5F1 (F1 = 200 H). Требуется определить 
реакции опор. Расположения шкивов и их диаметры заданы: 
а = 15 см, b = 25 cм, с = 40 см, D = 50 см, d = 20 см. 

Прототипом примера является промежуточный вал зубчатых ре-
дукторов, применяемых в приводных станциях к сельскохозяйст-
венным транспортёрам. 

Решение. Решим пример аналитическим способом на основе 
системы уравнений равновесия пространственной системы сил: 

 













n

i
iX

n

i
iX

FM

F

1

1

;0)(

;0
 

;0)(

;0

1

1













n

i
iY

n

i
Y

FM

F i

 
.0)(

;0

1

1













n

i
iZ

n

i
iZ

FM

F
     (4.17) 

 
Применим эти уравнения к определению опорных реакций RAX, 

RAY, RAZ, RBX, RBY, RBZ и уравновешивающей силы F вала, несущего 
на себе два зубчатых колеса (или шкива) различных диаметров 
(рис. 4.11). Выбор системы координат показан на рис. 4.11. За ось Х 
принимаем ось вала. 

Уравнение моментов относительно оси вала 
 

,0
22

)( 1  DFdFFM iX  

откуда 

80
50

20200
1 




D
dFF  Н. 
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Рис. 4.11. К примеру 103 
 

Уравнение моментов относительно горизонтальной координат-
ной оси У 

 
,0)()()( 1  cbFcbaRFM AZiY  

отсюда 

5,162
402515

)4015(200)(1 








cba

cbFRAZ  Н. 

 
Уравнение моментов относительно вертикальной оси координат Z 
 

,0
2

5,0)()( 1  FcdFcbaRFM AYiZ  

откуда 

5,52
402515

2020025,0408025,0 1 









cba

FcdFRAY  Н. 

 
Для определения остальных неизвестных применим уравнения 

проекций сил на оси координат. Первое из них имеет вид 
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  ;0iXF  .05,0 1  FRR BXAX  
 

Чтобы определить каждую из неизвестных сил, необходимо при-
нять во внимание, что подшипники валов в машинах устанавливаются 
обычно так, чтобы один из них, например А, допускал небольшое про-
дольное смещение («люфт») и тем самым не оказывал сопротивления 
при давлении на него вдоль оси. В этом случае осевая реакция RAX бу-
дет равна нулю, а RBX = Fосевой =  15,0 F  2005,0 100  Н. 

Второе уравнение проекций запишется следующим образом: 
 

  ;0iYF  ,0 FRR BYAY  
откуда 

5,275,5280  AYBY RFR  Н. 
 

Третье уравнение 
 

  ;0iZF  ,01  FRR BZAZ  
откуда 

5,375,1622001  AZBZ RFR  Н. 
 

Полная реакция опоры А 
 

8,1705,291625,162)5,52(0 222 AR  Н. 
 

Полная реакция опоры В 
 

3,110121625)5,37()5,27()100( 222 BR  Н. 
 
Ответ: 8,170AR  Н; 3,110BR  Н. 

 
Пример 104. Квадратная однородная пластина ОАВС, сила тяже-

сти которой равна G, удерживается в горизонтальном положении 
сферическим шарниром А и гибкой нерастяжимой нитью BD, со-
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ставляющей с вертикалью угол  (рис. 4.12, а). Найти реакции шар-
ниров в точках О и А, натяжение нити, если 045 . 

 

 
а)    б) 
 

Рис. 4.12. К примеру 104 
 

Решение. Внешние связи для пластины  шарниры в точках А, О 
и нить. Заменим их реакциями связей. Реакцию сферического шар-
нира представим в виде трех составляющих ROX, ROY, ROZ. Реакцию 
цилиндрического шарнира представим в виде двух составляющих 
RAX, RAZ, а реакцию нити N направим вдоль линии BD (рис. 4.12, б). 

Для составления уравнений равновесия силу N удобно разложить 
на две составляющие, одна из которых N2 параллельна оси Z, другая 
N1 расположена в плоскости XOY и направлена по диагонали пла-
стины. При этом 

 
.    , sin      , cos 12 COBCABOANNNN   

 
Уравнения равновесия: 

 
;045 cos   R;0 0

10  NRF AXXiX    (4.18) 

;045 sin   R;0 0
10  NF YiY     (4.19) 
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;0   R;0 2  NGRF AZОZiZ          (4.20) 

;0
2

    R;0)( 2  OAGBCNOAFM AZiX      (4.21) 

;0
2

   ;0)( 2  ABGABNFM iY           (4.22) 

.0   ;0)(  OARFM AXiZ    (4.23) 
 

Из уравнения (4.23) системы 
 

RAX = 0. 
 
Из уравнения (4.22) 
 

N2 = 0,5G, GGGN 71,041,1/45 cos2/ 0  . 
 
Далее из уравнения (4.21) найдем 
 

.02/2  GNRAZ  
 

Тогда из уравнений (4.18 - 4.20): 
 

RОZ = 0,5G, ;5,02/45 cos 0
1 GGNRОX   

.35,045 sin45 2/45 sin45 sin 00020
1 GtgGNNRОY   

 
Полная реакция опоры O 
 

.8,06225,0)5,035,05,0( 22222 GGGRO   
 
Полная реакция опоры A 
 

.000 22 AR  
 

Ответ: ;8,0 GRO   .0AR  
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Пример 105. Тренога ABCD шарнирно опирается на горизон-
тальную плоскость (рис. 4.13, а) в точках A, B и C. В точке D трено-
га имеет блок. Через блок перекинут гибкий трос, один конец кото-
рого закреплен в точке Е стены, а к другому прикреплен груз 
F = 10 кH. Определить реакции стержней треноги. 

 
а) 

 
 
 
 
 
 
 
 

б) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.13. К примеру 105 
 
Решение 

 
1. Пренебрегая размерами блока, считаем, что заданные силы и 

искомые реакции стержней приложены к точке D  вершине трех-
гранной пирамиды, образуемой треногой. На точку D действуют 
вертикально вниз и горизонтально влево силы натяжения ветвей 
троса, равные силе тяжести груза F, а также три реакции RA, RB и RC 
стержней треноги. 

2. Систему пяти сил, действующих на точку D, в выбранных осях 
координат изобразим на рис. 4.13, б; реакции RA, RB и RC стержней 
направлены вдоль стержней от точки D (из предположения, что все 
стержни растянуты). 



 220 

3. Прежде чем приступить к составлению уравнений равновесия, 
следует заметить, что силы, лежащие в плоскости, перпендикулярной 
какой-либо оси, проецируются на эту ось в виде точки (т.е. проекции 
равны нулю). Например, обе силы F (вертикальная и горизонтальная) 
и сила RC лежат в плоскости, перпендикулярной оси Х. Поэтому на 
ось Х проецируются лишь силы RA и RB. Рассуждая аналогично, ви-
дим, что на ось Y проецируются все силы, кроме вертикальной силы F, 
и на ось Z  также все силы, за исключением горизонтальной силы F. 

Составим уравнения равновесия: 
 

;0)sin()sin(    ;0  BDKRADKRF BAiX         (4.24) 
 

;0 iYF   )sin()cos()sin( KDOADKRODCR AC  
(4.25) 

;0)sin()cos(  FKDOBDKRB  
 

;0 iZF  

 )cos()cos()cos( KDOADKRFODCR AC       (4.26) 
.0)cos()cos(  KDOBDKRB  

 
Так как ADK = BDK = KDO = 30 и ODC = 45, из уравне-

ния (4.24) находим, что RA = RB. 
Уравнения (4.25) и (4.26) запишем теперь в виде 
 

.030cos245cos

;030sin30cos245sin
020

000





AC

AC

RFR
FRR

 

 

Складывая эти уравнения и учитывая, что sin30 = 0,5 и 

2
330cos 0  , получаем 

 

,02
2
3

2
3

 FRR AA  

откуда 
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44,8
73,4

40
33

4






FRR BA  кН. 

 
Стержни AD и BD треноги сжаты силой 8,44 кН. 
Теперь, зная RA, найдем 
 

82,3
45sin

1030cos44,8
45sin
30cos

0

0

0

0








FRR A

C  кН. 

 
Стержень CD растянут силой 3,82 кН. 
 
Ответ: 44,8AR  кН; 44,8BR  кН; 82,3CR  кН. 
 
Пример 106. Определить усилия в стержнях пространственной 

фермы, изображенной на рис. 4.14, а также реакции опор фермы Е, 
F, К и L, если на узел В фермы действует вертикальная сила 
F1 = 50 кН, на узел С  горизонтальная сила F2 = 25 кН, направлен-
ная вдоль стержня CD. Размеры указаны на рисунке. 

 

 
 

Рис. 4.14. К примеру 106 
 

Решение. Для определения усилий в стержнях 1-12 фермы вос-
пользуемся способом вырезания узлов. Так как силы, действующие 
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на каждый из узлов фермы, взаимно уравновешиваются, то, вырезая 
отдельные узлы фермы, составляем по три уравнения равновесия 
сил, действующих на каждый узел. 

Узлы фермы вырезаем в такой последовательности, при которой 
число неизвестных сил в рассматриваемом узле не превышает трех. 
Так же, как и при определении усилий в стержнях плоских ферм, 
все стержни фермы условимся считать растянутыми; знак «минус» 
у вычисленной реакции стержня покажет, что стержень сжат. 

Для определения усилий в стержнях рассматриваемой фермы бу-
дем вырезать последовательно узлы А, В, С и D (рис. 4.15). 

Узел А: 

  ;0iX  ;01  N  ;01 N     (4.27) 

  ;0iY  ;02 N      (4.28) 

  ;0iZ  ;06  N  .06 N     (4.29) 
 

Так как узел А не загружен внешней силой, а сходящиеся силы 
N1, N2 и N6, не лежащие в одной плоскости, не могут уравновеши-
ваться, то они равны нулю. 

 

 
 

Рис. 4.15. К примеру 106 
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Узел В: 
  ;0iX  ;0)90cos(53  NN    (4.30) 

  ;0iY  ;0cos' 52  NN     (4.31) 

  ;0iZ  ;0121  NF  50112  FN  кН.  (4.32) 
 

Из уравнения (4.31) 
 

.0
cos

'2
5 




NN  

 
Из уравнения (4.30) 
 

0)90cos(53  NN . 
Узел С: 

  ;0iX  ;0cos' 113 NN     (4.33) 

  ;0iY  ;024  FN  2524  FN  кН;  (4.34) 

  ;0iZ  .0)90cos(1110  NN    (4.35) 
 

Из уравнения (4.33) 
 

;0'cos 311  NN  .011 N  
 
Из уравнения (4.35) 
 

;0)90cos(1110  NN  .010 N  
 
Узел D: 
  ;0iX  ;0cos)90cos('' 751  NNN    (4.36) 

  ;0iY  ;0coscos'' 954  NNN     (4.37) 

  ;0iZ  .0)90cos()90cos( 978  NNN   (4.38) 
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Найдем синусы и косинусы углов  и . 
Так как 

AD = DL, тo  = 45°; 
cos = sin = ;2/2  

cos = АВ / DB = 4 / 5 = 0,8; 
sin = AD / DB = 3 / 5 = 0,6. 

 
Из уравнения (4.36) 
 

;0'6,0'2/2 157  NNN  .07 N  
 
Из уравнения (4.37) 
 

31
8,0

25
8,0

8,0'' 54
9 




NNN  кН. 

 
Из уравнения (4.38) 
 

196,0316,02/2 978  NNN  кН. 
 

Т а б л и ц а  4.1 
 

Результаты расчётов 
 

Стержни 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Усилие 
N, кH 0 0 0 -25 0 0 0 -19 31 0 0 -50 

 
Основываясь на результатах расчета, можно установить следующее: 
1. Если в незагруженном узле фермы сходятся три стержня, не 

лежащие в одной плоскости, то усилия в каждом из этих стержней 
равны нулю (узел А, стержни 1, 2 и 6). 

2. Если в некотором узле фермы все внешние силы и все стержни, 
кроме одного, лежат в одной плоскости, то усилие в стержне, не лежа-
щем в этой плоскости, равно нулю (узел С, стержень 11 при 0'3 N ). 

Эти соображения, дающие возможность без вычислений опре-
делить стержни с нулевыми усилиями, значительно упрощают опре-
деление усилий в стержнях пространственных ферм. 
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Определив усилия в стержнях фермы способом вырезания узлов, 
можно определить реакции опор, представляющих собой шаровые 
шарниры. Реакцию каждой опоры неизвестного направления раз-
ложим на три составляющие, направленные вдоль осей координат. 
Эти составляющие определим из уравнений равновесия сил, при-
ложенных к опорным узлам. 

 
Узел Е: 

  ;0iX  ;0cos'7  NREX    (4.39) 

  ;0iY  ;0EYR      (4.40) 

  ;0iZ  .0)90cos('' 76  NNREZ  (4.41) 
 

Из уравнения (4.39) 
 

.045cos'7  NREX  
 
Из уравнения (4.41) 
 

.045cos'' 76  NNREZ  
 
Так как 

;0EXR  ;0EYR  ,0EZR  
 

то RE = 0, т. е. опора Е не нагружена. 
 
Узел F: 

  ;0iX  ;0cos'11  NRFX     (4.42) 

  ;0iY  ;0FYR       (4.43) 

  ;0iZ  .0)90cos('' 1112  NNRFZ   (4.44) 
 

Из уравнения (4.42) 
 

.045cos'11  NRFX  
 

Из уравнения (4.44) 
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5045cos'' 1112  NNRFZ  кН. 
 

Знак «плюс» в ответе указывает на то, что истинное направление 
составляющей RFZ совпадает с направлением, указанным на схеме. 

Так как RFХ = 0 и RFY = 0, то реакция опоры направлена верти-
кально вверх и имеет модуль RF = |RFZ| = 50 кН. 

 
Узел К: 

  ;0iX  ;0KХR       (4.45) 

  ;0iY  ;0cos'9  NRKY     (4.46) 

  ;0iZ  .0)90cos('' 910  NNRKZ    (4.47) 
 

Из уравнения (4.46) 
 

258,031cos'9  NRKY  кН. 
 

Из уравнения (4.47) 
 

196,031)90cos('' 910  NNRKZ  кН. 
 

Знаки ответов показывают, что принятое направление силы RKY 
совпадает с действительным, а силы RKZ  противоположно дейст-
вительному (см. рис. 4.15). 

Определим модуль и направление реакции RK: 
 

4,31)19(25 2222  KZKYK RRR  кН; 

;8,031/25/),cos(  KKYK RRjR  

;6,031/19/),cos(  KKZK RRkR  

;2536),(  jR K  '.52126),(  kR K  
 

Узел L: 
Так как в узле L не известна лишь реакция RL, то составляем 

только одно уравнение: 
 

  ;0iZ  ,0'8  LRN  
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откуда 
19'8  NRL  кН. 

 
Знак «плюс» в ответе указывает на то, что реакция RL направлена 

вертикально вверх. 
 

Ответ: ;0ER  50FR  кН; 4,31KR  кН; 19LR  кН. 
 
Пример 107. Жестко заделанная балка длиной l = 1,4 м и квад-

ратным поперечным сечением со стороной a = 0,2 м (рис. 4.16, а) 
нагружена горизонтальной силой F = 2 кH и вертикальной равно-
мерно распределенной нагрузкой интенсивностью q = 1 кН/м. Оп-
ределить реакции заделки. 

 

 
Рис. 4.16. К примеру 107 
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Решение 
1. Освободим балку от заделки. Известно, что со стороны заделки 

на балку действуют реактивные силы и пара сил. Реактивную силу 
представим в виде трех составляющих ROX, ROY, ROZ (рис. 4.16, б), 
действующих вдоль осей координат, а реактивный момент  в виде 
моментов пар MOX, MOY, MOZ, действующих в плоскостях, перпенди-
кулярных осям (эти моменты изображены на рис. 4.16, б круговыми 
стрелками, огибающими оси против хода стрелки часов, если смот-
реть со стороны положительного направления оси). 

2. Равномерно распределенную нагрузку заменим сосредоточен-
ной силой: 

4,14,11  lqFq  кН. 
 

3. Составим уравнения равновесия: 
 

;0
2

   ;0)(   ;0    ;0   lFMFMFRF qOXiXOXiX  

;0
2

   ;0)(   ;0    ;0   lFMFMFRF qOYiYqOYiY  

.0
2

   ;0)(   ;0    ;0   aFMFMFRF qOZiZOZiZ  

 
4. Решая уравнения, находим: 
 

2OXR  кН; 4,1OYR  кН; 0OZR ; 
98,0OXM  кНм; 8,2OYM  кНм; 14,0OZM  кНм. 

 
5. По найденным модулям составляющих реактивной силы RO и 

момента реактивной пары MO (они показаны на рис. 4.16, в раздель-
но) можно определить их модули RO и MO и направление действия. 

 

44,2OR  кН; ;90   ;55  ;35 000  ZYX   

83,2OM  кНм; '1087   ;'4012   ;'20110 000  ZYX . 
 

Ответ: 44,2OR  кН; 83,2OM  кН. 
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Пример 108. На валу жестко закреплены шестерня 1 и колесо 2 
(рис. 4.17, а). Определить в положении равновесия вала реакции 
подшипников А и В, а также силы F2 и 2rF  = 0,4F2, действующие на 
колесо, если F1 = 400 Н, а 1rF  = 0,4F1. Силой тяжести вала, шестер-
ни и колеса пренебречь. 

 
 

Рис. 4.17. К примеру 108 
 
Решение. Отбрасываем связи вала (подшипники), прикладываем 

к валу их реакции, разложенные на составляющие AZR , BZR , tYR , 

BYR . Выбираем пространственную систему координат так, чтобы 
ось X располагалась по оси вала, ось Y – параллельно силам 2tF  и 

1tF  и ось Z – силам 2rF  и 1rF . В точках А и В будут приложены ре-
акции связей: в точке А  AZR  и AYR , а в точке В  BZR  и BYR  
(рис. 4.17, б). 

Составляем уравнения равновесия сил, произвольно располо-
женных в пространстве: 
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;0;0 21  ttBYAYiy FFRRF            (4.48) 

;0;0 21  BZrrAZiz RFFRF           (4.49) 

;015,03,0;0)( 12  ttiX FFFM


          (4.50) 

;075,06,02,0;0)( 12  BZrriY RFFFM


  (4.51) 

.075,02,06,0;0)( 21  BYttiZ RFFFM


  (4.52) 
 

Из уравнения (4.50) 
 

200
3,0

15,0400
3,0

15,01
2 





 t

t
FF  Н. 

802004,04,0 22  tr FF  Н. 
 
Из уравнения (4.52) 
 

33,373
75,0

2,02006,0400
75,0

2,06,0 21 





 tt
BY

FFR  Н. 

 
Из уравнения (4.51) 
 

67,106
75,0

2,0806,0160
75,0

2,06,0 21 





 rr
BZ

FFR  Н. 

 
Из уравнений (4.48) и (4.49): 
 

67,22633,37320040021  BYtAY RFFR  Н; 
67,2667,1061608012  BZrrAZ RFFR  Н. 

 
Следует отметить, что уравнение   0ixF  даст тождество 0 = 0. 
Полная реакция опоры А 
 

23,2285778,5209067,2667,226 22 AR  Н. 
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Полная реакция опоры В 
 

27,3387778,15075367,10633,373 22 BR  Н. 
 
Ответ: 23,228AR  Н; 27,338BR  Н. 
 
Пример 109. На валу жёстко закреплены шестерня 1 и колесо 2. 

Определить в положении равновесия вала реакции подшипников А 
и В, а также силы 2tF  и 22 5,0 tr FF  , действующие на колесо, если 

5001 tF  Н, а 11 5,0 tr FF  . Силой тяжести вала, шестерни и колеса 
пренебречь. 

 

 
 

Рис. 4.18. К примеру 109 
 
Решение. Освобождаем вал от связей (подшипников) в точках А 

и В, заменим связи реакциями связей. Выбираем пространственную 
систему координат с началом в точке А, чтобы ось X располагалась 
по оси вала, ось Y – параллельно силам 2tF  и 1rF  и ось Z – парал-
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лельно силам 1tF  и 2rF . В точках А и В будут приложены реакции 
связей, располагающиеся параллельно внешним силам, приложен-
ным к валу в точках, а именно: в точке А  AZR  и AYR , а в точке В  

BZR  и BYR  (рис. 4.18, б). 
Составляем уравнения равновесия сил, произвольно располо-

женных в пространстве: 
 

;0;0 12  rtBYAYiy FFRRF           (4.53) 

;0;0 21  rtBZAZiz FFRRF          (4.54) 

;05,02,0;0)( 21  ttiX FFFM


         (4.55) 

;042,03,01,0;0)( 21  BZrtiY RFFFM


  (4.56) 

  .01,03,042,0;0)( 12 rtBYiZ FFRFM


  (4.57) 
 
Из уравнения (4.55) 
 

200
5,0

2,0500
5,0

2,01
2 





 t

t
FF  Н. 

100)200(5,02 rF  Н. 
 
Из уравнения (4.56) 
 

62,47
42,0

3,0)200(5,01,0500
42,0

3,01,0 21 





 rt
BZ

FFR  Н. 

 
Из уравнения (4.57) 
 








42,0

3,0)200(1,05005,0
42,0

3,01,0 21 tr
BY

FFR  

38,202  Н. 
 

Из уравнения (4.53) 
 

62,2475005,0)200(38,20212  rtBYAY FFRR  Н. 
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Из уравнения (4.54) 
 

38,35262,47)100(50021  BZrtAZ RFFR  Н. 
 

Следует отметить, что уравнение   0ixF  даст тождество 0 = 0. 
Полная реакция опоры А 
 

4332,18748738,35262,247 22 AR  Н. 
 
Полная реакция опоры В 
 

91,207329,4322562,4738,202 22 BR  Н. 
 

Ответ: 433AR  Н; 91,207BR  Н. 
 
Пример 110. На барабан, закрепленный на валу, действует груз 

G. Какую силу F следует приложить к рукоятке CD, чтобы удержать 
вал в равновесии в положении, показанном на рис. 4.19, а? Опреде-
лить также реакции подшипников А и В. 

 

 
 

Рис. 4.19. К примеру 110 
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Решение. На вал действуют сила тяжести груза G, реакции опор 
AR , BR  и пара сил с моментом М на рукоятке (рис. 4.19, б). Выбе-

рем систему координат и составим уравнение равновесия вала 
 

;0;0)(  rGMFM iZ


 

3604,0900  rGM  Нм. 
 
Сила на рукоятке  
 

600
10600

360
3 


 h

MF  Н. 

 
Определим реакции опор AR  и BR : 
 

;0400200;0)(  BiA RGFM  

450
400

200900
400

200








GRB  Н. 

;0400200;0)(  AiB RGFM  

450
400

200900
400

200








GRA  Н. 

 
Ответ: 600F  Н; 450AR  Н; 450BR  Н. 
 
Пример 111. На барабан, закрепленный на валу, действует груз 

G. Какую силу F следует приложить к рукоятке CD, чтобы удержать 
вал в равновесии в положении, показанном на рис. 4.20, а? Опреде-
лить также реакции подшипников А и В. 

Решение. На вал действуют сила тяжести груза G, реакции опор 
AR , BR  и пара сил с моментом М на рукоятке (рис. 4.20, б). Выбе-

рем систему координат и составим уравнения равновесия вала: 
 

;0;0)(  rGMFM iZ


 

3003,01000  rGM  Нм. 
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Рис. 4.20. К примеру 111 

 
Если принять длину рукояти 4,0h  м, то сила на рукоятке 
 

750
4,0

300


h
MF  Н. 

 
Определим реакции опор AR  и BR : 
 

;0350200;0)(  BKA RGFM  

43,571
350

2001000
350

200








GRB  Н. 

  ;0350200;0)( AKB RGFM  

57,428
350

1501000
350

150








GRA  Н. 

 

Ответ: 750F  Н; 57,428AR  Н; 43,571BR  Н. 
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Пример 112. На барабан, закрепленный на валу, действует груз G. 
Какую силу F следует приложить к рукоятке CD, чтобы удержать 
вал в равновесии в положении, показанном на рис. 4.21, а? Опреде-
лить также реакции подшипников А и В. 

 

 
Рис. 4.21. К примеру 112 

 
Решение. На вал действуют сила тяжести груза G, реакции опор 

AR , BR  и пара сил с моментом М на рукоятке (рис. 4.21, б). Выбе-
рем систему координат и составим уравнения равновесия вала: 

 

  ;0;0)( rGMFM iZ


 

6005,01200  rGM  Нм. 
 
Если принять длину рукояти 7,0h  м, то сила на рукоятке 
 

1000
6,0

600


h
MF  Н. 
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Определим реакции опор: 
 

  ;0300200;0)( BiA RGFM  

800
300

2001200
300

200








GRB  Н. 

  ;0300100;0)( AiB RGFM  

400
300

1001200
300

100








GRA  Н. 

 

Ответ: 1F  кН; 400AR  Н; 800BR  Н. 
 
Пример 113. Однородная квадратная крышка ABCD люка может 

вращаться вокруг оси, проходящей через петли А и В. Горизонталь-
ная веревка DE удерживает крышку в равновесии в положении, по-
казанном на рис. 4.22, а. Определить реакции опор А и В, если сила 
тяжести крышки G = 48 H. 

 

 
Рис. 4.22. К примеру 113 

 
Решение. Внешние связи для пластины – шарниры в точках А, В 

и нить. Заменим их реакциями связей. Реакции петель А и В пред-
ставим в виде двух составляющих AXR , AZR  и BXR , BZR  соответ-
ственно, а реакцию нити N направим вдоль линии DE (рис. 4.22, б). 

Уравнения равновесия: 
 

;0;0  NRRF AXBXix          (4.58) 
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;0;0  GRRF AZBZiz          (4.59) 

;0
2

;0)( 
ABGABRFM AZiX


        (4.60) 

;0
2

;0)(  ADNADGFM iY


        (4.61) 

.0;0)(  ABRFM AXiZ


          (4.62) 

 
Из уравнения (4.62) системы 
 

0AXR . 
 

Из уравнения (4.61) 
 

24
2
48

2


GN  Н. 

 
Из уравнения (4.58) 
 

24024  AXBX RNR  Н. 
 

Из уравнения (4.60) 
 

24
2
48

2


GRAZ  Н. 

 
Из уравнения (4.59) 
 

242448  AZBZ RGR  Н. 
 

Полная реакция шарнира В 
 

3411522424 22 BR  Н. 
 

Ответ: 24AR  Н; 34BR  Н. 
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Пример 114. Полка, нагруженная, как показано на рис. 4.23, а, 
силой тяжести G = 0,8 кH и могущая вращаться около оси, прохо-
дящей через петли А и В, удерживается в равновесии в горизонталь-
ном положении стержнем DC, образующим с вертикалью угол 60. 
Определить реакции петель А, В и стержня DC. 

 

 
Рис. 4.23. К примеру 114 

 
Решение. Внешние связи для пластины – шарниры в точках А, В и 

стержень. Заменим их реакциями связей. Реакции петель А и В пред-
ставим в виде двух составляющих AXR , AZR  и BXR , BZR  соответст-
венно, а реакцию стержня N направим вдоль линии DС (рис. 4.23, б). 

Для составления уравнений равновесия силу N удобно разложить 
на две составляющие, одна из которых, 2N , параллельна оси Z, дру-
гая, 1N , расположена в плоскости XOY параллельно оси X. При 
этом 0

2 60cosNN  , 0
1 60sinNN  . 

Уравнения равновесия: 
 

;0;0 1  AXBXix RRNF         (4.63) 

;0;0 2  NGRRF BZAZiz         (4.64) 

;07,12,095,0;0)(  AZBZiX RRGFM


    (4.65) 

;03,06,0;0)( 2  GNFM iY


        (4.66) 

.02,07,1;0)(  BXAXiZ RRFM


        (4.67) 
 
Из уравнения (4.66) 
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400
6,0

3,0800
6,0

3,0
2 







GN  Н. 

800
5,0

400
60cos 0
2 




NN  Н. 

82,692866,080060sin 0
1  NN  Н. 

 
Из уравнений (4.63) и (4.67) следует: 
 

7,1
2,0

 BX
AX

RR ; 

0
7,1

2,0
1 


 BX

BX
RRN ; 

196,785
5,1

7,182,692
8,0

7,11 






NRBX  Н; 

376,92
7,1

2,0196,785



AXR  Н. 

 
Из уравнений (4.64) и (4.65) следует: 
 

;2 BZAZ RNGR   0)(7,12,095,0 2  BZBZ RNGRG ; 








5,1

)400(7,180075,0
5,1

97,17,195,0 2NGGRBZ  

33,53  Н; 
33,453)33,53()400(8002  BZAZ RNGR  Н. 

 
Полная реакция петли А 
 

65,462414,21404133,453376,92 22 AR  Н. 
 
Полная реакция петли В 
 

787847,619376)33,53()196,785( 22 BR  Н. 
 

Ответ: 800N  Н; 65,462AR  Н; 787BR  Н. 
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Пример 115. На вал жестко насажены шкив 1 и колесо 2, нагру-
женные, как показано на рис. 4.24, a. Определить силы 2tF  и 

21 4,0 tt FF  , а также реакции опор А и В, если F1 = 120 H. 

 
Рис. 4.24. К примеру 115 

 
Решение. Отбрасывая связи вала (подшипники), прикладываем к 

валу их реакции, разложенные на составляющие AXR , AZR  и BXR , 

BZR  (рис. 4.24, б). 
Составляем уравнения равновесия сил, произвольно располо-

женных в пространстве: 
 

;02;0 211  rAXBXix FFFRRF      (4.68) 

;0;0 2  AZtBZiz RFRF        (4.69) 

;03,01,0;0)( 2  AZtiX RFFM


      (4.70) 

;025,025,024,0;0)( 112  FFFFM tiY


    (4.71) 

;045,045,023,01,0;0)( 112  FFRFFM AXriZ


  (4.72) 
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Из уравнения (4.71) 
 

75
4,0

25,0120
4,0

25,025,02 11
2 







FFFt  Н. 

30754,04,0 22  tr FF  Н. 
 
Из уравнения (4.72) 
 

530
3,0

45,012031,030
3,0

45,031,0 12 






FFR r

AX  Н. 

 
Из уравнения (4.70) 
 

25
3,0

1,075
3,0

1,02 





 t
AZ

FR  Н. 

 
Из уравнения (4.68) 
 

200)530(1203303 12  AXrBX RFFR  Н. 
 
Из уравнения (4.69) 
 

5075252  tAZBZ FRR  Н. 
 

Следует отметить, что уравнение   0iyF  даст тождество 0 = 0. 
Полная реакция опоры А 
 

59,530281525)25()530( 22 AR  Н. 
 
Полная реакция опоры В 
 

16,20642500)50(200 22 BR  Н. 
 

Ответ: 752 tF  Н; 302 rF  Н; 59,530AR  Н; 16,206BR  Н. 
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Пример 116. На вал жестко насажены шкив 1 и колесо 2, нагру-
женные, как показано на рис. 4.25, a. Определить силы 2tF  и 

22 3,0 tr FF  , а также реакции опор А и В, если F1 = 100 H. 

 
Рис. 4.25. К примеру 116 

 
Решение. Отбрасывая связи вала (подшипники), прикладываем к 

валу их реакции, разложенные на составляющие AXR , AZR , и BXR , 

BZR  (рис. 4.25, б). 
Составляем уравнения равновесия сил, произвольно располо-

женных в пространстве: 
 

;0;0 2  tBXAXix FRRF      (4.73) 

;02;0 112  FFFRRF rBZAZiz     (4.74) 

  ;052,04,01,021,0;0)( 211 BZriX RFFFFM


(4.75) 
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;05,02,022,0;0)( 211  tiY FFFFM


  (4.76) 

.04,052,0;0)( 2  tBXiZ FRFM


   (4.77) 
 
Из уравнения (4.76) 
 

40
5,0

2,0100
5,0

2,01
2 







FFt  Н. 

12404,03,0 22  tr FF  Н. 
 
Из уравнения (4.77) 
 

77,30
52,0

4,040
52,0

4,02 





 t
BX

FR  Н. 

 
Из уравнения (4.75) 
 

92,66
52,0

4,0121,01003
52,0

4,01,03 21 





 r
BZ

FFR  Н. 

 
Из уравнения (4.74) 
 

08,24592,661003123 12  BZrAZ RFFR  Н. 
 
Из уравнения (4.73) 
 

23,977,30402  BXtAX RFR  Н. 
 

Следует отметить, что уравнение   0iyF  даст тождество 0 = 0. 
Полная реакция опоры А 
 

25,245399,6014908,24523,9 22 AR  Н. 
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Полная реакция опоры В 
 

66,73079,542592,6677,30 22 BR  Н. 
 
Ответ: 402 tF  Н; 122 rF  Н; 25,245AR  Н; 66,73BR  Н. 

 
Пример 117. На вал жестко насажены шкив 1 и колесо 2, нагру-

женные, как показано на рис. 4.26, a. Определить силу 2F , а также 
реакции опор А и В, если F1 = 220 H. 

 

 
Рис. 4.26. К примеру 117 

 
Решение. Отбрасывая связи вала (подшипники), прикладываем к 

валу их реакции, разложенные на составляющие AXR , AZR  и BXR , 

BZR  (рис. 4.26, б). 
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Составляем уравнения равновесия сил, произвольно располо-
женных в пространстве: 

 
;02;0 22  FFRRF BXAXix      (4.78) 

;02;0 11  FFRRF BZAZiz      (4.79) 

;065,015,015,02;0)( 11  BZiX RFFFM


    (4.80) 

  04,04,0218,0218,0;0)( 2211 FFFFFM iY


; (4.81) 

.045,0245,065,0;0)( 22  FFRFM BXiZ


   (4.82) 

 
Из уравнения (4.81) 
 

99
4,0

18,0220
4,0
18,01

2 






FF  Н. 

 
Из уравнения (4.82) 
 

62,205
65,0

45,0993
65,0

45,03 2 






FRBX  Н. 

 
Из уравнения (4.80) 
 

31,152
65,0

15,02203
65,0

15,03 1 






FRBZ  Н. 

 
Из уравнения (4.78) 
 

38,9162,2059933 2  BXAX RFR  Н. 
 

Из уравнения (4.79) 
 

69,50731,15222033 1  BZAZ RFR  Н. 
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Следует отметить, что уравнение   0iyF  даст тождество 0 = 0. 
Полная реакция опоры А 
 

85,51544,26609969,50738,91 22 AR  Н. 
 
Полная реакция опоры В 
 

89,25592,6547731,15262,205 22 BR  Н. 
 
Ответ: 992 F  Н; 85,515AR  Н; 89,255BR  Н. 

 
Пример 118. Горизонтальный провод АЕ, натяжение которого 

равно 400 Н, подвешен к вертикальному столбу АВ, укреплённому 
оттяжками АС и АD, расположенными симметрично относительно 
плоскости ВАЕ. Известно: АВ = 5 м, ВС = BD = 4 м, СВD = 150. 
Определить натяжение оттяжек и усилие в столбе (рис. 4.27, а). 

 

 
Рис. 4.27. К примеру 118 

 
Решение. Рассмотрим равновесие сходящихся сил, приложенных 

к узлу А. Задаваемая сила N – реакция провода АЕ, реакция 3N  
столба АВ и реакции N1 и N2 оттяжек АС и AD не лежат в одной 



 248 

плоскости. Три неизвестные силы 3N , N1 и N2 определим из трёх 
уравнений равновесия сходящихся сил в пространстве: 

 

  ;0iXF    ;0iYF    .0iZF  
 
Для этого проведём оси координат из точки В, направив ось Z 

вдоль ВА, ось Y – параллельно АЕ и ось Х  перпендикулярно осям Y 
и Z (рис. 4.27, б). Приложим к узлу А все действующие на него си-
лы, направив их от узла, т. е. предположив, что все элементы растя-
нуты. При проецировании сил N1 и N2 на оси Х и Y применим двой-
ное проецирование, так как углы, составленные этими силами с 
осями Х и Y, не даны. Спроецируем сначала каждую из этих сил на 
плоскость XBY и полученную проекцию спроектируем на соответст-
вующую ось. 

Вычислим предварительно 
 

;625,0
45

4cos
22





CA
CB

 

.781,0
45

5sin
22





CA
BA

 

 
Составим уравнения равновесия сил: 
 

  ;0iXF  ;015coscos15coscos 21  NN                   (4.83) 

  ;0iYF  ;075coscos75coscos 21  NNN       (4.84) 

  ;0iZF  .0)90cos()90cos( 321  NNN     (4.85) 
 

Из уравнения (4.83) получаем 
 

N1 = N2. 
 
Из уравнения (4.84) найдём эти силы: 
 

5,1235
259,0625,02

400
75coscos21 







NN  Н. 
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N1 = N2 = 1235,5 Н (натяжения симметричных оттяжек одинаковы). 
Из уравнения (4.85) определим 3N : 
 

9,19298,05,12352sin2 13  NN  Н. 
 

Вертикальный столб АВ сжат. 
 

Ответ: 5,123521  NN  Н; 9,19293 N  Н. 
 
Пример 119. Определить усилия в стержне пространственной 

фермы, изображённой на рис. 4.28, а также реакции опор фермы K, 
L, M, N, если на узел А фермы действуют вертикальная сила 

202 F  кН и горизонтальная сила 401 F  кН, направленная вдоль 
стержня AF, .300  

 

 
Рис. 4.28. К примеру 119 

 
Решение. Для определения усилий в стержнях 1-39 фермы вос-

пользуемся способом вырезания узлов. Так как силы, действующие 
на каждый из узлов фермы, взаимно уравновешиваются, то, вырезая 
отдельные узлы фермы, составляем по три уравнения равновесия 
сил, действующих на каждый узел. 

Узлы фермы вырезаем в такой последовательности, при которой 
число неизвестных сил в рассматриваемом узле не превышает трех. 
Так же, как и при определении усилий в стержнях плоских ферм, 
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все стержни фермы условимся считать растянутыми; знак «минус» 
у вычисленной реакции стержня покажет, что стержень сжат. 

Для определения усилий в стержнях рассматриваемой фермы бу-
дем вырезать последовательно узлы А, В, С, D, E, F, H, I, J, K, L 
(см. рис. 4.28). 

Для определения усилий в стержнях пространственной фермы 
воспользуемся способом вырезания узлов (рис. 4.29). 

Узел А: 
  ;0iX  ;075cos75cos 0

3
0

2  NN  ;32 NN   

  ;0iY  ;075sin75sin 1
0

3
0

2  FNN  

706,20
75sin2

40
75sin2 00
1

32 
FNN  кН. 

  ;0iZ  ;021  FN  2021  FN  кН. 
 
Узел В: 

  ;0iX  

075cos'75cos60cos'75cos'75cos' 0
5

00
4

0
7

0
6  NNNN ; 

  ;0iY  

;075sin60cos'

75sin60cos'75sin'75sin'
00

5

00
4

0
7

0
6





N
NNN

 

  ;0iZ  0'30cos'30cos' 1
0

5
0

4  NNN . 
 
В силу симметрии 
 

;'' 54 NN   76 '' NN  ; 1
0

4 '30cos'2 NN  ; 

547,11
30cos2

20
30cos2

'' 00
1

54 
NNN  кН; 

060cos'2'2 0
46  NN ; 

774,560cos547,1160cos''' 00
476  NNN  кН. 



 
 
 

Рис. 4.29. К примеру 119 
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Рассматривая узлы C и D, получим: 
 

  ;0iZ  0;0' 109  NN   усилия в стержнях 9 и 10 
равны нулю. 

CBD : 0867  NNN , 

0,315sin774,52
2

sin2 0
78 


 NN  кН. 

EFA : 01132  NNN , 

718,1015sin706,202
2

sin2 0
211 


 NN  кН. 

 
Узел D: 
 

  ;0iX  045cos'75cos 0
1378  NNN  (IHCD – квадрат); 

  ;0iY  ;075sin45cos' 0
7

0
1314  NNN  

  ;0iZ  ;010 N  

356,6
45cos

75cos774,53
45cos

75cos
' 0

0

0

0
78

13 






NNN  кН. 

 0
7

0
1314 75sin45cos' NNN  

072,1075sin774,545cos)356,6( 00   кН. 
 
В силу симметрии для узла С 
 

072,101415  NN  кН; 356,61312  NN  кН. 
 
Узел E: 
 

  ;0iX  ;045cos75cos'' 0
16211  NNN  

  ;0iY  ;045cos)45sin(75sin' 0
20

0
16

0
218  NNNN  

  ;0iZ  )0(030cos45cos 9
0

4
0

20  NNN ; 
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142,14
45cos

30cos547,11
45cos

30cos
0

0

0

0
4

20 



NN  кН. 







 0

0

0

0
211

16 45cos
75cos706,20718,10

45cos
75cos'' NNN  

736,22  кН; 
 0

20
0

16
0

218 45cos45sin75sin' NNNN  

077,2645cos142,1445sin736,2275sin706,20 000   кН. 
 
В силу симметрии для узла F 
 

077,261819  NN  кН; 736,221617  NN  кН; 2024 NN  . 

IHO : .0' 231213  NNN  
090IOH , 9356,6356,6' 222

12
2
1323  NNN  кН. 

 
Узел H: 
 

  ;0iX  ;045cos)45cos( 0
132523  NNN  

  ;0iY  ;045sin45sin' 0
13

0
251526  NNNN  

  ;0iZ  .045cos' 0
2022  NN  

1045cos142,1445cos' 00
2022  NN  кН; 

372,6
45cos

45cos356,69
45cos

45cos
0

0

0

0
1323

25 






NNN  кН; 

 0
13

0
251526 45sin45sin' NNNN  

083,1045sin356,645sin372,6072,10 00   кН. 
 
Для узла I в силу симметрии 
 

372,62527  NN  кН; 083,102628  NN  кН; 

102221  NN  кН.  
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'GJO : ,0171629  NNN  
090'  JGO , 644,31736,2222

17
2
1629  NNN  кН. 

 
Узел J: 
 

  ;0iX  ;045cos'45cos 0
173229  NNN  

  ;0iY  

;045cos45cos'45cos' 02
30

0
17

0
321831  NNNNN  

  ;0iZ  .045cos'' 0
3022 NN  

142,14
45cos
10

45cos
'

00
22

30 



NN  кН; 







 0

0

0

0
1729

32 45cos
45cos736,22644,31

45cos
45cos'NNN  

015,22  кН; 
 02

30
0

17
0

321831 45cos45cos'45cos' NNNNN  

 0200 45cos142,1445cos736,2245cos015,22077,26  
496,18  кН. 

 
Для узла G в силу симметрии 
 

496,183134  NN  кН; 015,223233  NN  кН; 
142,143035  NN  кН. 

 
Основываясь на результатах расчета, можно установить следующее: 
1. Если в незагруженном узле фермы сходятся три стержня, не 

лежащие в одной плоскости, то усилия в каждом из этих стержней 
равны нулю. 

2. Если в некотором узле фермы все внешние силы и все стерж-
ни, кроме одного, лежат в одной плоскости, то усилие в стержне, не 
лежащем в этой плоскости, равно нулю. 

Эти соображения, дающие возможность без вычислений опре-
делить стержни с нулевыми усилиями, значительно упрощают опре-
деление усилий в стержнях пространственных ферм. 
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Определив усилия в стержнях фермы способом вырезания узлов, 
можно определить реакции опор, представляющих собой шаровые 
шарниры. Реакцию каждой опоры неизвестного направления раз-
ложим на три составляющие, направленные вдоль осей координат. 
Эти составляющие определим из уравнений равновесия сил, при-
ложенных к опорным узлам. 

 
Узел K: 

  ;0iX  045cos'33  NX K ; 

576,1545cos015,2245cos'33  NX K  кН; 37NX K  . 

  ;0iY  045cos' 0
33  KYN ; 576,1545cos' 0

33  NYK  кН. 

  ;0iZ  038  NZ K ; 38NZK  . 
 
Узел L: 

  ;0iX  045cos27  NLX ;  

506,445cos372,645cos27  NLX  кН; 36NLX  . 

  ;0iY  045cos'45cos' 0
30

0
2726  NNNLY . 

 0
30

0
2726 45cos'45cos' NNNLY  

577,1545cos142,1445cos372,6083,10 00   кН. 

  ;0iZ  045cos'' 0
3038 NN ; 

1045cos142,1445cos'' 00
3038  NN  кН; 

10ZL  кН; 3938 NN  . 

051,1910577,15506,4 222222  ZYXL LLLR  кН. 
 
Для узла М в силу симметрии 
 

051,19MR  кН; 

180,2410567,15567,15 222222  KKKK ZYXR  кН. 
 
Результаты расчётов сводим в табл. 4.2. 
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Рис. 4.30. К примеру 119 

 
Т а б л и ц а  4.2 

 
Результаты расчётов 

 
Стержни 1 2 3 4 5 6 7 

Усилие N, кH 20 20,706 20,706 -11,547 -11,547 5,774 5,774 
 
Стержни 8 9 10 11 12 13 14 

Усилие N, кH 3,0 0 0 10,718 -6,356 -6,356 10,072 
 
Стержни 15 16 17 18 19 20 21 

Усилие N, кH 10,072 -22,736 -22,736 26,076 26,077 14,142 -10 
 
Стержни 22 23 24 25 26 27 28 

Усилие N, кH -10 9 14,142 -6,372 10,083 -6,372 10,083 
 
Стержни 29 30 31 32 33 34 35 

Усилие N, кH 31,644 14,142 18,496 -22,015 -22,015 18,496 14,142 
 
Стержни 36 37 38 39 

Усилие N, кH 4,506 15,576 -10 -10 
 
Реакции шарниров: 
 

180,24KR  кН; 051,19MR  кН; 
051,19LR  кН; 180,24NR  кН. 
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Сделаем проверку по методу сечений: 

 
Рис. 4.31. К примеру 119 

 
В – точка Риттера. 

  0)( KB FM ; 0
2

cos)( 321 


 aNNaF ; 

2
cos)( 321


 NNF . 

2
cos

1
32 


FNN . 

  0KXF ; 0
2

sin
2

sin 23 





 NN . 

23 NN  ; ;

2
cos

2 1
2 


FN  ;
15cos2

40

2
cos2

0
1

2 



FN  

706,202 N  кН; 706,2023  NN  кН. 

  0KZF ; 021  FN ; 21 FN  , 201 N  кН. 
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Задачи к заданиям 
 
Задача 11. Электрический провод DE, натяжение которого N да-

но в табл. 4.3, подвешен к столбу CD, укреплённому оттяжками AD 
и BD, расположенными симметрично относительно плоскости CDE 
(рис. 4.32). Линия действия натяжения провода N лежит в плоскости 
угла CDO. Определить натяжение оттяжек и усилие в столбе. 

 
Т а б л и ц а  4.3 

Исходные данные к задаче 11 
 

№ варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Значение N, Н 280 240 250 160 100 120 180 150 300 200 

 

 
 

Рис. 4.32. К задаче 11 
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Задача 12. Определить усилия в стержнях пространственной фер-
мы, изображённой на рис. 4.33-4.35, а также реакции опор фермы, 
если на ферму действуют силы 1F  и 2F . Исходные данные, необхо-
димые для решения своего варианта задачи, выбрать из табл. 4.4. 

 
Т а б л и ц а  4.4 

 
Исходные данные к задаче 12 

 
№ варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

F1, кН 40 55 45 50 60 35 40 75 30 65 
F2, кН 65 35 45 70 45 70 60 65 40 50 
, град 30 40 60 35 40 25 30 55 30 45 

 

 

 
 

Рис. 4.33. К задаче 12 
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Рис. 4.34. К задаче 12 
 
 

 
Рис. 4.35 (начало). К задаче 12  
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Рис. 4.35 (окончание). К задаче 12  
 
Задача 13. Для заданного вала (рис. 4.36) с закрепленными на 

нем зубчатыми колесами определить реакции опор в точках А и В. 
Исходные данные, необходимые для решения своего варианта зада-
чи, выбрать из табл. 4.5 (силы Ft и Fr заданы в ньютонах, r и l - в 
миллиметрах). 

Т а б л и ц а  4.5 
 

Исходные данные к задаче 13 
 

№ варианта 
1t

F  
1r

F  
2t

F  
2r

F  r1 r2 l1 l2 l3 
1 640 210 400 130 50 45 80 120 100 
2 680 220 420 140 55 50 110 120 90 
3 700 230 440 150 60 55 70 140 70 
4 720 240 460 160 65 60 80 150 90 
5 740 250 480 170 70 65 100 150 110 
6 760 260 500 180 75 70 90 140 100 
7 780 270 420 140 80 75 100 150 120 
8 640 210 440 150 50 50 90 120 80 
9 660 220 460 160 60 55 100 110 120 

10 680 230 480 170 70 60 80 140 90 
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Рис. 4.36. К задаче 13 
 
Задача 14. Для стального вала постоянного поперечного сечения 

с двумя зубчатыми колёсами, нагруженными силами tF  и rF  
(рис. 4.37) определить реакции подшипников. Исходные данные, 
необходимые для решения своего варианта задачи, выбрать из 
табл. 4.6. 
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Т а б л и ц а  4.6 
Исходные данные к задаче 14 

 

№ варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2tF , Н 300 310 320 330 340 350 360 370 380 390 

1rF , Н 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 

2tF , Н 500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 

2rF , Н 200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 
 

 
 

Рис. 4.37. К задаче 14 
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Задача 15. Для стального вала постоянного поперечного сечения с 
одним зубчатым колёсом, нагруженным силами tF  и rF  (рис. 4.38), 
определить реакции подшипников. Исходные данные, необходимые 
для решения своего варианта задачи, выбрать из табл. 4.7. 

 
Т а б л и ц а  4.7 

Исходные данные к задаче 15 
 

№ варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

tF , Н 700 720 740 760 780 800 820 840 860 880 

rF , Н 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 

 

 
 

Рис. 4.38. К задаче 15
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