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ЗАДАЧА УСПОКОЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО НЕПОЛНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ 

Рассматривается задача успокоения дифференциально-разностной системы 
по доступному измерению выходному сигналу. Через разложение пространства 
состояний в прямую сумму обобщенного собственного пространства системы и 
дополнительного подпространства формулируются граничные задачи для вы­
числения текущего состояния системы и успокаивающего управления. 

1. Введение 

Пусть С == С (77~, Ж п ) - банахово пространство непрерывных п-вектор-функций 
(р : Н~ — [—Л,0] —* Ж п , записанных в столбец (h > 0), \\(р\\ max |<р(0)|. Если 

задана функция / ( « ) , s ^ —h) то определим функцию ft соотношением ft — ft[f) = 
= / ( * + г ) , г 0. 

Будем иметь дело с линейной автономной дифференциально-разностной систе­
мой, которую назовем системой £ : 

(1.1) x(t) = Ax(t) + AlS (t-h) + Bu (t), t£T= [0,*i]; 
(1.2) x(t) = n{t), t G 77", rj G C ; 
(1.3) y(t) = Gx{t), t>0. 

Здесь x - n-вектор-столбец решения уравнения (1.1) (n ^ 2); и - r-вектор упра­
вляющих воздействий (управление) (г ^ 1), у - ^-вектор величин, доступных измере­
нию при t J> 0 (£ ^ 1), называемый выходом системы £; h > 0 - постоянное запазды­
вание; t\ > 0 - фиксированный момент времени; А, А ь В, G - постоянные матрицы 
подходящих размеров. Основной класс допустимых управлений С = С(Т, Ж г ) - ли­
нейное многообразие кусочно-непрерывных функций. 

Под состоянием системы £ в момент времени t ^ 0 понимается [1, 2] функция 
xt € С. Набор данных xt = {a?(r), A\Xt) назовем [3] 5-сбстоянием системы Е в 
момент времени t ^ 0. 

Определение 1. Начальное состояние tj £ С называется [3] управляемым, 
если существует управление и £ С, при котором s-со стояние системы Е в мо­
мент времени i\ удовлетворяет равенству: 

(1.4) — 0 x(ti) = 0, Aiar t l (r) = 0, г G Н^. 
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Управление, обеспечивающее (1.4), назовем успокаивающим. Если управляемы 
все начальные состояния, то система £ называется [4] полностью управляемой. 

Из (1.1) и (1.4) видно, что, взяв u(t) = 0, t > t u получим x(t) = О, t ^ h. Задача 
успокоения (полной управляемости) системы Е поставлена Н. Н. Красовским [4] в 
1963 г. на II конгрессе ИФАК. Им же предпринято и первое исследование этой 
задачи, результаты которого приведены в монографии [5]. Современное состояние 
алгоритмической теории управления динамическими системами с последействием 
изложено в книге [6]. 

Обозначим: С - множество комплексных чисел, Е - единичную матрицу, W(X) = 
= ХЕ — A — Aie~Xh - характеристическую матрицу уравнения (1.1) (А Е С). Спек­
тральный критерий полной управляемости 

(1.5) rank[W(A), B] = n V A E C 

для системы £ второго порядка (п = 2) доказан авторами работ [7, 8]. Для системы 
произвольного порядка критерий (1.5) доказан в работе [9]. Однако вопрос постро­
ения успокаивающего управления для системы Е мало изучен и поэтому в данной 
работе является основным. 

Рассмотрим задачу управления системой Е в смысле определения 1 только по из­
мерениям выхода (1.3), считая начальное состояние (1.2) неизвестным. В решении 
данной задачи выделим два этапа: 1) идентификация текущего состояния систе­
мы Е, 2) построение успокаивающего управления. 

2. Определение и критерий идентифицируемости 

Один и тот же выход у = y(t), t Е То = [0,^о] может порождаться несколькими 
начальными функциями (1.2). Поэтому выходу у может соответствовать несколько 
текущих состояний xt0. Каждое такое состояние называется [5, 10] совместимым с 
выходом у. 

Пусть Y = {y\rj Е С} - совокупность всех выходов системы Е, {xt0}y - класс 
текущих состояний, совместимых с выходом у. Множество У будем рассматривать 
как многообразие в гильбертовом пространстве Х 2 = Х 2 (Т , Ж^). Введем оператор 
Lt0 ' у —» {xt0}v с областью определения У, который назовем оператором восстано­
вления класса текущих состояний, совместимых с измеренным выходом у. 

Определение 2, Систему!} назовем идентифицируемой, если оператор вос­
становления Lt0 : L2 С однозначен и непрерывен. 

Необходимым и достаточным условием идентифицируемости системы Е, to ^ nh 
является равенство 

(2.1) rank 
G 

W(X) 
= п V A E ' 

Однозначность оператора восстановления при условии (2.1) доказана в рабо­
тах [11, 12], непрерывность следует из результатов [13, 14]. Считая критерий (2.1) 
выполненным, получим граничную задачу для вычисления текущего состояния xto 

системы Е по известному выходу у. Этот результат также является новым для 
обсуждаемой постановки задачи идентификации. 

3. Элементы теории разложения 

Приведем сведения из теории разложения [15, 16], необходимые для понимания 
используемых обозначений. 

Множество корней характеристического уравнения 

(3.1) det W{X) = 0, А ЕС, 
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называемое спектром уравнения (1.1), обозначим Л. Каждому А £ Л соответству­
ет [16] обобщенное собственное пространство системы £ Р\ С С. Р\ - действи­
тельная линейная оболочка функций 

q-l 
(3.2) ^ ( 0 ) = £ 7 i + 1 _ e ^ , веН-, O l , 

7 = c o l [ 7 1 , . . . , 7 9 ] - ng-вектор-столбец, удовлетворяющий системе линейных алге­
браических уравнений 

(3.3) М , ( А ) 7 = 0.. 

Постоянная nq х rag-матрица Mq (А) имеет вид 

(3.4) М,(Х) = 

Wi w2 Wa 

О Wi . . . W,-x 

О 0 . . . . . Wx 

W j + 1 = ^ - ^ - , i = 0 , g - l . 

Размерность пространства P\ равна [16] алгебраической кратности q\ значения 
А как нуля характеристического уравнения (3.1), поэтому в системе (3.3) достаточно 
взять q = q\. 

Рассмотрим систему £*, сопряженную к Е: 

"?-(т) = ^г*(т)'А-г*(т.+ Н)Аи r < t u 

^ ( t 0 + r) = r(r), г € Я + = [ о д г е с * = с*(я+,ж*п), 
V*(T) = Z*(T)B, те т. 

Здесь и ниже звездочка помечает вектор-строку или указывает, что элементы 
векторного пространства записываются в строку. Аналогично Р\ определяется [16] 
Р^-обобщенное собственное пространство для сопряженной системы Е* (Рд С "С*): 

где /?* = [/?*,...., /3*] - ng-вектор-строка, удовлетворяющая уравнению: /3*Мд(Х) = 0. 
Рд имеет ту же размерность 5л, что и Рд. 

Введем [15, 16] билинейную форму 

h 

(3.5) (f,<р) = ф*(0)<р(0) + Jtf*(r)Aip(r-A)rfr, y>EC,• f EC* . . 

0 

Решения систем E, E* связаны [16] равенством 

t 

(3.6) (zi\xt) = (z°*)xo) + jv*(T)u(T)dT, r £ T , 

в котором z u = zu(s) = z*(t + s), s £ #+, t ^ t 0 - состояние, v* - выход системы 
£*. Обозначим: AN - множество из i\T характеристических значений А £ Л; Р, 
Р* - линейные оболочки пространств Р\, Р£ соответственно, А £ AN- Пусть Ф, 
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Ф - матрицы, составленные из базисных векторов конечномерных пространств Р, 
Р* размерности q. Столбцы (pj и строки V>«* матриц Ф, Ф соответственно можно 
выбрать такими, что матрица (Ф,Ф) = iPj))., h 3 — ̂ 7? значений билинейной 
формы (3.5) будет равна Е. Тогда имеет место разложение: 

(3.7) C = P 0 Q , 

где Р = {(р Е С | (р = Ф6, 6 - вектор-столбец}, Q = {(р Е С | (Ф, (р) = 0 } . Операторы 
проектирования задаются формулами 

р р = Ф ( Ф , ^ ) , .<PQ = <Р-<РР, <р€С. 

Разложение (3.7) называют [16] разложением пространства С по AN-

4. Вспомогательные результаты 

При t0 ^ n2h справедливо [17] дифференциальное соотношение 

(4.1) {D(p)A1yxi2(T) = AJ(p)xt0(T), теН-, j = M , 

где t2 = h — jh; р = ~ - оператор дифференцирования; Д(А) = det(A£* — A); D (А) -
at 

матрица, присоединенная к ХЕ — А: 

D(\) = Do\n-1 + D1\n~2 + ... + Dn-1) D0 = E) 

Dk=Ak- пА*-1 r f c £, к = 1, га - 1 , rfc = 4 fc —1 
tr(AD f c_.i) 

tiM - след матрицы M . Умножая обе части (4.1) на G, имеем 

(4.2) Шхи(т) = у{т), 

где 
G 
G(D(X)A1) 

L С(Г>(А)А!> 
У = 

2/*2 

. A-' 1(p)yt2+u-i)h 
yt = yt(r) = y(t + T), теН~, t ^ h . 

Чтобы получить граничную задачу для определения текущего состояния, обо­
снуем два вспомогательных утверждения. 

Лемма 1. Если начальная функция в (1.2) к раз (к ^ 1) непрерывно дифферен­
цируема: 1] £ С* = Ск(Н~, Ж") и удовлетворяет граничным условиям 

(4.3) г1«+1\0) = Аг1(Щ + А1г)Щ-к), j ==.07F7T, 

то решение уравнения (1.1) также к раз непрерывно дифференцируемо при t = 0. 
Доказательство см. в приложении. 
Будем считать, что Р - обобщенное собственное пространство уравнения (1.1), 

связанное со спектральным набором AN = {А Е А | d(A) = 0} , где d (А) - некоторый 
полином степени Если А;\г = 0 , то по определению Р — { 0 } . 

Лемма 2. Пусть d(A) - полином степени к, к ^ 1. Если начальная функция 
га Е С* удовлетворяет скалярному дифференциальному уравнению d(p)rj = 0 м 
граничным условиям (4.3), то га Е Р. Верно и обратное утверждение. 

Доказательство см. в приложении. 
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5. Граничная задача для определения текущего состояния 

Получим граничную задачу, которой удовлетворяет всякое текущее состояние 
XtQ1 совместимое с выходом у. 

Считаем, что условие (2.1) выполнено. Как доказано в работе [14], для всех 
А Е С, кроме, возможно, конечного числа значений, справедливо равенство 

= rank Ln(X). 

В силу (5.1) найдется целое j = /?: 1 ^ / ? ^ г а и г а х /?га-матрица L (р), такая, что 

(5.2) L(\)Lp(\) = A0(\)(D(\)A1f, 

где До (А) - базисный минор матрицы Lp(X). Обозначим: ao = degAo(A) и QL\ = 
= degZ(A), тогда а 0 ' ^ п ( га - 1 ) ( / ? - 1), аг < (га - 1)((га - 1)(/3 - 1) + /?). Для а2 = 
= max(ra/? + с*о> п(Р — 1) + &i) верна теорема. 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнено условие (2.1). При достаточно большом £о(^о ^ 
^ а2К) текущее состояние Xt0 системы Е, совместимое с выходом у, однозначно 
находится как решение граничной задачи 

(5.3) Gxi0(r) = у М Д 0(р)Д*(р)** о(г) = I ( p ) y ( r ) , г Е Я " ; 

(5.4) * £ + % ) = А * < ^ г - О ^ Т , 
а3 = а0-\-/Зп. 

Доказательство см. в приложении. 
. З а м е ч а н и е 1. В работе [14] доказано, что оператор восстановления Lt0 непре­

рывен, по крайней мере, при to ^ щЛ, а± = max (га + 1, cto + #i + 2/?га — 2). 
Во второй части работы получим граничную задачу для нахождения успокаива­

ющего управления по идентифицированному текущему состоянию. Для этого разло­
жим [16] пространство состояний в прямую сумму (3.7) по набору Л/у, указанному 
ниже. Успокаивающее управление и = и (£), t Е [to, ^i] будем находить из условий: 
x t l + h Е Р и xtl+h Е Q, обеспечивающих ввиду (3.7) ж^+л = 0 при и (t) = О, t > t\. 

6. Граничная задача для вычисления успокаивающего управления 

Пусть t\ ^ (n(k + 1) — 1)га, к = 1,2. . . , запишем уравнение (1.1) в виде: 

(6.1) {pE-.A)xil+h(r) = A1xil(T) + Butl+h(r)i теН~. 

Умножим обе части (6.1) на матрицу D(p) (см. раздел 4): 

A{p)xtl+h(T) = D ( p ) A 1 x t l { r ) ^ D ( p ) B u t l + ^ г Е Н~. 

Применяя оператор Д(р) еще к раз и полагая в соответствии с определением 2 
utl+h - 0, получим 

{6.2) Д * * ^ ) * , ^ 
8=0 

x £ > ( p ) B A , ' ( p ) u t o + ( i + 1 ) / , ( r ) , r e t f " , U = h-kh. 

(5.1) rank 
Ln (A) 

(D MAi)n 
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Следуя [2], введем рекуррентное соотношение 

Xi(t) =• AXi_i(t) + AiXi_i(t -h), i - целое число,. t E 

X 0 ( 0 ) = E, Xi(t) = 0, г < 0 V t < 0, 

называемое определяющим уравнением. Пусть 

i = u = o 

tfO'(r)=.0, Т Е Я " . 

A A ' = { A E Л | А ( А ) = 0} - спектральное подмножество. Разложим простран­

ство С = Р 8 Q по спектральному набору Л^. Обозначим через Р* обобщенное 

собственное пространство сопряженной системы Е*, Ф - базис этого пространства. 
Лемма 3. Если кусочно-дифференцируемое управление и (и (t) = 0, t <t\ — kh), 

ti ^ a^h, « 5 = n(k + 1) — 1, = 1, 2 , . . . удовлетворяет граничной задаче 

Jb-l 
(6.3) £ ( £ > (p)Ai)*-£> ( p ) S A 4 p ) U t 0 + ( l + 1 ) / l ( r ) + ( D ( р ) А 1 ) » + 1 * . о ( т ) = 01 г е Я " ; 

г=0 
(6.4) Ui(-0)=AUi-1(-Q)+A1Ui-1{-h + 0), i = l , a 5 , 

mo состояние xt^h £ ^ яри = 0, i > ti. 
Доказательство см. в приложении. 
Т е о р е м а 2. Пусть система Е полностью управляема (см. условие (1.5)). 

Тогда всякое кусочно-дифференцируемое успокаивающее управление и (и(t) = 0, 
t < ti — kh), ti >̂ а 5Л, = 1,2. . . можно найти как решение граничной задачи(6.3), 
(6.4), дополненной условием 

(6.5) У ^ ( r ) u ( r ) d r + ( z | 0 * , « t o ) = 0 У Г б ' Ф -

Состояние ^ |°* и выход г;|(г), г Е [to,*i], = ^1 - kh сопряженной системы Е* 

порождаются начальной функцией £* Е Ф. ' , 
Доказательство см. в приложении. 
З а м е ч а н и е 2. Из работы [14] следует, что время t\ — to успокоения полностью 

управляемой системы Е не превышает 2п (п + 1) h. 

7. Пример 

Рассмотрим систему Е с матрицами 

(7.1) А: 
0 - 1 
о о 

1 0 
о о в , G=[l; 0], 

которую назовем системой (7.1). Здесь условия полной управляемости (1.5) и иден­
тифицируемости (2.1) выполнены при любом h > 0. 

Для идентификации текущего состояния xio = col [х}0, zf o ] по выходу y(t) = 
— хх (<), /. G TQ обратимся к теореме 1. В данном случае 

Д(А) = А 2 , D(\) = \E + A = А - 1 
0 А 

А 0 
0 0 

0 - 1, До(А) - 1, L (А) - col [А; 0], а 2 = 2. 
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При to ^ 2ft граничная задача (5.3) - (5.4) имеет вид 

*Ш = < ( 2 ) ( r ) = ytB.h(r), *f?\r) = 0, г £ Я " ; 

it1„(0) = - « ? o ( 0 ) + « J . ( - * ) . *?.(0) = 0; 

^ 0 ) = - i ? o ( 0 ) + iJ„(-fc), 4 ( 2 )(Р) = 0-

Отсюда 

(7.2) xJ o(r) = yto(r), x2

to(T) = y(t0-h)-y(t0), теН-. 

Очевидно, что формулы (7.2) верны при to ^ ft. 
З а м е ч а н и е 3. Согласно замечанию 1 оператор восстадовления заведомо непре­

рывен при to ^ 3ft. Ввиду системы (7.1) y(t) = — x2(t) + x1(t — ft), t ^ 0, поэтому 
дифференцирование в формуле (7.2) можно исключить, измеряя последнюю величи­
ну в момент времени to. 

Пользуясь теоремой 2, получим успокаивающее управление при к = 2 : и (t) = 0, 
t < to — t\ — 2ft, ti ^ 5ft. 

Вычисляя, находим: det W(X) = A(A — / / ) , /i = e~ A / l . Следовательно, = 
= { 0 } , где A; = 0 - простой корень характеристического уравнения (3.1). Обобщенное 
собственное пространство Р сопряженной системы £* состоит из функций ф* = 
— [0, а], а Е Ж. В качестве матрицы Ф можно взять [0; 1], тогда условие (6.5) 
таково: 

ti 

(7.3) j u(T)dT+xl(0) = 0, 

to 

Запишем граничную задачу (6.3) - (6.4). Уравнение (6.3) имеет вид 

(7.4) и^(т) + и^_к(т) + х^\т) = 0, ГЕН-. 

Граничные условия (6.4) следующие: 

(7.5) u « 1 ( - 0 ) = 0; « t l ( - 0 ) + u t l _ h ( - 0 ) = u t l ( - A + 0); 

«̂?(o) + «iizy(o> = Ч- 0) + Ч- 0), i = 2,3. 
Решая задачу (7.4), (7.5), с учетом (7.3) получаем 

т 

(7.6) щ^ту^х^ту-х^о)-J щгМ^т} теН-; 
— h 

О 

u t l-fc : j utl.h(r) dr - хг(и) + x2(t0) = 0, 
— h 

О О 

j r u t l _ f c ( r ) d r + a j 1 ( t 0 ) - . ' b » 2 ( t o ) + j < ( r ) dr = 0. 
-h -h 

Управление (7.6) будет успокаивающим для rj Е С при любом ti ^ 2Л, что легко 
проверить, подставляя (7.6) в систему (7.1). 

62 



Замечание 4. Условие отсутствия произвольных функций в решении гра­
ничной задачи (6.3) - (6.5) состоит [18] в том, что матричный дифференциальный 
оператор в уравнении (6.3) должен быть невырожденным. В общем случае, как вид­
но из рассмотренного примера, успокаивающее управление находится неоднозначно. 
Единственность решения задачи (6.3) - (6.5) можно обеспечить [5], дополнив ее тре­
бованием оптимальности успокаивающего управления. 

З а м е ч а н и е 5. Предположение о кусочной дифференцируемости успокаиваю­
щего управления в теореме 2 связано лишь с формой записи граничной задачи для 
его отыскания. Проинтегрировав задачу (6.3) - (6.5), получим выражение (см. (7.6)), 
определяющее необходимый порядок гладкости управляемого состояния Xt0, to ^ О 
и успокаивающего управления и (t), t £ [to,to + hh], 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство леммы 1. Из уравнения (1.1) при t — +0 имеем 

ж(+0) = Ах(+0) + Aix (+0 - А). 

В силу начального условия (1.2) х (+0) = га(0) и х (+0 — A) = rj^—h), поэтому 
£ (+0) = Arj(0) + Airi(-h). Отсюда с учетом граничного условия (4.3) при j = 0 
получаем равенство х ( + 0 ) = 77(0). 

Считаем доказанными равенства 

(П.1) *<0(+о) " = 4 W(0) , г = Т 7 7 , u i O - i -

Установим, что а?У + 1)(+0) = w( J ' + 1 )(0), если ^ 2. Дифференцируя уравне­
ние (1.1) j раз, при t = +0 получим 

• > У + 1 > ( + 0 ) = АхЩ+0). + Aia?W)(-ft + 0). 

Ввиду равенств (П.1), начального условия (1.2) и граничных условий (4.3) за­
ключаем, что а?в' + 1)(+0) = ^ J + 1 ^ ( 0 ) . Лемма доказана. 

Доказательство леммы 2. Ecлиt Е (0, А)-, то из уравнения (1.1) имеем (рЕ— 
—A)x{t) — A\j](t — h). Применим оператор d(p) к данному соотношению. Учитывая, 
что d(p)rj(t) = 0, t Е Я ~ , получим (pi? — A)d(p) х (t) = 0, t £ (0,A). Согласно 
лемме 1 (d(p)x)(0) — (d(p) rj)(0) = 0, поэтому 

(П.2) d(p)x(t) = Q) t £ ( - A , A ) . 

Таким образом, решение x(t) системы £ удовлетворяет обыкновенному диффе­
ренциальному уравнению на интервале меры, большей, чем A. 

Обозначим через a = {Аг- £ С | г = l , s } множество корней уравнения: d(A) = 0 с 
алгебраическими кратностями к(. Ввиду (П.2) функция x(t) имеет вид 

S 

(п.з) «(*) = .Е"••(*)«A'*» A'e < r> te{-h,h),. 
1=1 

где - n-векторные полиномы степени не выше ki — 1: 

j = 0 J ' 

Чтобы определить га-векторные коэффициенты 7,-j, г = T^s, j* = X, Я:*, подста­
вим (П.З) в уравнение (1.1). Получим 
(П.4) Мк4(\^Ъ = 0, ъ =co l [7 i > i , . . . , 7 , - ] f c i ] , А.-6 0-, i = ~s, 
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где постоянная nfc, х nfcj-матрица М*,.(А,-) задается формулой (3.4). Обращение к 
формуле (3.2) доказывает, что функция rj £ Р. 

Обратное утверждение: если функция rj Е Р, то она удовлетворяет скалярному 
дифференциальному уравнению d(p)rj = 0, где 

N N 

Й(А):=П(А~А;)*% <? = X>, А * е Л * С А , 
»=i *=i 

и граничным условиям (4.3). Это утверждение следует из формул (3.2) - (3.4). 
Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Покажем, что при to ^ a2h текущее состоя­
ние xt0 системы £ удовлетворяет граничной задаче (5.3) - (5 .4 ) . Равенство Gxio(г) = 
= 2/t0(r)j т € следует из определения выхода (1.3). Дифференциальное соотно­
шение 

Ao(p)A / ,(p)*t.(r) = Z ( p ) » ( r ) , теН-

получается применением к обеим частям равенства (4.2) дифференциального опера­
тора L(p) с учетом (5.2). Граничные условия (5.4) есть результат того [19], что с 
возрастанием t гладкость решения x(t) повышается. 

Осталось доказать, что решение задачи (5.3) - (5.4) единственно. В виду ее 
линейности достаточно установить, что однородная задача 

(П.5) Gxto(r) = 0, Ao(p)A / 3 (p)x t o ( r ) = 0, г 6 Я " ; 
xt0 удовлетворяет (5.4) 

для системы £ с нулевым выходом имеет лишь тривиальное решение. 
Пусть 8x(h\t) = xW(t + 0) - x(k\t - 0), к = 0 , 1 , . . . - скачок к-й производной 

решения системы £ в момент времени t ^ 0. Если xt0 удовлетворяет (5.4), то 
ввиду леммы 1 все **(*>(to) = 0, к = 0 , а 3 - 1 , где аз = deg Ао(А)А^(А) (см. (5.4)). 
Согласно лемме 2 xtQ Е Р - обобщенному собственному пространству, связанному 
с AN = {А Е А|До(А)Д(А) = 0} , и имеет вид (П.З), где а = AN, S =* N. Если 
множество Apr пусто, то Р — { 0 } и x{t) = 0, t ^ to — h. 

Считаем, что AN Ф 0 . Ввиду первого из равенств (П.5) и (П.З) 

(П.6) G T i , i = 0 , i = hN, j = hq~i. * 

Поскольку выполнено (2.1), то из (П.4), (П.6) следует [8], что л = 0, г — 1,N. 
Итак, x(t) = 0, t ^ to — h. Теорема доказана. 

Доказательство леммы 3. Пусть для начального состояния rj £ С суще­
ствует управление и [и (t) = 0, t < t\ — kh, k — 1,2,...), обеспечивающее соотноше­
ние (6.3). Согласно (6.2) имеем 

(П.7) А * + 1 ( р ) ^ 1 + л ( г ) = 0, г е Я " , h ^ a 5 h 

при u(t) — 0, t > t\. ' 
В силу линейности системы £ [19] получим 

я?П+л(г) = а? < 1 + м( г ) + ж*1+м( г)» г £ # ~ > 
где * 

h 

**1+м( г) = ^ ( * 1 + л + г ) ч ( 0 ) + J' F(t1+b + T--8)A1fi(8-h)d8t 

о 
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a?t 1 + M(r) = j F(ti + h + r — s)Bu(s) ds, т E H~; 

. 0 

P ( t ) = . ^ ( 0 + А 1 ^ ( * - Л ) > F(0) = E- F(t) = 0, t<0. 

При ii ^ 0:5/1 решение однородной системы T, (u = 0) удовлетворяет [19] гранич­
ным условиям 

(П.8) * Й 1 > > ^ 
Непосредственно из (6.4) следует, что функция a?ti+M» а вместе с ней и 

также удовлетворяют граничным условиям (П.8). 
Доказано, что состояние а^+ь системы Е есть решение граничной задачи (П.7), 

(П.8). Ввиду леммы 2 xtl+h Е Р. Лемма доказана. 
Доказательство теоремы 2. Докажем необходимость условий (6.3) - (6.5) 

для успокаивающего управления. Условия (6.3), (6.4) необходимы ввиду леммы 2. 
Условие (6.5) вытекает из (3.6) и того факта, что если начальное состояние г) упра­
вляемо, то xil+h £ Q. 

Покажем, что управление и> найденное из (6.3) - (6.5), будет успокаивающим. 
Из условий (6.3), (6.4) вытекает (см. лемму 2), что xtl+h G Р- Условие (6.5) в 

силу (3.6) обеспечивает: ( § , 2 ; ^ ) = 0, т.е. xtl+h Е Q. Но Q П Р = 0 , поэтому 

xil+h = 0. Теорема доказана. 
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ФИНИТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ НАСЕЛЕННОСТЯМИ 
КВАНТОВЫХ СИСТЕМ НА ИХ ДИНАМИЧЕСКИХ ГРУППАХ 1 

Развит аналитический метод решения задач финитного управления кван-* 
товыми системами при помощи внешних модулированных электромагнитных 
полей, основанный на их свойствах динамической симметрии. Метод позволя­
ет вычислять в явном виде матрицу эволюции, являющуюся представлением 
соответствующей динамической группы системы. В качестве примеров полу­
чены формальные решения задач финитного управления населенностями двух­
уровневого и трехуровневого атомов, управляемых лазерами с произвольными 
допустимыми законами модуляции параметров излучения. 

1. Введение 

Современная техника позволяет осуществлять манипулирование и мониторинг 
ОТДРЧЬНЫХ атомов [1]. Такие фундаментальные вопросы квантовой теории, как 
принципы суперпозиции и неопределенностей, редукция волновой функции и кван­
товые скачки, исследуются теперь не только в мысленных (gedanken experiments), 
но и в лабораторных экспериментах. Как постановка экспериментов, так и их ин­
терпретация требуют на уровне теории аналитического описания эволюции неста­
ционарной квантовой динамической системы (КДС), не прибегая по возможности к 
различным пертурбативным методам решения. Полную картину динамики КДС в 
рамках квантовой теории дает, как известно, матрица эволюции, с помощью кото­
рой находится вектор-функция управления, реализующая заданную управляемость 
системы. В роли управлений обычно выступают напряженности, частоты и фа­
зы внешних электромагнитных полей. Целью эксперимента, как правило, является 
управляемый перевод КДС из заданного начального состояния в желаемое конечное 
состояние за определенный промежуток времени. Это типичная задача финитно­
го управления при условии, что управляемая величина удовлетворяет одному из 

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант 
N£94-02-06216) и Международного научного фонда (грант N° Z 7000). 
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