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1.  ЭЛЕМЕНТЫ  ЛИНЕЙНОЙ  АЛГЕБРЫ 
 

1.1. Решение типовых задач 
 
Определители второго и третьего порядков 
 

Детерминантом матрицы 1 2

1 2

α α
β β

A
 

  
 

 называется выражение 

1 2 2 1α β -α β , которое обозначается det A , 1 2

1 2

α α
det

β β
 
 
 

 или 1 2

1 2

α α
β β

 

и называется определителем второго порядка. 
 
Пример 1. Вычислить: 
 

 
1 2 2

1 4 2 3 2,    1 2 2
3 4 1

a
a b a b

b


           


   



  
Детерминантом матрицы В третьего порядка называется выра-

жение det B:  
 

     

1 2 3
2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3
2 3 1 3 1 2

1 2 3

1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1

α α α
β β β β β β

= β β β ,  det =α -α +α =
γ γ γ γ γ γ

γ γ γ

=α β γ -β γ α β γ -β γ +α β γ -β γ

B B
 
 
 
 
 


  

Он найден с помощью теоремы о разложении определителя по 
элементам ряда. 

 
Пример 2. Вычислить: 
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 

             

    

1 1 1
1 3 2 3 2 1

2 1 3 1 1 1
4 2 3 2 3 4

3 4 2

1 2 3 4 2 2 3 3

2 4 1 3 2 12 4 9 8 3 6


   

         
   

 

              

            

 

 
Определителем третьего порядка числовой матрицы В называет-

ся число 
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1 2 1 3 1 3 2

1 2 3

α α α
det β β β =α β γ +α β γ +α β γ -α β γ -α β γ -α β γ

γ γ γ
B  . 

 
Пример 3. Вычислить: 
 

 
2 3 0
1 1 5 2 1 7 3 5 4 1 2 0 1 0 4 1 3 7 2 2 5 73
4 2 7

                      

 
Пример 4. Вычислить определитель путём накопления нулей в 

строке или столбце. 
 

2 5 1 2
3 7 1 4

.
5 9 2 7
4 6 1 2

D


 



  

 
Решение. Прибавим к первому столбцу третий, умноженный на 

–2, ко второму – третий, умноженный на 5, и к четвёртому – третий, 
умноженный на –2: 
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0 0 1 0
1 2 1 6

1 1 2 3
2 1 1 0

D
 

 

  
 

Разложим полученный определитель по элементам первой строки: 
 

 1 3
1 2 6 1 2 6

1 1 1 3 1 1 3
2 1 0 2 1 0

D 

 
   

   
 

Прибавив к первой строке последнего определителя вторую, ум-
ноженную на –2, получим: 

 

3 0 0
1 1 3
2 1 0

D





. 

 

Разложив по элементам третьего столбца, запишем: 
 

   2 3 3 0
3 1 3 3 0 9.

2 1
D  
       

  
 

Матрицы и операции над ними. 
Нахождение обратной матрицы 

 
Операции сложения и вычитания вводятся только для матриц 

одинаковых размеров. Произведение матрицы А на матрицу В вво-
дится только в том случае, когда число столбцов матрицы А равно 
числу строк матрицы В, т.е. если А – матрица размеров m  n, а В – 
размеров n  k. Произведением АВ матрицы Аm n на матрицу Вn  k 
называется матрица Сmk, элементы которой Сij находятся по формуле 

 

1

n

ij iS Sj
S

C a b


 . 
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Пример 5. Даны матрицы 
 

1 0
2 5 1

2 3 ,    .
3 0 1

4 1
A B

 
         

 

 

 
Выяснить, существуют ли произведения АВ и ВА, и если сущест-

вуют, найти их. 
Решение. Произведение АВ существует, так как число столбцов 

матрицы А равно числу строк матрицы В. 
 

3 3 3 2 2 3

1 0
2 5 1

2 3
3 0 1

4 1
C A B  

 
          

 

 

       
   
   

1 2 0 3 1 5 0 0 1 1 0 1
2 2 3 3 2 5 3 0 2 1 3 1
4 2 1 3 4 5 1 0 4 1 1 1

            
              
            

 

2 5 1
5 10 1
5 20 3

  
   
  

. 

 
Произведение ВА также существует, так как число столбцов мат-

рицы В равно числу строк матрицы А.  
 

2 2 2 3 3 2

1 0
2 5 1

2 3
3 0 1

4 1
P B A  

 
         

 

    
     
2 1 5 2 1 4 2 0 5 3 1 1 16 16

3 1 0 2 1 4 3 0 0 3 1 1 7 1
              

                    
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Матрица А-1 называется обратной квадратной невырожденной 
матрице А, если выполняется условие АА-1 = А-1А = Е. 

Пример 6. Дана матрица 
 

1 3 4
3 5 6
2 2 10

A
 

    
    

 
Найти матрицу А-1, если она существует. 
Решение. 
 

det A = 1510-36 (-2)-324-45(-2)+3(-3) 10-126 = 0. 
 
Следовательно, обратной матрицы не существует. 
Пример 7. Выяснить, существует ли матрица, обратная матрице 

1 1 2
1 1 2
1 1 4

A
 

   
 
 

, и если существует, найти её.  

Решение. Так как det А = 12  0, то А-1 существует и может быть 
найдено по формуле  

 

11 21 31
1

12 22 32

13 23 33

1
det

A A A
A A A A

A
A A A

  , 

 
где Аij – алгебраическое дополнение к элементу аij. 

 

11 12 13

1 2 1 2 1 1
6,    6,    0,

1 4 1 4 1 1
A A A

 
       

21 22 23

1 2 1 2 1 1
6,    2,     2,

1 4 1 4 1 1
A A A

 
        

31 32 33

1 2 1 2 1 1
0,    4,    2,

1 2 1 2 1 1
A A A

 
      

 
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то                    1

1 1 0
2 26 6 0

1 1 1 16 2 4
12 2 6 3

0 2 2 1 10
6 6

A

 
 

   
             

  
 

. 

 
Невырожденные системы линейных уравнений. 
Матричный метод решения. Правило Крамера 

 
Если определитель, составленный из коэффициентов при неиз-

вестных системы линейных уравнений, отличен от нуля, то система 
называется невырожденной. Невырожденная система n линейных 
уравнений с n неизвестными имеет единственное решение, которое 
может быть найдено по формуле Крамера: 

 
,,1      ,/ njx jj   

 
где j  – определитель, полученный из определителя  исходной сис-
темы заменой j-го столбца столбцом из свободных членов системы. 

Решение невырожденной системы линейных уравнений можно 
записать в матричном виде: 

 
1X A B , 

 
где А-1 – матрица, обратная матрице А; В – столбец свободных членов. 

Пример 8. Дана система уравнений 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 6,
2 3 7 16,
5 2 16.

x x x
x x x
x x x

   
   
   

 

 
Решить её: а) матричным методом, б) по формулам Крамера. 
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Решение. 

а)                         
1 1 2 6
2 3 7 ,     16
5 2 1 16

A B
   

        
   
   

 

 

det 3 35 8 30 2 14 2A        , 
 

   2 3
11 12

3 7 2 7
1 17,        1 37,

2 1 5 1
A A


        

   4 3
13 21

2 3 1 2
1 11,        1 5,

5 2 2 1
A A


         

   4 5
22 23

1 2 1 1
1 11,        1 3,

5 1 5 2
A A       

   4 5
31 32

1 2 1 2
1 1,      1 3,

3 7 2 7
A A

 
      

 
 

 

 6
33

1 1
1 1

2 3
A    . 

 

11 21 31
1

12 22 32

13 23 33

17 5 1
1 1 37 11 3
2 2

11 3 1

A A A
A A A A

A A A



    
        
      

, 

1

17 5 1 6
1 37 11 3 16
2

11 3 1 16
X A B

   
       
    

 

102 80 16 6 3
1 1222 176 48 2 1
2 2

66 48 16 2 1

      
               
             

 

 

т.е. x1 = 3,  x2 = 1,  x3 = -1; 
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б)     1

6 1 2
16 3 7 18 112 64 96 16 84 6
16 2 1


         

 

2

1 6 2
2 16 7 16 64 210 160 12 122 2
5 16 1


           

3

1 1 6
2 3 16 48 80 24 90 32 32 2
5 2 16

         

 

 

По формулам Крамера имеем: 
 

х1 = 6/2 = 3,   х2 = 2/2 = 1,   х3 = -2/2 = -1. 
 

Вычисление ранга матриц.  
Решение произвольных линейных систем.  

Однородные линейные системы 
 
Рангом матрицы А (обозначается rА) называется наибольший по-

рядок r отличных от нуля миноров матрицы А, а базисным мино-
ром – любой минор порядка r, отличный от нуля. Если в матрице 
А имеется отличный от нуля минор порядка k , а все миноры поряд-
ка  k + 1 равны нулю, то ранг матрицы А равен k. 

Для нахождения ранга матрицы А применяют метод окаймляю-
щих миноров. Ранг матрицы, полученной из данной элементарными 
преобразованиями, равен рангу данной матрицы. Любую матрицу 
можно привести к виду, когда каждый её ряд будет состоять только 
из нулей или из нулей и одной единицы. Тогда число оставшихся 
единиц и определит ранг исходной  матрицы, так как полученная 
матрица будет эквивалентна исходной. 

Пример 9. Найти ранг матрицы А методом окаймляющих миноров: 
2 1 3 2 4
4 2 5 1 7
2 1 1 8 2

A
  

    
    
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Решение.  
 

2 1 1 3
4 4 0,    5 6 1.

4 2 2 5
 

       
   

 
Найден минор второго порядка, отличный от нуля. Вычислим 

окаймляющие его миноры третьего порядка: 
 

1 3 2
2 5 1 40 3 4 10 1 48 0,
1 1 8

 
        


 

1 3 4
2 5 7 10 21 8 20 12 7 0,
1 1 2


        


 

2 1 3
4 2 5 4 10 12 12 4 10 0.
2 1 1


        


 

 
Так как не существует миноров третьего порядка, отличных от 

нуля, а окаймляющий минор второго порядка отличный от нуля, то 
rА = 2. 

Пример 10. Найти ранг матрицы с помощью элементарных пре-
образований. 

 
1 2 3 1 2
4 1 1 2 3 .
5 8 11 7 12

A
  

    
     

 
Решение. Первую строку матрицы умножим на –4 и прибавим ко 

второй, затем умножим первую строку на –5 и прибавим к третьей 
строке: 
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1 2 3 1 2
0 9 13 6 11 .
0 18 26 12 22

   
   
   

 

 
Затем вторую строку полученной матрицы умножим на –2 и при-

бавим к третьей: 
1 2 3 1 2
0 9 13 6 11
0 0 0 0 0

  
   
 
 

. Минор 
1 2

9 0
0 9


  . 

Миноров третьего порядка, отличных от нуля, нет. Следовательно, 
.2Ar  

Пример 11. С помощью метода последовательных исключений 
Жордана – Гаусса решить вопрос о совместности данной системы и 
в случае совместности решить ее: 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 0,
7 14 20 27 0,
5 10 16 19 2,
3 5 6 13 5.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

    
    
     
      

 
Решение. Составим расширенную матрицу В и проведем необ-

ходимые элементарные преобразования строк: 
 

2 1

3 1

4 1

1 2 3 4 0 1 2 3 4 0
7

7 14 20 27 0 0 0 1 1 0
5

5 10 16 19 2 0 0 1 1 2
3

3 5 6 13 5 0 1 3 1 5

S S
B S S

S S

   
        

     
          



 

2 4

4

 и    поменяем
местами,

1 .

S S

S  



 

 

4 3

1 2 3 4 0 1 2 3 4 0
0 1 3 1 5 0 1 3 1 5

.
0 0 1 1 2 0 0 1 1 2
0 0 1 1 0 0 0 0 2 2

S S

   
         
      
            

  
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Система совместна, так как ранг исходной матрицы равен рангу 
расширенной матрицы и равен 4. Последней матрице соответствует 
система, эквивалентная исходной: 

 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

2 3 4 0,
         3 5,
                 2,
                  2 2.

x x x x
x x x

x x
x

    
    
   
     

 
Двигаясь снизу вверх, последовательно находим: 
 

4

3 4

2 4 3

1 2 3 4

1,
2 1,
5 3 5 1 3 1,
2 3 4 2 3 4 1.

x
x x
x x x
x x x x


    
         
         

 
Итак, система совместна, ее решение единственное:  
 

  1 2 3 44 :    1,   1,   1,   1.r n x x x x         
 
Пример 12. Решить произвольную систему линейных уравнений  
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2,
4 2 3,
5 8 11 7 12.

x x x x
x x x x
x x x x

    
     
       

 
Решение. Составим расширенную матрицу данной системы и 

найдем Ar  и Ar~  c помощью элементарных преобразований: 
 

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2
4 1 1 2 3 0 9 13 6 11
5 8 11 7 12 0 0 0 0 0

A
      

          
       

  
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(Промежуточные действия описаны в рассмотренном примере 
выше). 

Минор 
1 2

9 0
0 9


  , отсюда 2~  AA rr , т.е. система совме-

стна. 
Исходная система равносильна следующей: 
 

1 2 3 4

2 3 4

2 3 2,
9 13 6 11.
x x x x
x x x
    

    
 

 
В качестве базисных неизвестных возьмем 21 , xx . Тогда 43 , xx  – 

свободные неизвестные. Перенося их в правую часть, получаем: 
 

1 2 3 4

2 3 4

2 2 3 ,
9 11 13 6 .
x x x x
x x x
    

      
 
Находим решение полученной системы по формулам Крамера: 
 

3 4
1

3 4

2 21
11 13 6 99

x x
x

x x
  

 
  

   3 4 3 4 3 4
1 122 26 12 18 27 9 3 4 ,
9 9

x x x x x x          
  

 3 4
2 3 4

3 4

1 21 1 11 13 6 .
0 11 13 69 9

x x
x x x

x x
 

    
  

 

 
Пусть 3 1 4 2,    x C x C  , где 1 2,  C C R . Тогда решение имеет вид 
 

   1 2 1 2 1 2 1 2
1 13 4     11 13 6    ,    ,  
9 9

T

C C C C C C C C R         
 

 
Таким образом, исходная система имеет бесконечное множество 

решений. 
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Пример 13. Решить однородную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений. Записать фундаментальное и общее решение. 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

     2 4 3 0,
   3 5 6 4 0,
   4 5 2 3 0,
3 8 24 19 0.

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

    
    
    
    

. 

 
Решение. Так как 
 

3

1 2 4 1 2 4
3 5 6 0 1 6 18 18 0,      rang 2,   4.
4 5 2 0 3 18

A n         
  

 

 
Система имеет бесчисленное множество решений. 

В качестве базисного минора выберем 2

1 2
0.

3 5
M    

 

1 2 4 3

1 2 4 3

2 3 4 ,
3 5 4 6 .
x x x x
x x x x
   

    .
 

 
В качестве базисных неизвестных возьмем 1x  и 2x ; положим 

3 1 4 2,      x C x C   – свободные переменные. 
Решим последнюю систему по формулам Крамера: 
 

1 2
5 6 1,

3 5
     

 
 

1

2 1
1 2

2 1

3 4 2
8 7 ,

4 6 5x

C C
C C

C C


    

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1 2
1 1 2

8 7 8 7 ,
1

C Cx C C 
  

  
 

2

2 1
1 2

2 1

1 3 4
6 5 ,

3 4 6x

C C
C C

C C


   
  

 
1 2

2 1 2
6 5 6 5 .

1
C Cx C C

   
  

 
Общее решение:  
 

 

1 2

1 2
1 2

1

2

8 7
6 5

,

C C
C C

x C C
C
C

 
   
 
  
 

. 

 
Фундаментальное решение: 
 

   1 2

8 7
6 5

1,0 ,    0,1 ,
1 0
0 1

E x E x

   
         
   
      
     

 

 1 2 1 1 2 2 1 2

8 7
6 5

, .
1 0
0 1

x C C C E C E C C

   
         
   
      
   
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1.2. Задания для практических занятий 
 
1.2.1. Вычислить определители второго порядка: 

 

1.   2

1
1

a b c
a ab ac
 
 

.             2.   
2 2

2 2

cos - sin 2cos sin
2cos sin cos - sin

   
   

 

 

3.   
cosα -sinα
sinα cosα

                   4.   
a b a b
a b a b
 
 

  

 
1.2.2. Решить уравнения: 
 

1.   
2 4 4 1

0
2 2

x x
x x

  


  
.     2.   

4sin 1
0

1 cos
x

x
 . 

 
1.2.3. Решить неравенства: 
 

1.   
2 7 2

1
3 1

x
x


  .      2.   
2 3

5
2 5

x x
 . 

 
1.2.4. Вычислить определители третьего порядка: 
 

1.   
2 5 1
8 4 2
1 0 9

.     2.   
4 16 8
7 3 1
2 5 7

 .     3.   
4 3 8
5 9 4
3 3 2




. 

 
1.2.5. Решить уравнения: 
 

1.   
2 1 2
3 5 3 0
1 6 5x





.     2.   

1 2 3
1 3 3
1 2 5

x
x




. 
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1.2.6. Вычислить определители путем накопления нулей в строке 
или в столбце: 

 

1.   

1 1 4 1
2 1 3 0
3 1 2 1
4 1 1 0

.            2.   

1 2 3 4
2 2 3 4
3 3 3 4
4 4 4 4

 

3.   

7 0 1 2
3 4 2 5
1 8 3 3

0 2 1 3
 



.     4.   

3 2 5 1
0 1 2 2
3 1 3 1
7 2 5 4


 

. 

 

1.2.7. Вычислить А  B  и  B  A, если: 
 

1.   
1 0

2 3 5
,    2 3

0 1 1
4 2

A B
 

            

; 

2.   
8 1

3 5 4
0 2 ,     

0 1 2
3 5

A B
 

         
 

; 

3.    

3
1

,     2 5 1 8
4
5

A B

 
 
   
 
  
 

. 

 

1.2.8. Вычислить A  B  C,  B  A  C,  C  B  A, если это возможно 
при: 

1.   

0 0 1
1 1

4 1 1 2
,     2 2 ,     

1 2 2 3
1 1

3 3 4

A B C

 
                        

 

; 
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2.    
3 2 2

2 5 1 ,     2 1 ,    1
5 1 3

A B C
   
          
      

; 

3.    2 1 2
,    ,    5 8 1 3

5 3 4
A B C

   
       
   

. 

 
1.2.9. Вычислить 2A2 – 3AB + 2B2 , если:   
 

2 5 2 1
,     

0 1 4 3
A B   
    
   

. 

 
1.2.10. Вычислить 3A2 – 2AB + 2B, если:   
 

2 3
,

0 1
A  
  
 

3 2
     

5 1
B  
   

. 

 
1.2.11. Вычислить 2A2 – 3A + 14, если: 
 

8 9 0
1 1 2
1 1 3

A
 
   
  

. 

 
1.2.12. Вычислить 7A2 – 2AE +3E, если: 
 

4 1 0
2 1 2
1 0 1

A
 
   
  

. 

 
1.2.13. Найти обратную матрицу для матриц и доказать, что  

A  A-1 = E:  
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1.   
2 7 3
3 9 4 .
1 5 3

 
 
 
 
        

2.   
2 5 7
6 3 4 .
5 2 3

 
 
 
   

  

3.   
3 1 1
1 4 2 .
3 5 6

 
   
  

     4.   
1 2 3
2 3 4 .
2 4 6

 
  
  

 

 
1.2.14. Решить невырожденные системы: 

 

1.   1 2

1 2

2 3 1,
3 5 4.

x x
x x
 

  
     2.

   

1 2

1 2

3 4,
2 4 1.

x x
x x
 

        
3.   

1,
2.

x y
x y
 

  
 

 

4.  
4 2 12,

2 7,
1.

x y z
x y z
y z

  
   
   

                    5.  
7 5 8 9,

3 5 5,
3 7.

x y z
x y z
x y z

  
   
   

 

 

6.  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2,
2 4 3 3,
3 2 5 13.

x x x
x x x
x x x

   
   
   

               7.  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2,
7 5 3 6,
2 2 2.

x x x
x x x
x x x

   
   
   

 

 

8.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 3 4 5 0,
5 7 8 2 25,
4 5 7 3 22,
7 8 3 4 18.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
     
    

   9.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 3 2 12,
4 2 5 3 27,
7 8 5 40,
6 4 5 3 41.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
    

 

 
1.2.15. Найти ранг матрицы: 
 

3 5 4 8 1 2
1.  3 5 3 7 1 2 .

1 5 10 22 1 2

 
   
      

     
1 2 3 4 5

2.  2 3 -1 0 2 .
2 0 1 3 2

 
 
 
 
 
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2 1 3 2 1
3.  3 4 2 1 0 .

1 3 4 1 1

 
  
         

2 3 5 1 1
4.  3 2 1 1 0 .

1 1 4 2 3

 
  
   

 

2 1 3 2 5
5.  1 1 2 2 0 .

4 1 7 2 5

 
   
   

        
2 3 1 1 0

6.  3 2 1 2 2 .
7 8 1 0 1

 
  
 
 

 

 
1.2.16. Решить произвольные системы: 

 

1.   
1 2 3

1 2 3

2 3

4 2 0,
2 1,

3.

x x x
x x x
x x

  
   
   

                 2.   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1,
2 3 2 2,

2 3.

x x x
x x x

x x x

  
   
   

 

 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0,
5 4 3 0,
4 3 2 0.

x x x
x x x
x x x

  
   
   

                  4.   1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1,
3 2 2 2.

x x x x
x x x x
   

    
  

 

5.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 4,
3 3 3 2 6,
3 2 6,
3 3 6.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
    

      6.   
3 2 4 3,
4 2 3,
2 6 9 1.

x y z
x y z
x y z

  
   
   

 

 

7.   
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

7 5 3 0,
3 2 3 2 0,

3 3 0.

x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    

      8.   
1 2 3

2 3

2 3

2 2 12 0,
5 3 0,
5 7 0.

x x x
x x
x x

  
  
  

 

 

9.   
3 2 1,
2 3 2,

4 7 0.

x y z
x y z

x y z

  
   
   
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2.  ЭЛЕМЕНТЫ  АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 
 

2.1. Решение типовых задач 
 

Операции над векторами. Разложение вектора по базису 
 

Пример 1. Даны радиусы-векторы 1 2 3, ,r r r  трех последователь-
ных вершин А, В, С параллелограмма АВСD. Найти радиус-вектор 
четвертой вершины D (см. рисунок. 

 

 
 
Решение. Из векторного треугольника ОСD: 3 ,Dr CD r  . 

.CD BA . 
Из векторного треугольника ОАВ: 1 2r AB r   2 1;  AB r r    

1 2 ,BA r r   поэтому 3 1 2.Dr r r r    
 
 
 

A 

B C 

D 

O 

X 

Y 

Z 

1r  

2r  
3r  

Dr  
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Деление отрезка в данном отношении.  
Скалярное произведение векторов 

 
Пример 2. Вычислить длины диагоналей параллелограмма, по-

строенного на векторах 2a m n   и 2 ,b m n   где ,m n  – еди-

ничные векторы, , 60 .m n
   

 
  

Решение. Пусть 1d  и 2d  - диагонали параллелограмма. Тогда 
 

1 2 2 3 ;d a b m n m n m n         
 

2 2 2 3 ;d a b m n m n m n         
 

2 2 2

1 (3 ,3 ) 9 6( , ) 9 1 6 1 1cos60d m n m n m m n n             

11 7;   7,d    

2 2 2

2
1( 3 , 3 ) 6( , ) 9 1 6
2

d m n m n m m n n         

29 1 13;   13.d     

 
Пример 3. Радиус-вектор точки М составляет с осью ОY угол в 

60; а с осью OZ – 45. 8OM . Найти координаты точки М, если 

её абсцисса отрицательная. 
 

Решение. Координаты единичного вектора a , совпадающего по 
направлению с вектором OM , – это направляющие косинусы век-
тора OM . 

 

    1 2cosα;cosβ;cos γ cosα;cos 60 ;cos 45 cosα; ; .
2 2

a
 

     
 

     
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Так как 1a  , то 2 1 1 1cos α 1,    cos α
4 2 2

     . Но  

абсцисса точки М отрицательная. Значит, 
1cosα
2

  ; поэтому 

 1 1 2; ; ,    4; 4;4 2
2 2 2

a OM OM a
 

      
 

  , т.е.  4;4;4 2M  . 

 
Векторное и смешанное произведения векторов 

 
Пример 4. Даны точки  2;3; 4 ,A     3;2;5 ,B   1; 1;2 ,C   

 3;2; 4 .D   Вычислить высоту пирамиды, опущенную из вершины 
D на грань АВС. 

 

Решение. 
 

пир парал-да
1 1 , ,
6 6

V V AB AC AD  . 
 

С другой стороны, пир осн
1 1 1 ,
3 3 2

V S H AB AC H     , поэтому  

 

   HACABADACAB ,
6
1,,

6
1

 ,т.е. 
 , ,

,

AB AC AD
H

AB AC


  
. 

 

Найдем векторы  5; 1;9 ;AB   3; 4;6 ;AC   5; 1;0AD  : 
 

 
5 1 9

, , 3 4 6 30 27 180 30 153;
5 1 0

AB AC AD


       


 

, 5 1 9 30 3 17 ;
3 4 6

i j k
AB AC i j k       


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2 2 2, 30 3 17 1198;AB AC        
 

153 .
1198

H   

 
Плоскость 

 
Пример 5. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку М(2,-3,1) параллельно векторам    1 23;2; 1 ,   1;2;3a a  . 

Решение. Нормальный вектор плоскости 1n a  и 2n a ,  
поэтому  

3 2 1 8 8 8
1 2 3

i j k
n i j k      . 

 

Ищем уравнение плоскости в виде: 
 

     
     

0 0 0 0;

8 2 8 3 8 1 0,    2 0.

A x x B y y C z z

x y z x y z

     

         
 

 
Прямая на плоскости 

 
Пример 6. Составить канонические уравнения прямой, проходя-

щей через точку  2, 1A   перпендикулярно к прямой 3 1y x   . 
Найти отрезки, отсекаемые этой прямой на осях координат. 

 

Решение. 3 1y x    или 3 1 0y x   . Нормальный вектор этой 

прямой  3,1n  является направляющим вектором для искомой прямой.  

0 0x x y y
m n
 

  или 
2 1 5,    2 3 3,    ;

3 1 3
x y xx y y  

      – 

каноническое уравнение прямой 
50
3

x y    . Тогда 

0 5.y x    – отрезки, отсекаемые на осях координат. 
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Прямая в пространстве. Прямая и плоскость 
 
Пример 7. Доказать перпендикулярность прямых  
 

2 1,
3 2,
6 1

x t
y t
z t

 
  
   

   и   
2 4 2 0,
4 5 4 0.

x y z
x y z
   

    
 

 
Решение. Направляющий вектор первой прямой  1 2;3; 6S  . 
 

2 1 2, 2 1 4 9 6 6
4 1 5

i j k
S n n i j k        

 
 или  2 3;2;2S . 

 
Если прямые перпендикулярны, то  1 2, 0;  S S   

 1 2, 2 3 3 2 6 2 0S S        . 

 
Кривые второго порядка 

 
Пример 8. Определить вид кривой, найти ее вершины, фокусы, 

эксцентриситет, построить кривую. 
 

2 28 16 12 6 0x x y    . 
 
Решение. Преобразуем уравнение кривой:  
 

   2 2 2 28 2 12 6 0,   8 2 1 1 12 6 0,x x y x x y           

 2 28 1 12 14,x y    

 2 21
1.

7 4 7 6
x y

   
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Выполним параллельный перенос осей координат по формулам 
1 ,

.
x x
y y

 
 

. Тогда  1,0O  и 
2 2

1
7 4 7 6
x y 

   – каноническое уравне-

ние гиперболы в новой системе координат.  

Полуоси гиперболы 7 7;    .
2 6

a b   Вершины гиперболы 

1
7 ;0 ;  

2
A
 
  
 

2
7 ;0 ;  

2
A
 
  
 

 2 2 2 7 7 35 .
4 6 12

c a b       

Фокусы гиперболы    1 2
35 35,0 ;0 ;    , 0 ;0 ;  
12 12

F c F c
   

         
   

 

35 2 35 4 5 .
12 12 7 37

cE
a


    


 

 

Построим гиперболу (рис. 1). 
 

           

X 

X 

Y  

O 
A2 

O 

A1 

F2 F1 
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Поверхности второго порядка 
 
Пример 9. Назвать и построить поверхность    2 23 1 6 2 1 .x y     
 

Решение. Преобразуем уравнение поверхности 

   2 23 1 2 1 6x y     или 
   2 21 1

1.
2 3

x y 
   Выполним па-

раллельный перенос осей координат по формулам 
1 ,
1 .

x x
y y

 
  

  

Тогда новое начало системы координат  1; 1O  . В ней уравнение 

поверхности имеет вид 
2 2

1
2 3

X Y 
  . Это гиперболический ци-

линдр (рис. 2). 
 

 
 
 
 
 

Z 

O 

X 

X 

Y 

Y 

Z 
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2.2. Задания для практических занятий 
 

2.2.1. Операции над векторами.  
Разложение вектора по базису 

 
1. Точки K и L являются серединами сторон ВС и CD параллело-

грамма ABCD. Полагая AK  = K  и AK e  выразить через K  и e,  
векторы   и  .BC DC  

 
(О т в е т : BC  = 1/3(4 e  – 2 K ), DC  = 1/3(4 K  – 2 e )). 

 
2. Даны векторы ОА а  и ОВ b .  Вектор OC c  – медиана 

треугольника ОАВ. Разложить аналитически и геометрически век-
тор  c  по векторам а  и b , а вектор а  по векторам  b   и  c . 

 
(Ответ : c  = 1/2(а  + b ),   а  = 2 c  – b .) 

 
3. В равнобедренной трапеции ОАСВ угол ВОА = 60?, ОВ = BC = 

СА = 2, точки M и N – середины сторон BC и AC. Выразить векторы 
AC OM ON MN, , ,  через единичные векторы m  и n  направлений 

   и    OA OB . 
 
(Ответ : AC  = 2(n  – m ), OM  = 2 n  + m , ON  = 3 m  + n ,  

MN  = 2 m  – n .) 
 
4. Даны радиусы векторы r r r1 2 3, ,  трех последовательных вер-

шин А, В, С параллелограмма ABCD. Найти радиус-вектор четвер-
той вершины D. 

 
(О т в е т : r r r1 3 2  ). 

 
5. Даны векторы 1 (3;1; 2),a   2 (2;1;2),a   

3 ( 1; 2;5),   (5;0; 1)a d     в некотором базисе. Показать, что век-
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торы а1 ,  а 2 ,  3a  образуют базис, и вычислить координаты вектора  
d  в этом базисе. 

 

(О т в е т : d  = 2 2 3.)a a . 
 

6. Даны три вектора: 1 (3; 1),a    2 (1; 2),a    3 ( 1;7)a   . Най-

ти разложение вектора р = а1   а а2 3 ).   
 

(О т в е т : р = 2 2 33 .)a a . 
 

7. Даны векторы 1 (3; 2;1),a    2 ( 1;1; 2),a     3 (2;1; 3)a   . 

Найти разложение вектора а  = (11;-6;5) по базису а1 ,  а 2 ,  а 3 . 
 

(О т в е т : а  = 2а1 3 2 3.)a a . 
 
8. На сторонах ОА и ОВ прямоугольника ОАСB отложены векторы 

i  и j . Точка М – середина ВС, N – середина АС. Выразить через i  и j  
векторы ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,   если  3,   4.OA AC BO OC OM ON MN OA OB   

 

(О т в е т : 3 ,  4 ,  4 ,  3 4 ,OA i AC j BO j OC i j       

 3 / 2 4 ,  3 2 ,  3 / 2 2OM i j ON i j MN i j      . 
 

2.2.2. Деление отрезка в данном отношении. 
Скалярное произведение векторов 

 
1. Даны точки 1(2; 4; 2)M   и  2 2;4;2M  . На прямой М М1 2  

найти точку М, делящую отрезок М М1 2  в отношении  = 3. 
 

(О т в е т : М (-1;4;1)). 
 
2. Даны точки А(3;3;3) и В(-1;5;7). Найти координаты точек С и 

D, делящих отрезок АВ на три равные части. 
 

(О т в е т : С (5/3; 11/3; 13/3),   D (1/3; 13/3; 17/3)). 
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3. Найти координаты центра тяжести треугольника с вершинами 
А(2;3;4), В(3;1;2), С(4;-1;3). 

 
(О т в е т : М (3;1;3)). 

 
4. Векторы а  и b  образуют угол  = 120  . Зная, что 3,a   

4b  , вычислить: 1) (а ,b ); 2) 
2 2
;    3) ;   4)a a b  (3а -2b , а +2b ); 

5) а b
2
; 6) 3 2

2
а b . 

 
(О т в е т : 1) -6; 2) 9; 3) 13; 4) -61; 5) 37; 6) 73). 

 
5. Вычислить длины диагоналей параллелограмма, построенного 

на векторах а = 2m n   и  b  = m n 2 , где m n,  – единичные век-
торы, ( m n, ) = 60. 

 
(О т в е т : 7; 13).  

 

6. Даны векторы а i j k

   2  и b i j k


   4 . Найти 

Пр ;  П р ;  cos( , ).b aa b a b


 
 

(О т в е т : 
4 4 4П р 2;    П р 6;    cos( , ) 3.)
3 3 9b aa b a b



   . 

 
7. Радиус-вектор точки М составляет с осью OY угол 60, а с 

осью OZ – угол 45, ОМ  8.  Найти координаты точки М, если ее 
абсцисса отрицательная. 

 
(О т в е т : М(-4;4;4 2).)  
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8. Даны два вектора: 1 (3; 1;5),a    и 2 (1; 2; 3).a    Найти ко-

ординаты вектора х , перпендикулярного к оси OZ и удовлетво-
ряющего следующим условиям: ( , )х а1 9 , ( , )х а2 4  . 

 
(О т в е т : х = (2;-3;0)). 

 
9. Даны три вектора: (2; 3;1),a    и ( 3;1; 2),b    (1; 2;3).с   

Вычислить П р .b с a  
 

(О т в е т : -
8 .)
38

 

 
2.2.3. Векторное и смешанное произведения векторов 

 
1. Векторы а  и b  образуют угол  = 60. Зная, что 

3,   5a b  , вычислить:  
 

|[ а , b ]|;   |[ а + b , а -b ]|;   |[3 а +b , а -3b ]|. 
 

(О т в е т : 
15 3;    15 3;    75 3.)
2

 

 
2. Даны точки А (2;-1;2), В (1; 2;-1), С (3;2;1). Найти [ АВ ВС, ], 

[ CBCABC ,2 ]. 
 

(О т в е т : (6;-4;-6), (-12;8;12)). 
 
3. Вычислить длины диагоналей и площадь параллелограмма, 

построенного на векторах а j k

     и  b i j k


   . 

 
(О т в е т : 5,  6.a b a b S     ). 
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4. Вычислить площадь параллелограмма, диагоналями которого 
служат векторы 2 ,m n  4 5 ,m n  где  m   и  n  – единичные векто-

ры .
4

),( 




nm  

(О т в е т : 
3 2.)
2

. 

 
5. Даны точки А(1;2;-1), В(0;1;5), С(-1;2;1), D(2;1;1). Найти пло-

щадь треугольника АВС и проверить, лежат ли эти точки в одной 
плоскости. 

 

(О т в е т : 27;да.) . 
 
6. Даны точки А(-2;3;-4), В(3;2;5), С(1;-1;2), D(3;2;-4). Вычислить 

высоту пирамиды, опущенную из вершины D на грань АВС. 
 

(О т в е т : 
153 .)
1198

. 

 

7. Векторы а  и b  образуют угол 30°; 6,   3a b  . Вектор с  

перпендикулярен к векторам а  и b . Зная, что | с | =3, вычислить 

 а b c, , . 
(О т в е т : 27.) . 

 
2.2.4. Плоскость 

 
1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М(2;-3;1) параллельно векторам 1 2( 3; 2; 1),   (1;2;3).a a   
 

(О т в е т : x + y – z + 2 = 0). 
 

2. Найти уравнение плоскости, если точка М(1;0;–3) есть основа-
ние перпендикуляра, опущенного из точки N(–1; –1;0) на эту плос-
кость. 

 

(О т в е т : 2x + y – 3z – 11 = 0). 
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3. Записать уравнение плоскости, проходящей через точку  
М(1; –1;1) и перпендикулярной плоскостям 2x – y + z – 1 = 0;  
х + 2y – z + 1 = 0. 

 

(О т в е т : x – 3y – 5z + 1 = 0). 
 
4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М(2;3; –2) параллельно плоскости 3х – y + z – 6 = 0. 
 

(О т в е т :  3x – y + z – 1 = 0). 
 
5. Найти расстояние точки К(2;1;0) от плоскости, проходящей 

через точку М(1;0;2), N(1;2; –1), Р (2; –2;1). 
 

(О т в е т :  
11
7

). 

 
6. Найти угол между плоскостями  x + 2y – 2z + 1 = 0,  x + y – 4 = 0. 
 

(О т в е т : 

4

). 

 
7. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М(2;2;–2) перпендикулярно линии пересечения плоскостей 3х – 2y –  
– z + 1 = 0,  x – y – z = 0. 

 
(О т в е т : x + 2y – z – 8 = 0). 

 
8. Через точку Р(1;2;–1) провести плоскость, отсекающую от 

осей координат равные отрезки. 
 

(О т в е т : x + y + z = 2;  x – y + z = –2;  x + y – z = 4.) 
 

2.2.5. Прямая на плоскости 
 
1. Прямая проходит через точку М(–1;3) и N(2;5). Найти: 1) на-

правляющий вектор этой прямой; 2) нормальный вектор прямой; 3) 
угловой коэффициент прямой. 

 
(О т в е т : 1) (3;2),   2) (2; –3),   3) 2/3). 
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2. Даны вершины треугольника А(–1;3), В(3; –2), С(5;3). Соста-
вить уравнение: 1) медианы, проведенной из вершины В; 2) высоты, 
опущенной из вершины С на сторону АВ; 3) прямой, проходящей 
через вершину А параллельно стороне ВС. 

 
(О т в е т : 1) 5x + y – 13 = 0,   2) 4x – 5y – 5 = 0,   3) 5x – 2y + 11 = 0.) 

 
3. Найти уравнение прямой, проходящей через точку пересече-

ния прямых x – 3y + 2 = 0,  5x + 6y – 4 = 0 и параллельной прямой  
4x + y – 7 = 0. 

 
(О т в е т : 12x + 3y – 2 = 0.) 

 
4. Найти координаты вершин параллелограмма, если известны 

уравнения двух его сторон 2 3 1 0,   2 0x y x y       и точка 
пересечения диагоналей  М(3;3/2). 

 
(О т в е т : (1;1), (5;2), (4;3), (2;0)). 

 
5. Найти угол между прямой 2 3 6 0x y    и прямой, прохо-

дящей через точки М(4;–5), N(–3;2). 
 

(О т в е т :  arctg5 ). 
 
6. Составить уравнение сторон треугольника, зная его вершину 

А(–6;3), уравнения высоты 7 3 5 0x y    и медианы 9 15 0x y   , 
проведенных из одной вершины. 

 
(Ответ: 2 7 0,   3 7 39 0,   3 4 6 0x y x y x y         .). 

 
7. Составить каноническое уравнение прямой, проходящей через 

точку А(2;–1) перпендикулярно к прямой 3 1y x   . Найти отрез-
ки, отсекаемые этой прямой на осях координат. 

 

(О т в е т : 
5

3
xy 

 ; 5; –5/3.) 
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2.2.6. Прямая в пространстве. Прямая и плоскость 
 
1. Привести к каноническому виду уравнения прямой 
 

5 0,
2 3 2 5 0.

x y z
x y z
  

    
 

 

(О т в е т : 
х у z








5
1

12
1

13
). 

 
2. Написать параметрические уравнения прямой, проходящей 

через точку А(2;1;3) параллельно прямой, проходящей через точки 
В(3;–2;0); С(1; –2; –4). 

 
(О т в е т : 2 2;   1;   4 3x t y z t       ). 

 
3. Доказать перпендикулярность прямых 
 

2 1,
3 2,
6 1.

x t
y t
z t

 
  
   

     и     
2 4 2 0,
4 5 4 0.

x y z
x y z
   

    
 

 
(Ответ: да). 

 
4. Написать уравнение плоскости, проходящей через прямые 
 

х у z
 




1
5 2

2
3

     и     
х у z








2
5

2
2

1
3

. 

 
(Ответ: 3 2 4 0y z   ). 

 
5. Найти угол между прямой 2 5;   3 1;   x t y t z t        и 

плоскостью 2 4 3 0x y z    . 
 

(О т в е т : 
6arcsin

14
). 
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6. Найти точку, симметричную точке А(3;–4;–6) относительно 
плоскости, проходящей через точки М(–6;1;–5); N(7;–2;–1); Р(10;–7;1). 

 
(О т в е т : (1;–2;2)). 

 

7. Найти точку пересечения прямой 
3 0,

4 5 0
x y z
x z
   

   
 и плоско-

сти 2 10 0x y z    . 
 

(О т в е т :  (1;5;1)). 
 
8. Найти проекцию точки М(4;–3;1) на плоскость 2 3 0x y z    . 
 

(О т в е т : (5;–1;0)). 
 
9. Написать уравнение прямой, проходящей через точку М(1;–1;–3) 

и точку пересечения прямой 
х у z






1

2
1

1
2

3
 и плоскости 

2 3 5 3 0x y z    . 
 

(О т в е т : 
1 1.)

2 1 2
x — z 

 
 

. 

 
2.2.7. Кривые второго порядка 

 
Определить вид кривой, найти ее вершины, фокусы, эксцентри-

ситет, построить кривую:  
 

1.  x y x y2 22 2 8 7 0     .      
 

2.  01612168 22  yxx .      
 

3.  4 4 8 4 1 02 2y x y x     .  
 

4.  041615022545225 22  yyxx .  
 

5.  24 24 36 24 13 02 2x x y y     . 
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Определить вид и параметры кривой, построить ее 
 

6.  4 8 7 02x x y    .         7.  04842  yxx . 
 

8.  6 12 2 5 02y y x    .     9.  9 12 3 7 02y y x    . 
 
Назвать и построить кривую 

 
10.  x x y2 2 3 0   .                         11.  3 6 2 3 02 2x x y    . 
 

12.  5 20 6 6 02 2y y x x     .      13. x x y2 6 4
26
3

0    . 
 

14.  5 10 02 2x x y   .                     15.  9 6 1 02x x y    . 
 

16.  5 5 3 12
7
4

02 2x x y y     .   17.  3 2
14
3

02x x y    . 
 

18.  3 18 4 16 31 02 2x x y y     . 
 

19.  20 40 6 24 02 2x x y y     . 
 

20.  0946 22  yyxx . 
 

2.2.8. Поверхности второго порядка 
 
Определить вид и параметры поверхности, построить ее методом 

сечений: 
 

1.  2 3 6 3 3 02 2 2y z z x     . 
 

2.  5 3 6 15 30 18 02 2 2z y y x x      . 
 

3.  3 2 2 4 02 2 2     x x z z y . 
 

4.  2 3 1 2 8 102 2 2y z x x    ( ) . 
 

5.  y x x z2 2 22 4 4 2 0     . 
 

6.  ( )x z y y     1 4 12 2 2 . 
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7.  x z z y2 2 22 4 2 10    . 
 

8.  17 8 8 02 2    x y y z . 
 

9. 3 2 4 6 102 2x y y z    .  
 

10.  y x z z2 2 2 10 25    . 
 

Назвать и построить поверхности: 
 

11.  3 1 6 2 12 2( ) ( )x y    .         12.  y z
x2 2

2

3
1   . 

13.  ( )z y   5 2 1 02 2 .              14. ( )z
x y

 


1
2

2
2 2

. 

15.  z y2 21 5 0   ( ) .                16. x y
z2 2

2

2 1
3

   ( )  

17.  ( )z y  1 3 02 .                       18. 2 1
2

2
2

z x
y

  ( ) . 
 

19.  3 1 2 1 6 02 2( ) ( )z x     .    20. x y z2 2 22 1    . 
 

21.  04
32

22

 zyx
.                      22.  4 4 1 02 2x z   . 

 
3.  ВВЕДЕНИЕ  В  МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ 

 
3.1. Решение типовых задач 

 
Комплексные числа.  

Алгебраическая, тригонометрическая и показательная форма 
комплексного числа. Операции над комплексными числами 
 
Пример 1. Где расположены точки, изображающие комплексное 

число iyxz  , если Re 3.z  ?  
Решение. Условие задает полуплоскость, расположенную правее 

прямой 3x , и саму эту прямую. 
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Пример 2.  3 iz .  

Решение. Условие 3 iz  определяет множество точек  z, 
удаленных от точки  i  на расстояние, меньшее чем 3. Все такие 
точки  z  заполняют круг с центром в точке  i  радиуса 3. Ограничи-
вающая круг окружность исключается.  

Пример 3. Представить в тригонометрической и показательной 
форме iz 52  . 

Решение. 
 

2 2 2 22,   5,   2 5 29x y r x y       . 
 

Точка z принадлежит 1-й четверти. Отсюда 
5arctg arctg .
2

y
x

   

Показательная форма  
 

5arctg
229

iiz e e  . 
 
Тригонометрическая форма  
 

(cos sin )z r i     
5 529(cos arctg sin arctg ).
2 2

i   

 
Пример 4.  iz 2 . 
Решение. 
 

2 2 2 20,   2,   0 ( 2) 2.x y r x y          
 
Для всех чисто мнимых чисел с отрицательной мнимой частью  

 
π
2

  . 

Показательная форма   
 

π
22

iiz re e 
  . 
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Тригонометрическая форма   
 

 cos sinz r i   
π π2 cos sin
2 2

i               
. 

 

Пример 5. Вычислить 3 1 i  .     
Решение.  
 

33 2 π 2 π1 (cos sin ),   0, 2
3 3

k ki r i k 
    

 
, 

 
2 21,   1,     = (-1) 1 = 2   x y r    . (Число 1 i   принадлежит 

2-й четверти) 
3πarctg π arctg( 1) π
4

y
x

      , 

 

63

3π 3π2 π 2π
4 41 2 cos sin ,

3 3

k k
i i

   
    

 
 

 0, 2k  . 

 

При k = 0   6
0

π πη 2(cos sin )
4 4

i  . 

 
При k = 1 
 

6 6
1

3π 3π2π 2π 11π 11π4 4η 2 cos sin 2 cos sin
3 3 12 12

i i

           
  

 

. 

 
При k = 2 
 

6 6
2

3π 3π4π 4π 19π 19π4 4η 2(cos sin ) 2(cos sin )
3 3 12 12

i i
 

    . 
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Пример 6. Выполнить указанные действия: 
6156

3 25i
i

i





. 

Решение. 
 

25 4 6

2 2

3 (3 )(6 5 ) ( ) 18 6 15 5
6 5 61 (6 5 )(6 5 ) 61 6 (5 ) 61

i i i i i i i i i
i i i i

      
     

   
21 13 13 22

61 61 61 61
i i i

    . 
 

Пример 7. Решить уравнение 2 9 0z   . 
Решение. 

 2 ( 9) 0,z     

2 2(3 ) 0,z i   

( 3 )( 3 ) 0,z i z i    

3 ,  3 .z i z i    

 
Числовая последовательность.  

Предел числовой последовательности 
 

Пример 8. Дана последовательность с общим членом 
3 5

7n
nx

n


 . 

Доказать, что последовательность убывает. 
Доказательство. 
 

1
3( 1) 5 3 8 .

7( 1) 7( 1)n
n nx

n n
  

 
 

 

 

1
3 8 3 5

7( 1) 7n n
n nx x
n n
 

   


 

 

2 2(3 8) (3 5)( 1) 3 8 (3 5 3 5)
7 ( 1) 7 ( 1)

n n n n n n n n n
n n n n

        
  

 
 

 

5
7 ( 1)n n





5 0

7 ( 1)n n
 


    0)1( nn  
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( ; 1) (0; )n      

 

Итак, при Nn  0)1( nn , т.е. последовательность убы-
вающая.   

Пример 9. Найти общий член последовательности   ;...
16
1;

9
1;

4
1;1 . 

Решение. 
 

2

1
na

n
 . 

 

Пример 10. Найти предел числовой последовательности 

2

3

)32(
3lim




 n
n

n
. 

Решение. 
 
















32

3

2

3

2

3

9124

31
lim

9124
3lim

)32(
3lim

nnn

n
nn

n
n
n

nnn
. 

 

Пример 11. Указать предел числовой последовательности 

 nx ,
2 1lim
3 2

n

nn




. 

Решение. 
112 1 12lim lim ,

3 2 3 3

n n

nn n 


 



 0 0
1 1lim ε 0    ε :     ε.
3 3n nn

x n n n x


         

2 1 1 2 1 2 1 0,0001,
3 2 3 3 2 3 2

n n n

n n n

  
   

  
 

13 2 ,
0,0001

n   
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3 2 10000n  , 
 

  4ln 3 2 ln10n  , 
 

10ln42ln3ln  n  
 

4ln10 ln3 4 2,3026 1,0986 8,1118
ln 2 0,6931 0,6931

n   
   , 

 

7037,11n , начиная с n = 12. 
 

Предел функции в точке. Операции над пределами 
 

Пример 12. Показать, что предел функции 
25 4 1

1
x xy

x
 




 в 

точке 0 1x   равен 6b  . 
Решение. 
 

 

 
2

1 1 1

15 1
5 4 1 1 65lim lim 5lim 5 6.

1 1 5 5x x x

x x
x x x

x x  

                
 

 

   
1

lim 6 ε 0 δ 0 :    : 0 1 δ 6 ε
x

f x x x f x


            . 
 

 
   2

15 1 6 1
5 4 1 56 6

1 1

x x x
x xf x

x x

            
 

 

 

  1 5 1 6 ε5 5 5 1 ε    1 δ
1 5

x x
x x x

x
  

        


 

 

При ε 0,1ε 0,1    δ 0,02
5 5

    . 
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Пример 13. Вычислить предел 
 

2
12lim 4

23




 x
xx

x
. 

 
Решение. 
 

0
21

121

lim
2

12lim
4

42

4

23












x

xxx
x

xx
xx

. 

4 
Замечательные пределы 

 

Пример 1.  
x

xx
x 4cos1

3sinlim
0 

.  

Решение. 
 

 
 22

2 20 0 0 0

2sin 3 sin 3 3 3 3lim lim 3lim lim
1 cos4 1 cos 4 3 2sin 2 2 4sin 2 8x x x x

xx x x x x x
x x x x x   


   

  
. 

Пример 15.  
x

x x
x

1

0 3
3lim 












. 

Решение. 
 

3
2

3
2lim

1
3
2

2
3

0

1

0

1

0

1

0

0

3
21lim

3
21lim

3
23lim

3
3lim 





































































 ee
x
x

x
x

x
xx

x
x

x
xx

x
x
x

x

x

x

x

x

x

x

x
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Бесконечно малые функции.  
Сравнение бесконечно малых функций.  

 
Эквивалентность бесконечно малых функций 

 
Пример 16. Сравнить бесконечно малые функции α( )x  и β( ).x , 

если α( ) 9 3,x x    β( )x x  
Решение. 
 

0 0 0

α( ) 9 3 9 3 9 3lim lim lim
β( ) 9 3x x x

x x x x
x x x x  

     
  

 
 

0 0

9 9 1 1lim lim 0     α( ) и β(x) 
6( 9 3) 9 3x x

x x
x x x 

 
    

   
 – 

 
бесконечно малые функции одного порядка при .0x  

Пользуясь методом замены бесконечно малых функций эквива-
лентными, вычислить пределы.  

Пример 17.  
x

x
x 7arcsin

)31ln(lim
0




. 

Решение. 
 

7
3

7
3lim

7arcsin
)31ln(lim

00






 x

x
x

x
xx

. 

 

Пример 18. 
3

0
lim

sin 3 sin

x x

x

e e
x x




. 

Решение. 
 

3

3 3 3

0 0

1   ~  3
1 ( 1) 1   ~  lim lim

sin 3 sin sin3 sin sin3   ~ 3
sin   ~  

x

x x x x x

x x

e x
e e e e e x

x x x x x x
x x

 



      
 

20 0 0

3 2 2 1lim lim lim
3 3 3x x x

x x x
x x x x  


    


. 
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Непрерывность функций в точке и на отрезке. 
Точки разрыва и их классификация 

 
Пример 19.  Исследовать на непрерывность функцию  
 

2

1         при  0, 
2( )

9     при 0.
3

x
xf x

x x
x

  
  

 

 

Решение. 
 

 0;3  \  )( RfD  . 
 

Исследуем точки разрыва 3 ,0 21  xx . 

При 1 0-0 0 0

10     lim ( ) lim
2x x

x f x
x  

    , 

                      
2

0 0 0 0 0 0

9lim ( ) lim lim ( 3) 3
3x x x

xf x x
x     


   


. 

Точка 01 x  – точка разрыва второго рода. 

     При )(lim6)3(lim
3
9lim)(lim   3

0303

2

030-3x2 xfx
x
xxfx

xxx 



 . 

Точка 32 x  – точка устранимого разрыва.  
 

3.2. Задания для практических занятий 
 

3.2.1. Комплексные числа и операции над ними 
 
Где расположены точки, изображающие комплексное число  

 z = x + iy? 
 

1.  1 3z   .     2.  Re 2 3z  .     3.  Im 2z  .     4.  5 3z i  . 
 

5.  7 7x   .    6.   2 7z   .    7.  2Re z  2 .    8. Im 3z  . 

9.  2 1 4z   .     10.  z i  2 4
1
2

.     11.  1 3 2 2z i    . 
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Представить в тригонометрической, показательной форме ком-
плексные числа: 

 

1.  1 i  .           2.  2 7i .       3.  13  .      4.  33 i . 
 

5.  i33  .    6.  2 2i .    7.  5 .         8.  5i . 

9.  3 4i .         10.  64 .        11.  4 4i  .    12.  
2
3

2
1 i . 

 
Вычислить: 
 

1.   646 .   2.    3
4

i .   3.    2 2 4i .   4.   1 20 i .   5. 14 . 
 

6.  .   7.   3
5

 i .   8.  15 8 i .    9.  ( )2 2 45  i . 
 
Решить примеры 
 

1.        2 7 5 : 3i i i    .     2.      2 7 5 8 11i i i   . 
 

3.  5

33
4

22
3 iii







 





  .     4.  

i
i

i
i








1
38

3
2

.     5.  
)3)(2)(1(

5
iii 

. 

 
Решить уравнения 
 
1.  0164 z .     2.  042 36  zz .     3.  2 16 0z   . 
 

3.2.2. Числовая последовательность. 
Предел числовой последовательности 

 

1. Дана последовательность, общий член которой 
5 1

2n
nx

n





. 

Доказать, что эта последовательность возрастающая. 

2. Дана последовательность, общий член которой 
2 5

7n
nx

n


 . 

Доказать, что эта последовательность убывающая. 
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3. Дана последовательность, общий член которой 2 3nx n   . 
Для каких ее членов выполняется условие 2030  nx ? 

4. Выяснить, ограничена ли последовательность  хn , где 
12 3n

nx   . 

5. Выяснить, ограничена ли последовательность  хn , где 

23
12





n
nxn . 

 
6. Найти общий член последовательности. 
 

1.  
11,   ,
8

  ,
18
1

 ,
32
1

 ...     2.  
1
2

4
5

9
10

16
17

, , , ,...   
 

3.             4.  
3
2

,   
5
3

,  
7
4

,
9
5

, ... 
 

5.  
1
2

4
7

6
10

8
13

, , , ,...            6.  ,...
5
7,

4
5,1,

2
1

 

 
7. Найти предел числовой последовательности с общим членом 
 

 1. 
3 2

3 23

4
11






n
nnnnxn .   2. 

15
2cos



n

nxn .   3. 
n

nxn
sin

 . 

 

 4. 42

42

32
571

nn
nnnxn 


 .       5. 

1 sin 3nx n
n

 .       6. 
12

)1( 1







n
x

n

n . 
 

 7. nnx
5
13 .       8. 

45
)sin( 2




n
nxn .       9. n

nn
nxn 2cos1

29
3




 . 
 

 10. 
3
)cos(

3

3




n
nxn . 
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8. Указать предел a числовой последовательности  xn , где 

nnx
3
12  . Пользуясь определением предела последовательности, 

найти номер члена последовательности, начиная с которого 
01,0 axn . 

9. Указать предел а числовой последовательности  xn , где 

23
14

2

2





n
nxn . Пользуясь определением предела последовательно-

сти, найти номер члена последовательности, начиная с которого 
001,0 axn . 

10. Указать предел а числовой последовательности  xn , где 

4 1
3 4

n

n nx 



. Пользуясь определением предела последовательности, 

найти номер члена последовательности, начиная с которого 
0001,0 axn . 

11. Указать предел а числовой последовательности  xn , где 

n
nxn 



5

156
. Пользуясь определением предела последовательно-

сти, найти номер члена последовательности, начиная с которого 
01,0 axn . 

 
3.2.3. Предел функции в точке. Операции над пределами 

 
1. Показать, что предел функции 3 5y x   в точке 20 x  ра-

вен 1b  . Для данного  = 1 найти такую окрестность b точки 
20 x , чтобы для всех х, взятых из этой окрестности, выполнялось 

неравенство у b  . 
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2. Показать, что предел функции 
1

145 2





x

xxy  в точке 

10 x  равен 6b  . Для данного  = 0,1 найти такую окрестность b 

точки 10 x , чтобы для всех х, взятых из этой окрестности, выпол-

нялось неравенство: у b   . 

3. Показать, что предел функции 
7

42153 2





x

xxy  в точке 

70 x  равен 27b   . Для данного  = 
9

200
 найти такую окрест-

ность b точки 70 x , чтобы для всех х, взятых из этой окрестно-

сти, выполнялось неравенство: у b   . 
 

3.2.4. Пределы 
 
Вычислить следующие пределы: 
 

1. 3

4

2
53

lim
x

xx
x 




.     2. 32

23

348
15752

lim xx
xxx

x 



. 

 

3. 3

4

2
53

lim
x

xx
x 




.  4. 

22
65

23

2

2
lim




 oox
›x

x
.  5. 

1
2

3

2

1
lim




 x
ox

x
.  

 

6. 
60273

12
2

2

4
lim




 ox
ox

x
.     7. 

22
674

23

23

2
lim




 oox
oox

x
. 

 

8. 
7

32
lim

7 


 o
o

x
.     9. 

2
321

lim
4 



 o
o

x
.     10. 

o
x

x 


 31
2

lim
2

. 

 

11. 
1

4332
lim

1 


 o
››

x
.     12. 











 8
12

2
1

3
2

lim
oox

. 
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13. 




 


52 22lim oo

x
.     14. 











 1
2

1
1

2
1

lim
oox

. 

 

15. 




 


852lim ooo

x
. 

 
3.2.5. Замечательные пределы 

 
Вычислить следующие пределы 
 

1. 
x

xx
x sin

3sin5sin
lim

0




.    2. 2

0

3coscos
lim

x
xx

x




.    3. 

9
2tg

cos1
lim

0 xx

x
x 




.  

 

4. 
x

xx
x 4cos1

5sin
lim

0 
.    5. 

6
tg

2
3sinlim

0

xx
x




.    6. 

x
xx

x tg1
cossin

lim
0 




. 

 

7. 

2
tg

sin1
lim

2






 x

x

x

.   8. 
ax

ax
ax sinsin

tgtg
lim 




.   9. xec

x
x 2cos2

0
)2sin1(lim 


. 

 

10. x

x
x 7ctg

0
)7tg51(lim 


. 11. x

x x
x

1

0 5
5

lim 











. 12. 

x

x
x

tg2
2
1

0
)ctg21(lim 


. 

 
13. )ln)1(ln(lim

0
xxx

x



.    14. )ln)7(ln(lim xxx

x



. 

 

15. 
x

ee xx

x 3

24

0
lim




.       16. 

x

x x
x 2

32
32

lim 











.    

 

17. )ln)3(ln()12(lim xxx
x




.    18. 2

3

0

1
2

lim
x

e x

x




.  
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3.2.6. Бесконечно малые функции.  
Сравнение бесконечно малых функций. 

Эквивалентность бесконечно малых функций 
 
При 0x   α x  и  β x  являются бесконечно малыми функ-

циями. Сравнить их. 
 
1.  2 3 5α( ) 2 5x x x x   ,     2 4β( ) 3 7x x x  . 
 

2.  2α( ) 3 5x x x  ,     2β( ) 2x x x  . 
 

3.  α( ) sinx mx ,     β( ) cos cos2x x x          

4.  α( ) 1 cosx x  ,     
3

β( )
3

xx
x




. 
 

5.  α( ) 3x x ,     β( )x x . 
 

6.  α( ) 11 3x x   ,     β( )x x . 
 
3.2.7. Замена бесконечно малых функций эквивалентными 

 
Вычислить пределы: 
 

1. 
x

x
x 11arcsin

)51ln(
lim

0




.  2. 

x
aa xx

x 5sinlim
0






.  3. 42

32

0 5sin2tg
sin3

lim
xxx

xxx
x 




. 

 

4. 
xx

ee xx

x sin5sin

7

0
lim 




.     5. 

x
xx

x 3tg
5cos5cos

4

3

0
lim




. 

 

6. 
x

xxx
x

3

22

0 tg20x
arctgarcsin2sin5

lim





.     7. 

x
ee xx

x 3arctg

24

0
lim




. 

 

8. 
xx

xx
x

42

32

0 arcsin52tg
13cos

lim





. 
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3.2.8. Непрерывность функций в точке и на отрезке. 
Точки разрыва и их классификация 

 
Исследовать на непрерывность и построить график следующих 

функций: 
 

1. 
1           при     0,

( ) 2
              при     0.x

x
f x x

e x

  
 

 

 

2. 2

cos            при         0,
( ) 1          при        0 2,

3           при         2.
2

x x
f x x x

x x


 


   

  


 

 

3. 
24        при       1 0,( )

2 5        при        0 2.  
x - xf x
x x

    
   

 

 

4. 
2

1                   при        0,
3( )

25              при        0.
5

x
xf x

x x
x

  
 

 

 

 

5.  
1              при         0,

    3
2                   при         0.x

x
f x x

x

  
 

 

 

6. 
2

1              при         0,
( ) 2

1            при         0.

x
f x x

x x

  
  

 

7. 

2 1            при     1 2,
( )

6              при       2.
2

x x
f x x x

    
 

 
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8. Доопределить функцию  
x

xxf sin
   в точке х = 0 таким об-

разом, чтобы она стала непрерывной в этой точке. 

9. Доопределить функцию  
12
25





x
xxf  в точке х = 1 та-

ким образом, чтобы она стала непрерывной в этой точке. 

10. Возможно ли доопределить функцию  
3

2



x

xf  в точке  

х = 3 таким образом, чтобы она стала непрерывной в этой точке? 

11. Доопределить функцию  
5

15







x
axf

x

 в точке х = 5 таким 

образом, чтобы она стала непрерывной в этой точке. 

12. Возможно ли доопределить функцию  
3
3






x
x

xf  в точке  

х = –3 таким образом, чтобы она стала непрерывной в этой точке? 
 

4.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  ИСЧИСЛЕНИЕ   
ФУНКЦИИ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ 

 
4.1. Решение типовых задач 

 
Пример 1. Под каким углом кривая xy e  пересекает ось ОY? 
 

Решение. Угол между кривой xy e  и осью ОY – это угол меж-
ду касательной к кривой xy e  в точке (0,1) и осью ОY. 

Угол между касательной и осью ОХ найдем из равенства 
tgα (0)y , т.е. 0tgα ( ) 1;   tgα 1;   α 45x

xe e        и угол 
между кривой и осью ОY  равен 45. 

 

Пример 2. Найти yx , 
5

7

1 3 .
1 4

xy
x





 

 

Решение. Найдем: 
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    
 

4 7 5 65

27 7

15 1 4 1 3 281 3
1 4 1 4

x

x x x xxy
x x

           

 
11 6 4

27

24 28 15 .
1 4

x x x

x

 



 

 
yx  найдем по формуле  

 

 27

11 6 4

1 41 .
24 28 15y

x

x
x

y x x x


  
  

 

 
Пример 3. Используя предварительное логарифмирование, най-

ти y , если 
 

2

3
.

1 2 3

x

x

ey
x x


 

  

 
Решение. 
 

 
   

2
2

1 1
3 2

3
1 2 3 ;

1 2 3

x
x x x

x

ey e x x
x x

     
 

     2
1 1

3 2 32
1ln ln ln 1 ln 2 3 ln 1x x xy e x x x x
x

         

 1 ln 2 3 ;
2

x
x

   
 

   
2

3
2 3 2

1 1 1 3 1 1 22 ln 1 ln 2 3
1 2 2 2 3

xy x x x
y x x x x x x

          
 
 

   
 

3

2 3 2

ln 1 ln 2 33 12 ;
1 2 2 3

x xxx
x x x x x
 

    
 
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 

2

3 1 2 3

x

x

ey
x x

  
 

   
 

3

2 3 2

ln 1 ln 2 33 12 ;
1 2 2 3

x xxx
x x x x x

  
     
   

 

 

Пример 4. Найти 
dy
dx

, если 2 2 2 .x y x y   

Решение. Здесь ( ),y y x  поэтому  
 

 2 ln 2 2 ln 2 2 ln 2 1 ;x y x yy y      

 
 

2 2 1
2 2 2 2 , .

2 1 2

x y
y x y x y x

y x
y y y 


      


 

 

Пример 5. Найти dy , если 32 .xy   
Решение.  
 

3 3;   2 ln 2 3 3ln 2 2x xdy y dx dy dx dx     . 
 

Пример 6. Вычислить приближенно arctg0,97.  
Решение.  
 

arctg0,97  – это значение функции arctgy x  при 0,97.x   
 

Пусть 0 1,x   тогда 03,00  xxx . Используем формулу  
 

xxfxfxxf  )()()( 000 , 
 

 

     

0

0

0 1

02 2
1

πarctg arctg1 0,785;
4

1 1 1arctg ;    .
1 1 2

x

x

f x x

f x x f x
x x





   

    
 

 

 

Тогда  arctg0,97 0,785 0,5 0,03 0,77.      

где 
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Пример 7. Найти 2d y , если 2 .
1

xy
x




 

Решение. 
 

   
2 2

2 2
2 22 2 2

1 2 1;    
1 1 1

x x x x xd y y dx y
x x x

               

 
2

22

1 ;
1

x

x


 


 

 

     
 

22 2 22

42 2 2

2 1 1 2 1 21
( 1) 1

x x x x xxy
x x

             
 

 

 
 

2

32

2 3

1

x x

x





; 

 

 
 

2
2 2

32

2 3
.

1

x x
d y dx

x





 

 

Пример 8. Применяя правило Лопиталя, найти 





 

 xx
x

x ln
1

1lim . 

Решение.  
 

   1 1

1 ln 1 0lim lim
1 ln 1 ln 0x x

x x x x
x x x x 

                
 

 

1 1 1

ln 1 1 ln 0 ln 1 1lim lim lim .1 ln 1 0 ln 1 1 2ln
x x x

x x x x
x x x x xx

x
  

            
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Пример 9. Провести полное исследование функции 
 2

4
4

y
x x




 

и построить ее график.  
 

Решение. 1. Функция определена, если  2 4 0x x    или 
0;    4.x x   Следовательно, 

 
       : ,0 0, 4 4, .D y     

 
2. Так как D(y) не является симметричным множеством относи-

тельно начала координат, то функция не может быть четной, нечет-
ной и периодической. 

3. Найдем точки  разрыва функции: х = 0 и х = 4, так как функция 
в этих точках не определена. Исследуем характер точек разрыва, 
найдя односторонние пределы: 

 

   20 0 0 0

4lim lim ,
4x x

f x
x x   

  


 

 

   20 0 0 0

4lim lim
4x x

f x
x x   

  


. 

 
Значит, х = 0 – точка разрыва второго рода. И ось ОY является 

вертикальной асимптотой. 
 

   24 0 4 0

4lim lim ,
4x x

f x
x x   

  


 

 

   24 0 4 0

4lim lim
4x x

f x
x x   

  


. 

 
Значит, х = 4 – точка разрыва второго рода и прямая х = 4 – вер-

тикальная асимптота. 
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4. Найдем точки пересечения графика функции с осями коорди-
нат. Таких точек нет, так как 0,    0.x y   

5. Исследуем функцию  на монотонность и экстремум: 
 

 
2 2

2 4 2 4 2

4 (2 ( 4) ) 3 84 4
4 ( 4) ( 4)

x x x x xy
x x x x x x


               

 

3 2

8 34
( 4)

x
x x





, 

 

0y   при  
3
8

x . 

 

y  не существует при х = 0  и  х = 4, но эти значения не входят в 
D(y). 

8
3

x   – точка, подозрительная на экстремум. 
 

Результаты исследования оформим в виде таблицы. 
 

x (–;0) 0 (0,8/3) 8/3 (8/3,4) 4 (4;+) 
y' - не сущест-

вует 
+ 0 - не сущест-

вует 
- 

y не сущест-
вует 

max 
 

не сущест-
вует  

 

На интервалах    8;0 ;4 4;
3

     
 

 функция убывает; на 

80;
3

 
 
 

 – возрастает; при 
3
8

x  функция достигает max.  

 

64
9

4
3
8

6
64

4
3
8

max 






 







 yy . 







 

64
9;

3
8M  – точка max. 
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6. Исследуем функцию на выпуклость, вогнутость, точки перегиба: 
 

 23

8 34
4
xy

x x


    
  

        
   

2 23 2 3 2

2 46

3 4 8 3 3 4 2 4 3 16 244 16
44

x x x x x x x x x
x xx x

         
 


 

 

0y  при 23 16 24 0x x   . Но D < 0, поэтому 
23 16 24 0x x   , х  у// < 0  при  х < 4,  (- ;0)  (0;4) – интер-

валы выпуклости графика функции. 
у// > 0  при  х > 4,  (4;+ ) – интервал вогнутости функции. То-

чек перегиба нет. 
7. Найти асимптоты графика. Вертикальные найдены ранее. На-

клонные ищем в виде 
 

,y kx b   где 
 3

( ) 4lim lim 0;    0;
4x x

f xk k
x x x 

   


 

   2

4lim ( ) lim 0;
4x x

b f x kx
x x 

   


 

 

0y   – горизонтальная асимптота. 
По данным исследования строим график функции (см. рисунок). 

       

0 8/3 

-9/64 

4 

Y 

X 
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4.2. Задания для практических  занятий 
 
4.2.1. Определить геометрический и механический смысл произ-

водной функций. 
1. В какой момент времени скорость тела, движущегося прямоли-

нейно по закону 233)( 2  tttS  окажется равной 45 единицам? 

2. Тело массой m движется прямолинейно по закону 2)12(
3



t

S . 

Доказать, что сила, действующая на тело, пропорциональна квадра-
ту пройденного пути. Найти коэффициент пропорциональности. 

3. По гиперболе 
x

y 3
  движется точка так, что ее абсцисса 

изменяется в зависимости от времени t по закону ttx 23 . Како-
ва скорость изменения ординаты в точке М(3;1)? Время измеряется 
в секундах, путь – в метрах. 

4. Тело движется прямолинейно по закону 

19
2
52)( 23  ttttS . Путь S измеряется в метрах, время t –  

в секундах. Через сколько секунд от начала движения тело будет 
находиться в покое? 

5. Угол  поворота тела вокруг оси изменяется в зависимости от 
времени по закону 3 2( ) 10 12 3t t t t   . Углы измеряются в радиа-
нах, время – в секундах. Определить, через сколько секунд от нача-
ла движения угловая скорость окажется равной 9 рад/с? 

6. Нижний конец вертикально стоящей лестницы длиной 5м на-
чинает отодвигаться от стены с постоянной скоростью 2 м/с. С ка-
кой скоростью опускается верхний конец лестницы в момент вре-
мени t = 2 с? 

7. По параболе 123 2  xxy  движется точка так, что ее абс-
цисса растет равномерно со скоростью 1 единица в секунду. В ка-
кой точке параболы ордината возрастает в два раза быстрее, чем 
абсцисса? 

8. Колесо вращается так, что угол поворота пропорционален ку-
бу времени. Какую часть оборота сделало колесо за 2 с? Определить 
угловую скорость через 8 с после начала движения. 
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9. Радиус шара возрастает равномерно со скоростью 10 м/с. С 
какой скоростью растет объем шара в момент, когда его радиус ста-
новится равным 1 м? 

10. Через точку (1;0), не лежащую на кривой 42xy  , провести 
касательную к этой кривой. 

11. К гиперболе 
x

y 3
  проведены касательные: одна в точке  

(–1;3), другая – параллельно прямой 
3
xy  . Найти площади тре-

угольников, образованных каждой из этих касательных с осями ко-
ординат. 

12. Под каким углом кривая xey   пересекает ось у? 
13. Найти углы, под которыми пересекаются прямая xy 4  и 

парабола 
2

4
2xy  . 

14. В каких точках кривой 123  xxy  нужно провести каса-
тельные, чтобы они были параллельными прямой 1 xy ? 

15. На кривой 123  xxy  найти точки, в которых касатель-
ная перпендикулярна прямой xy 3 . 

16. При каких значениях независимой переменной касательные к 

кривым 13
2
1 2  xxy  и 253  xxy  параллельны? 

17. Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
82 23  xxy  в точке ее пересечения с параболой 22xy  . 

18. Определить, под каким углом кривая 
3
42

2 



x

xy  пересекает 

ось абсцисс. 
4.2.2. Найти производные: 
 

1. 311 2 ctg
tg3

y x x
x

     .     2. xy 4
1sin10

10 . 
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3. 3arctg arcsiny x x .                                  4. 
 3

3 2

cth 1x
y

x


 . 

 

5. 
x

xey x

4log
14
3

  .                          6. 3
2tg siny
x

 . 

 

7. xx eey arccosarccos  .                              8. 32th 3chxy x
x


  . 
 

9. 13 2

2
1

1)84(ln 


 xx

x
xy .        10. 23ctg tgy x . 

 

11. 1ln arctgy
x

   
 

.                                          12. 3(1 ch )sh
3
xy x  . 

 

13. 
x

xxxy
2

3233

log
1)5(ln  .   14. )4(cossin 2 xey  . 

 

15. 2arcctg(ln )y x .                                   16. sh
2

xy
x




. 
 

4.2.3. Найти x y , если:  
 

1. y
x
x





1 3
1 4

5

7 .     2. y x e x  arcsin( )2 2 .     3. y
x
x





ln
1
1

. 
 

4. y xx 4 3 1 .     5. y
x

x



log3

2 5
.     6. 

3th 3
cth

xy
x

 . 
 

4.2.4. Используя предварительное логарифмирование, найти про-
изводные следующих функций: 

 

1. 
x

x

xx

ey
32)1( 3

2


 .  2. 

53 )4(cos
sin




xx
xxy .  3. y х x (cos ) . 

 

4. y x x cos .     5. 134 2

)53(  xxexxy .     6. 
arctgs 3

arcsin
sin

x xy
e x

 . 
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4.2.5. Найти 
dy
dx

: 

 
1.  xyy ln2 .          2.  yxey  1 .     3.  arctgy x y  . 
 

4.  yxyx  222 .     5. yxyx arcsinarcsin  . 
 

6.  )cos( yxy  .     7. 12244  yxyx .  
 

8. 
x t t
y t t
 






( sin )
cos
1

.   9. 
x a t t
y a t t
 
 





( cos cos )
( sin sin )
2
2 2

.   10. 
x a t
y a t










cos
sin

3

3

4
4

. 

 

11. 
2ln(1 )

arctg
x t
y t t

  


 
.   12. 

2ln ctg 1
tg ctg

x t
y t t
 

  
.   13. 

x t
y a t









sin
cos

2
2 . 

 
4.2.6. Найти dy, если: 
 

1. y
x x
x x


 

 
ln

2

2

1

1
.     2. tg10x xy  .             3. πln tg

2 4
xy    

 
. 

 

4. 1ln arctg
1

y
x




.          5. y x x 3 7
1

4
2

32 .    6. y x 23  

 
4.2.7. Вычислить приближенно: 
 
1. 08,0arcsin .            2. arctg0,97 .      3. 103 .      4. tg44 . 
 

5. .     6. 703 .              7. 
21 xe   при 05,1x . 

 
4.2.8. Найти производные второго порядка: 
d y
dx

2

2 . 
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1. 

1,

1.

tx
t

ty
t

 
  


             2. 
( sin ),
(1 cos ).

x a t t
y a t
 

  
            3. 

2

arcsin ,
ln(1 ).

x t
y t



 

 

 

4. 
cos ,
sin .

x at t
y at t


 
         5. 

2

ln ,
1.

x t
y t



 

                   6. 
2ln(1 ),

arctg .
x t
y t t

  


 
 

 
7. exye y  .        8. 0333  axyxy .     9. xye yx  . 
 
10. yxy ln .    11. arctgy x y  .              12. 1ln  yyx . 
 
4.2.9. Найти дифференциалы второго порядка yd 2 : 
 

1. 4ln 2  xy .     2. y
a x



1

.          3. arctgy x . 

 

4. y
х

х


2 1
.            5. y x ln 1 23 .     6. y

x
 arcsin

1
. 

 
Найти y n( )  
 

7. y
x
x





1
1

.          8. xy 2sin .          9. bxaxy cossin  . 
 

10. xxy ln .        11. )ln( baxy  . 
 
4.2.10. Применить правило Бернулли-Лопиталя: 
1. Выполнены ли условия теоремы Ролля для функции ( ) tgf x x  

на отрезке  0;π ? 

2. Для функций 23)( 2  xxf  и 1)( 3  xxg  проверить вы-
полнение условий теоремы Коши на отрезке [1;2] и найти точку, в 
которой справедлива соответствующая формула. 
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3. Проверить выполнение условий теоремы Лагранжа для функ-
ции y x x 3  на отрезке [–1;2] и найти точку, в которой верна 
формула Лагранжа. 

4. Для функций 3)( xxf   и 1)( 2  xxg  проверить выполне-
ние условий теоремы Коши на отрезке [1;2] и найти точку, в кото-
рой справедлива соответствующая формула. 

5. Выполнены ли условия теоремы Ролля для функции 5 xy  
на отрезке [4;6]? 

6. Выполнены ли условия теоремы Ферма для функции xxf )(  
на интервале (–1;1)? 

 

7. 
xx

ee xx

x 3cos8sin
lim

0





 .   8. 





 

 xx
x

x ln
1

1
lim

1
.   9. limsin ln( )

x x
x




1
3 5 . 

 

10. sin3

0
lim(ctg ) x

x
x


.       11. 

x
x

x sinln
2sinlnlim

0
.        12. 

0

1lim ctg
x

x
x

  
 

. 

 

13. lim(π 2arctg ) ln
x

x x


 .  14. 
πtg
2

lim 2
x
a

x a

x
a

  
 

.  15. lim
sinx

xe x
x

 
0

2

3

2

1
2

. 

 

16. 











 1

)1ln(
ln
1lim

1 x
x

xx
.  17. 

27 1 2

0
lim( )ctg 4x

x
e x


.  18. 2 π

π
2

lim(tg ) x

x
x 


. 

 

19. 
)ln(

)ln(coslim axax ee
axx





.       20. 

π
2

πlim
ctg 2cosx

x
x x

 
 

 
. 

 

21. 










1lim

1
x

x
ex .               22. lim

x
xx





1

4
1 . 

 
4.2.11. Найти интервалы монотонности функций: 
 
1. f x x x( )   3 12 11 . 2. f x x e x( )  2 . 3. f x x x( )   4 22 5 . 
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4. 45 )12()2()(  xxxf .     5. . 

6. f x
x
x

( )
ln


2

. 

 
4.2.12. Исследовать на экстремум функции: 
 

1. y x x  3 23 3 8 .     2. y x x 2 3 23 .     3. arctg2y x x  . 
 

4. y x x x   
1
3

2 3 13 2 .     5. 32 76
3
2

 xxy . 
 

6. 32 )1()2(  xxy . 7. 32 76
3
2

 xxy . 8. y
x

x x


 ( )( )1 4
. 

 
4.2.13. Найти наибольшее и наименьшее значение функций: 
 

1. 








 4;
2
1   на   

1
1

x
xy ..     2. ]2;2[  на  52 24  xxy . 

 

3. ]8;6[  на  100 2  xy .     4. ]4;0[  на  2xxy  . 
 

5. ]1;0[  на  
1

1
2

2

xx
xxy




 .     6. π πsin 2   на  ;
2 2

y x x      
. 

 

7. 2 π2tg tg   на  0;
3

y x x      
.     8. ]3;0[  на  )2(3 22 xxy  . 

 
4.2.14. Исследовать на выпуклость, вогнутость, точки перегиба 

функции: 
 

1. y e xx  2

2 .     2. y x x x  5 3 2 .     3. y x x 5 35
3

.  

4. y x x
x

  2 3
41

3 4
.  5. y x ln( )2 9 .  6. y x x  ln( )2 2 2 . 

7. y x x 33 3 .     8. y
x

x


2 4
. 
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4.2.15. Найти асимптоты кривых: 
 

1. .          2. .     3. . 
 

4. arctg2y x x  .     5. y
x

x




3

2 16
.     6. y

x
x






2

2

1
1

. 

 

7. y
x x








3

2
3

2
1 .      8. y

x
x

 
2

2
. 

 
4.2.16. Провести полное исследование функций и построить их 

графики: 
 

1. y
x

x





3
2

.         2. y
x

x 3
2

4

( ) .     3. y
x

x



5

25

2

2 .   
 

4. y
x

х





2 1
1 2( )

.     5. y
x x




4
42 ( )

.     6. y
x

x


23 4
. 

 

7. y x x  ln( )2 4 .     8. y x x ( )8 23 .   
 
4.2.17. Решить задачи: 
1. Два коридора шириной 2,4 и 1,6 м пересекаются под прямым 

углом. Определить наибольшую длину лестницы, которую можно 
перенести (горизонтально) из одного коридора в другой. 

2. Из круглого бревна диаметром d требуется вырезать балку 
прямоугольного сечения. Каковы должны быть размеры сечения, 
чтобы балка оказывала наибольшее сопротивление на изгиб? В тео-
рии сопротивления материалов установлено, что сопротивление 
балки на изгиб пропорционально произведению ширины этого се-
чения на квадрат ее высоты. 

3. Из круглого бревна диаметром d требуется вырезать балку пря-
моугольного сечения. Каковы должны быть размеры сечения, чтобы 
балка оказывала наибольшее сопротивление на сжатие? В теории со-
противления материалов установлено, что сопротивление балки на 
сжатие  пропорционально площади ее поперечного сечения. 
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4. Сечение туннеля имеет форму прямоугольника, завершенного 
полукругом. Площадь сечения туннеля S. Какова должна быть ши-
рина и высота прямоугольника, чтобы периметр сечения был наи-
меньшим. Найти наименьший периметр сечения туннеля при дан-
ной площади 25(π 4)p   . 

5. Каковы наиболее экономичные размеры цилиндрической на-
порной башни данной вместимости V? 

6. Решеткой длиной 200 м нужно огородить прилегающую к до-
му прямоугольную площадку наибольшей площади. Каковы долж-
ны быть размеры площадки? 

7. При изготовлении каркаса железобетонной конструкции тре-
буется кусок проволоки длиной a согнуть в виде прямоугольника 
так, чтобы площадь его была наибольшей. Каковы размеры этого 
прямоугольника? 

 
5.  ФУНКЦИИ  НЕСКОЛЬКИХ  ПЕРЕМЕННЫХ 

 
5.1. Решение типовых задач 

 
Пример 1. Найти область определения функции 

 .4ln1 2222 yxyxz  . 
 

Решение. Данная функция определена и принимает действи-
тельные значения при 0122  yx  и 04 22  yx . Точки 

плоскости, для которых 122  yx  и 422  yx , образуют гра-

ницы области D: уравнение 122  yx  задает внешность окружно-
сти с центром в точке О(0;0) и с радиусом 1; а уравнение  

422  yx  – внутренность окружности с центром в точке О(0;0) и 
с радиусом 2. Следовательно, искомая область D есть кольцо, за-
ключенное между двумя данными окружностями. При этом внут-
ренняя окружность может быть включена в область D, так как ра-
венство 0122  yx  возможно, а внешняя окружность в область 
D не входит. 
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Пример 2. Найти линии уровня функции 224
1

yx
z


 . 

Решение. В соответствии с формулой   cyxf ,  уравнение ли-
нии уровня данной функции можно записать в виде 

 

2 2

1
4

c
x y




 

 

или    ,0      14 22  cyxc  
 

   .0   1
/14/1

22
 c

c
y

c
x

 

 
Линии уровня являются эллипсами. 
Пример 3. Найти поверхности уровня функции .222 zyxu   
 

Решение. Уравнение поверхностей уровня можно записать в ви-
де .222 czyx   Исходя из данного уравнения, поверхностями 
уровня являются: однополостные гиперболоиды при с > 0; конус 
при с = 0; двухполостные гиперболоиды при с < 0. 

Пример 4. Вычислить 
93

lim
0
0 


 xy

xy

y
x

. 

Решение. Преобразовав выражение под знаком предела, получим:  
 

 












 93)(93(

93
93 limlim

0
0

0
0 xyxy

xyxy
xy

xy

y
x

y
x

 

 
      69393

)9(9
93

limlimlim
0
0

0
0

0
0



















xy
xy
xyxy

xy
xyxy

y
x

y
x

y
x

. 
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Пример 5. Найти разрывы функции 
xy

yxz
2

42
2

2




 . 

Решение. Функция z непрерывна как отношение многочленов во 
всех точках, где знаменатель не обращается в нуль. Точки разрыва 
расположены на линии 2 2 0y x   или xy 22  , т.е. на параболе. 
При приближении точки Р(х,у) к какой-либо точке этой параболы 
данная функция бесконечно возрастает. 

Пример 6. Найти 
y
z

x
z





    , , если    22cos xyyxz  . 

Решение. Считая сначала y  постоянным и дифференцируя по x , 
получаем: 

 

 2 2sin 2z x y x y
x


   


. 

 
Считая x  постоянным и дифференцируя по y , находим: 
 

     2 2sin 1 2 sin 2 .z x y xy x y xy
y


       


 

 

Пример 7. Найти ,   ,   u u u
x y z
  
  

, если .z
y

xu   

Решение. Находим: 
 

1
;

y y
z zu y yx x

x z xz


 


 

 
1 ln ;

y
zu x x

y z





 

 

2 ln .
y
zu y x x

z z


 

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Пример 8. Найти 
2 2 2

2 2;   ;   .z z z
x x y y
  
   

, если  .1sin23  xyyxz  

Решение. Последовательно находим: 
 

   

    

);1sin()1cos(6))1cos(3(

;1sin61cos3

;1cos2     ;1cos3

2'22
2

2222
2

2

322





















xyyxxyyxxyyyx
yx
z

xyyxyxyyyx
x

z

xyxyx
y
zxyyyx

x
z

y

x  

).1sin(2))1cos(2(

);1sin()1cos(6))1cos(2(

23'3
2

2

2'3
2










xyxxxyxyx
y

z

xyxyxyyxxyxyx
xy
z

y

x

 

 
Пример 9. Найти dz , если .22 xyyxz   
Решение.  
I способ. Находим частные производные: 
 

.2)(   ;2)( 2'222'22 xyxxyyx
y
zyxyxyyx

x
z

yx 







 

 
Имеем: .)2()2( 22 dyxyxdxyxydz   
II способ. Полный дифференциал можно найти по-другому, ис-

пользуя правила дифференцирования: 
 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 (2 ) ( 2 ) .

dz d x y y x d x y d y x yd x x dy xd y
y dx xydx x dy xydy y dx xy y dx x xy dy
       

       
 

 
Пример 10. Найти 2d z , если .123 22  yxyyxz  
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Решение. Находим первые  и вторые частные производные: 
 

;223      ;26 2 yxx
y
zyxy

x
z









 

;26)26(         ;6)26( '
2

'
2

2








 xyxy

yx
zyyxy

x
z

yx  

.2)223( '2
2

2





yyxx
y

z
 

 
Следовательно,  
 

.2)26(26 222 dydxdyxydxzd   
 
Пример 11. Вычислить приближенно .02,1 01,3  
Решение. Рассмотрим функцию yxz  . Тогда   ,02,1 01,3 yyxx   

где .01,0    ,3    ;02,0    ,1  yyxx   

Найдем 
xz и 

yz : 
 

    .ln,1 xxxzxyxz y
y

y
y

y
x

y
x 





   

 
Воспользовавшись формулой  
 

        .;;,; yyxfxyxfyxfyyxxf yx  , 
 

получим: 
 

01,01ln102,013102,1 313301,3   ,   т.е.   06,102,1 01,3  . 
 
Для сравнения, используя микрокалькулятор, находим: 
 

061418168,102,1 01.3  . 



 75 

Пример 12. Найти ,
x
z



 
dz
dx

, если ,arcsin
y
xz   где 21 xy  . 

Решение. Имеем:  
 

.11

1

1

1

1arcsin
22

2

22 xyy

y
xy

x

y
xy

x
x
z

x
x









































 

 

Полная производная 
dx
dz

 вычисляется по формуле 
 

22 2 2 2

2

1 1 2
2 11

dz z z dy x x
dx x y dx yy x x x

y

  
          

2

2 2 2 2 2

1
1

x
y x y y x x

 
  

 

 

Поскольку 21 xy  , то 122  xy  и  
 

.
1

1
1

1
11

1 22

2

22

2

xx
x

xx

x
dx
dz








  

 

Пример 13. Найти ,   ,   z z dz
x y
 
 

, если ),ln( 22  uz  

xyu  ;  .yx   
Решение. Имеем: 
 

;2
22 





u
u

u
z

     ;2
22 


 





u
z

     ;
2 xy

y
x
u





     1



x


. 

;
2 xy

x
y
u





     1



y


. 
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Используя формулы  
 

;z z u z
x u x x




    
 

    
     ,z z u z

y u y y



    

 
    

 

 
находим: 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 21 ;
2

z u y x y
x u u x xy yxy


 

 
  

    
 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2( 1) .
2

z u x y x
y u u x xy yxy


 

 
   

    
 

 

.22
2222 dy

yxyx
xydx

yxyx
yxdz








  

 

Пример 14. Найти 
dx
dy

, если .0sin)cos(  xyyx  

Решение. По условию имеем:  
 

.0sin)cos(),(  xyyxyxF  
 

Находим частные производные 
y
F



 и 
y
F



: 

 

;cos)sin( xyyx
x
F





      .sin)sin( xyx
y
F





 

 

Применяя формулу ,/

/

y

x

F
F

dx
dy

  получим   

 

.
)sin(sin
)sin(cos

yxx
yxxy

dx
dy




  
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Пример 15. Написать уравнения касательной плоскости и нормали 
к поверхности  yxfz ,  в точке М0, если ,2 22 yxz   М0(1, -1, 3). 

Решение. Преобразуем уравнение поверхности к виду 
02 22  zyx  и, обозначив его левую часть  zyxF ,, , найдем 

частные производные: 4 ;  2 ;   1.x y zF x F y F       Вычислим их зна-
чения в данной точке М0: 

 

0 0 0

' ' '4;    2;    1.x M y M z MF F F      
 
Подставив значения частных производных в уравнения 
 

         000
'

00
'

00
'  zzMFyyMFxxMF zyx  

и      0

0

0

0

0

0
MF
zz

MF
yy

MF
xx

zyx 










, 

 
получим уравнение касательной плоскости: 
 

      031214  zyx  или 0324  zyx ; 
 

уравнение нормали: 
 

.
1
3

2
1

4
1









 zyx

 

 

Пример 16. Найти экстремум функции. .3 432 yxyxz   
Решение. Находим частные производные yx zz  ,  и точки, в кото-

рых они равны нулю или не существуют: 
 

.43    ,36 322 yxzxxyz yx   
 

Решив систему уравнений
2

2 3

6 3 0,
3 4 0,

xy x
x y

  


 
, найдем стационарные 

точки М1(6; 3); М2(0; 0). 
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Находим частные производные второго порядка данной функции:  
 

26 6 ;    6 ;    12 .xx xy yyz y x z x z y        
 
В точке М1(6; 3) имеем: А = –18, В = 36, С = –108. Отсюда АС – В2 = 

= -18∙(–108) – 362= 648, т.е. ∆ > 0. Так как А < 0 ,то в точке М1 функ-
ция имеет  локальный максимум:   .273;6max  zz   

В точке М2(0; 0) имеем: А = 0, В = 0, С = 0. Значит, ∆ = 0. 
Проведем дополнительное исследование. Значение функции z в 

точке М2 равно нулю: z(0; 0) = 0. Можно заметить, что 04  yz  

при ;0,0  yx  03  xz  при .0,0  yx  Значит, в окрестно-
сти точки М2(0; 0) функция z принимает как отрицательные, так и 
положительные значения. Следовательно, в точке М2 функция экс-
тремума не имеет. 

Пример 17. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
xyxyyxz  22  в замкнутой области, ограниченной линиями 

1 ;   1,   2,y x x
x

      1,5.y    (см. рисунок). 

 

           
 

А Е 

В 
С 

D 
1 2 

X 

Y 

0 

-3/2 

1/2 

1 
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Решение.  
1. Найдем: 
 

xxyxz
yyxyz

y

x





2

,2
2

2

 

 

Находим все критические точки:  
 

 
 







.012
,012

yxx
yxy

 

 
Решением системы являются точки (0; 0); (–1; 0); (0; –1); (–1/3;  

–1/3). Ни одна из найденных точек не принадлежит области D.  
2. Исследуем функцию z на границе области, состоящей из уча-

стков АВ, ВС, СЕ, ЕА. 
На участке АВ  
 

21,   2 ,   x z y y    
 

3где  ;1 ;   2 2,   2 2 0,   1.
2 yy z y y y           

 

Значения функции     .31  ;
4
3

2
3  ,11 





 zzz  

На участке ВС  
 

1 1,   1,   y z x
x x

     

 

   1 22 2

1 1где  1;2 ;   1 ,   1 0,   1,   1 1;2 .xx z x x
x x

          

Значения функции     .5,32  ,31  zz  
На участке СЕ  
 

22,   2 6 ,   x z y y    
 

3 1 3где  ; ;   4 6,   4 6 0,   .
2 2 2yy z y y y           
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Значения функции .5,3
2
1  ;5,4

2
3














 zz  

На участке АЕ  
 

23 3 3,   ,   
2 2 4

xy z x      
 

   3 3 1где  1;2 ;   3 ,   3 0,    1;2 .
4 4 4xx z x x x          

Значения функции     .5,42  ,
4
31  zz  

Сравнивая полученные результаты, имеем: 
 

 

 

13,5 2;
2

34,5 2;
2

M z z C

m z z E

    
 
      
 

 

 
5.2. Задания для практических занятий 

 
5.2.1. Найти область определения функций: 
 

1.  21
1

1 y
x

z 


 .             2.  
)1ln(

1
22 


yx

u . 

 

3.  2

2 1arcsin
x

yz 
 .                    4.  

1

1
22 


zyx

u . 

 

5.  )ln( 2xyz  .                        6.  422  yxu  
 

7.  
1

14
2

2




y
xz .         8.  )ln( 222 zyxu  . 

 

9.  )ln(xyz  .                              10.  
zyx

u
4

1
22 

 . 
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5.2.2. Построить линии и поверхности уровня функций: 
 

1.  xyz  .                 2.  22 xyz  .              3.  yxxz  42 .  
 

4.  
53

2



x

yz .          5.  224 yxz  .        6.  
x

yz
26

2


 . 
 

7.  
z

yxu
22 

 .      8.   222 zyxu  .     9.   222 zyxu  . 
 

10.  422  yxu .   11.   2

22

z
yxu 

 .     12.  22 xyu  . 

 
5.2.3. Вычислить предел: 
 

1. 
11

lim
22

22

0
0 




 yx

yx

y
x

. 2. 
)(

)cos(1lim 22

22

0
0 yx

yx

y
x 






. 3. x

ay
x x

y )1(lim 




.  

4. 
x
xy

y
x 8

)sin(lim
2
0




.                5. 
x
xy

y
x 5

)3sin(lim
0
0




.           6. 
2

2
22

0
0

)1(lim x
y

y
x

yx



. 

 
5.2.4. Найти разрывы функций: 
 

1. 
yx

z


 2
4

.       2. 
2

1



zyx

u .     3. 22 yx
zu


 . 

 

4. 
kx

z
2cos

1
 .      5. 22

4
yx

z


 .            6. 22
23
yx

yz



 . 

 
5.2.5. Найти частные производные: 
 

 
 
z
x




, 
y
z

 
 




: 
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1.  )lnln( yxz  .     2.  ln tg xz
y

 .     3.  x
y

z


 3 . 

4.  
y

xz 2sinln 
 .     5.  22

22

yx
yxz




 . 

 

x
u
 
 



, 
y
u
 
 



, 
z
u
 
 



: 

 

6.  yzxu )(sin .     7.  
zyu x .     8.  z

y

xu  . 
 

9.  zxyu )( .         10.  z
y
xxyu )(  . 

 

5.2.6. Найти 2

2

 x
z




, 
yx

z
  

2




, 2

2

 y
z


 : 

 

1.  
yxeez  .            2.  )ln( 2 yxz  .       3.  xyz ln . 

4.  
x
yz )cos( 2

 .     5.  )ln( 22 yxz  .     6.  yxez  . 

 
5.2.7. Найти dz: 
 

1.  234 yxz  .           2.  
y
xz arcsin .  

3.  3 23yxz  .     4.  )2ln( 32 yxz  . 
 
5.2.8. Найти d2z: 
 

1.  )sin( yxz  .     2.  
2)(

1
22 yx

z


 .     3.  yxz 2sin . 

4.  xyez  .                5.  22 yxz  .                6.  22 yxz  . 
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5.2.9. Вычислить приближенно: 
 

1. 02,2)04,1( ,      если   yxz  . 

2. 1,115,1 e ,       если   xyez  . 

3. 22 )93,2()05,4(  ,     если   22 yxz  . 

4.  3 4ln 1,03 0,98 1  ,     если    3 4ln 1z x y   . 

5. 22 2,1)2,1)(1,2()1,2(  ,     если   22 yxyxz   
 

5.2.10. Найти 
  ,   
  
z d z
x d x




: 
 

1.  332   ),ln( xyeez yx  .        2.  2 2arctg( ),   xz x y y e  .  

3.  2arctg ,   yz y x
x

  .                    4.  )4(sin  , 3 xyxz y  . 

5.  3arcctg ,   xz y x
y

  . 

 

5.2.11. Найти  zd
y
z

x
z     ,

 
    ,

 
 







,  
dx
dy

: 

 

1.  2 2,    ,    
u
vz ue u x y v xy    . 

 

2.  yxvyxuuvvuz sin  ,cos  ,22  . 
 

3.  2 ln ,    ,   3 2xz u v u v x y
y

    . 

4.  arctg ,     ,      
u
vz u x y v x y     . 

 

5.  2 2 2 2arcsin( ),    cos( ),    ( )z u v u x y v x y      . 
 

6.  ayxy  ln .    7. 0 yx eye .     8. yx xy  . 
 

9.  823  yxe yx .     10.  tgy xy .   
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5.2.12. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к 
поверхности  z = f(x, y),  f(x, y, z) = 0  в точке М0 : 

 

1.  2 2
0,   (3,4, 7)z x y xy M    .       2. 0

πarctg ,     (1,1, )
4

yz M
x

 . 
 

3.  2
08 5,   (2, 3,1)z x xy x M     .     4. 2 4

0,    (2, 3,1)x yz e M   . 
 

5.  3 3 3
06 0,    (1,2, 1)x y z xyz M      .      

 

6.  2 2 5
0( ) 5,    (1,1,2)z x xyz y M   . 

 

7.  2 2 2
02 ,    ( cosα, sinα, )x y z Rz M R R R   . 

 

8.  2 2 2
0,     ( 4,3,5)z x y M   . 

 
5.2.13. Найти экстремумы и наибольшее и наименьшее значение 

функций: 
 
1.  22)(4 yxyxz  .             2. )( 22 yxez x  . 
 

3.  10232 22  yxxyz .        4. yxyxyxz  222 . 
 

5.  )32( 2222
yxez yx    в круге 422  yx . 

 

6.  )sin(sinsin yxyxz   в прямоугольнике π0
2

x  , 

π0
2

y  . 

 
7.  )( yxaxyz   в треугольнике 0,  x  0,y   x y a  . 
 

8.  xyyxz 333   в прямоугольнике 0 2x  , 1 2y   . 
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6.  НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ 
 

6.1. Решение типовых задач 
 

Интегрирование путем введения новой переменной 
 
Пример 1. Найти интеграл   dxxx 2  по формуле  
 

 dtttfdxxf   )()()( , 
 

где )(tx   – дифференцируемая функция переменной t. 

Решение. Пусть .2 tx   Возводя в квадрат это равенство, 
найдем х: 

 

,22  tx  откуда .2tdtdx   
 
Подставляя полученное равенство в исходное подынтегральное 

выражение, находим: 
 

   2 4 2 4 22 2 2 2 4 2 4x x dx t t tdt t t dt t dt t dt             
 

   
5 3 5 3

2 2
2 42 4 2 2 .

5 3 5 3
t t c x x c       

 
 

Пример 2. Найти интеграл  
.

sin41
cos dx

x
x

 

Решение. Пусть ,sin41 tx   откуда  
 

2 11 4sin ,    4cos 2 ,    cos .
2

x t xdx tdt xdx tdt   
 

 
cos 1 2 1 1 1 4sin

2 21 4sin
x tdtdx dt c x c

tx
     

  
. 
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Интегрирование по частям 
 
Если )(1 xu  , )(2 x  – дифференцируемые функции от х, 

то из формулы для дифференциала произведения двух функций 
  vduudvuvd   получается формула интегрирования по частям 

  .vduuvudv  Эта формула применяется в случае, когда по-
дынтегральная функция представляет собой произведение алгеб-
раической и трансцендентной функции. В качестве u обычно выби-
рают функцию, которая упрощается дифференцированием, в каче-
стве dv – оставшуюся часть подынтегрального выражения, содер-
жащую dx, из которой можно определить v путем интегрирования. 

 

Пример 3. Найти xdxx ln  методом интегрирования по частям. 
Решение. Полагая , ,ln dvxdxux   получаем: 
 

1 ,dx du
x


   

2

2
x v

. 
 
По формуле интегрирования по частям находим: 
 

.
4
1ln

2
1

2
ln

2
ln 2

222
cxxxdx

x
xxxxdxx    

 

Пример 4. Найти xdxx cos2  по формуле   .vduuvudv  

Решение. Полагая  xdxdxdvxu sincos  ,2  , получаем:  
 

xdxdu 2 ,   xsin . 
 
Следовательно, 
 

   .sin2sin2sinsincos 222 xdxxxxxdxxxxxdxx   (6.1) 
 
Полученный интеграл снова находится интегрированием по час-

тям. Пусть  xdxdxdvux cossin  ,  . Определяем: 
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   
.cossinsincos

  coscossin
cos ,

11 cxxxcxxx
dxxxxxdxx

xvdudx







  

 
Подставляя это выражение для интеграла в формулу (6.1), находим: 
 

  .2  aaa   ,sincos2sincos 1
22 c-ccxxxxxxdxx   

 
Разложение дробной рациональной функции  

на простейшие дроби 
 

Пример 5. Вычислить 


 .
55

5
23 dx

xxx
x

 

Решение. Интегрирование любой рациональной дроби тесно 
связано с представлением ее знаменателя в виде произведения ли-
нейных и квадратных множителей (некоторые из них могут отсут-
ствовать). Такое представление обычно получают, выполняя груп-
пировку слагаемых или находя корни знаменателя. Подынтеграль-
ная рациональная дробь является правильной. Ее знаменатель пре-
образуем следующим образом: 

 

       3 2 3 2 25 5 5 5 5 5x x x x x x x x x           

      25 1 5 1 1 .x x x x x      
 

 
Рациональная дробь представляется в виде суммы простейших 

дробей: 
 

    115115
5













x
D

x
B

x
A

xxx
x

. 

 
Умножая обе части этого равенства на знаменатель, имеем: 
 

        
     .55645

   1515115
2

eee

DBAxDBxDBAx

xxDxxBxxAx




(6.2) 
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Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях х в 
многочленах, стоящих в левой и правой частях последнего равенст-
ва, дает неоднородную систему линейных уравнений с тремя неиз-
вестными: 

 
2

0

0;
4 6 1;

5 5 5.

x A B D
x B D
x A B D

   
   
      

 
Решая ее одним из методов линейной алгебры (например, по 

формулам Крамера), найдем: 
 

5 12,    3 4,    1 3.A B D     
 
Таким образом,  
 

    1
31

1
43

5
125

115
5














xxxxxx

x
. 

 
Интегрируя это равенство, находим:  
 

.1ln
3
11ln

4
35ln

12
5

55
5

23 cxxxdx
xxx

x





  

 
Примечание:  В случае, когда знаменатель рациональной дроби 

имеет только действительные различные корни, неизвестные посто-
янные находятся быстрее с помощью способа частных значений, 
причем выбирать их следует равными корням знаменателя (тогда 
все слагаемые, кроме одного, обращаются в нуль). 

Подставляя поочередно значения х = 5, х = 1 и х = –1 в равенство 
(6.2), получим: 

 

  
  
   .3111514

;4311516
;125151510

1
1
5









DD
BB
AA

x
x
x
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Пример 6. dx
xxx
xxx





55

52
23

54
. 

Решение. Под знаком интеграла находится неправильная рацио-
нальная дробь, которую необходимо представить в виде суммы 
многочлена и правильной рациональной дроби, разделив числитель 
на знаменатель по правилу деления многочлена на многочлен. 

 

 

3 2
5 4

2

5 4 3 2

3 2

3 2

5 5
5 2                     

1

5 5
                 5 2
                 5 5
                                      5 остаток

x x x
x x x

x

x x x x
x x x

x x x
x

  
  

 

   

  

   

  
 

4 5
2

3 2 3 2

2 5 51
5 5 5 5

x x x xx
x x x x x x

  
   

       
 

Здесь  12  x  – целая часть (многочлен);  

55
5

23 


xxx
x

 – правильная рациональная дробь, интеграл от 

которой найден уже в предыдущем пункте. 
Запишем окончательный результат:  
 

.1ln
3
11ln

4
35ln

12
5

355
52 3

23

54





 xxxxxcdx
xxx

xxx  

 

Пример 7. Вычислить dx
xx

xx





22

23

)1(
2  от рациональной дроби.  

Решение. Разложим подынтегральную функцию на элементар-
ные дроби. Так как знаменатель имеет корни х1 = 1 и х2 = –1 кратно-
сти 2 и простой корень x3 = 0, то разложение примет вид 

 

2
21

2
21

22

23

)1(1)1(1)1(
2
















x
C

x
C

x
B

x
B

x
A

xx
xx , 
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откуда  

   
    .222

2

;)1()1)(1(

)1()1)(1()1()1(2

12121212
2

2121
3

11
423

2
2

2
1

2
2

2
1

2223

ACCBBxCCBABx

CCBBxCBAxxx

xxCxxxC

xxBxxxBxxAxx









  

 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим 
пять уравнений для определения пяти неизвестных: 

 






















.2
;0

;1222
;1

;0

1212

1212

221

11

A
CCBB

CCBAB
CCBB

CBA

 

 

Решая полученную систему, находим:  
 

1 2 1 2
3 5 12,    ,    1,    ,    .
4 4 2

A B B C C       
 

 

Следовательно, подынтегральная функция разлагается на эле-
ментарные дроби следующим образом: 

 

         
.

12
1

14
5

1
1

14
32

1

2
2222

3
















xxxxxxx

xx  

 

Интегрируя, получаем: 
 

 
   

 
 3

2 22

1 1 12 3 52
4 1 4 111

d x d x d xx x dxdx
x x xxx x

   
    

 
    

 
 

   2

11 3 1 5 12ln ln 1 ln 1
2 4 1 4 2 11

d x
x x x c

x xx


         
 

 

 
2

2 3 54

3 ln .
2 1 1 1

x x c
x x x


  

  
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Интегралы от функций, 
содержащих квадратный трехчлен 

 

Пример 8. Вычислить интеграл 
 1072 xx

dx . 

Решение. 
2 2

2

7 49 497 10 2 10
7 10 2 4 4
dx x x x x

x x
             

 
2

2 2
2

7
7 9

2
2 4 7 9 3

2 4 2

t xdx dtx
dx dtx t

         
          

   

 

 
3 7 3

1 1 1 52 2 2ln ln ln3 7 32 3 2 3 3 2
2 2 2

t x xc с с
xt x

   
     

   
 

 

Пример 9. Вычислить интеграл dx
xx

x





522
43

2 . 

Решение. 




















 
















 







4
9

2
12

2
5

4
1

4
1

2
22522

522
43

2

22

2

x

xxxx

dx
xx

x

 

 

 
2

2

1 ,
2
1 , 112 33 4 2,

91 9 23 4 3 1 2 42 42 4
3 3 2 4 3 11 2

t x

x t
tx dx

dx dt dt
tx tx

t t

 

 


    
                         

 
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2

2
2 22

1 9
3 11 3 11 12 4 arctg9 92 4 2 4 3 2 3 23

4 42

d t
tdt dt t

t tt

  
      

    
 

  

 
 

2 23 9 11 2 3 5 11 2 1ln arctg ln arctg
4 4 6 3 4 2 6 3

t xt c x x               
    c . 

 
Интегрирование выражений, 

содержащих тригонометрические функции 
 

Пример 10. xdx4sin . 
Решение. 

 

 
2

24 2 1 cos 2sin sin
2

xxdx x dx dx    
   

 

 21 1 2cos 2 cos 2
4

x x dx     

   1 1 1 1cos 2 2 1 cos4
4 4 4 2

dx xd x x dx        

   1 1 1 1cos 2 2 cos 4 4
4 4 8 8 4

dx xd x dx xd x    
     

1 1 1 1 3 1 1sin 2 sin 4 sin 2 sin 4
4 4 8 32 8 4 32

x x x x c x x x c        

 

Пример 11. Найти интеграл   xx
dx

cossin3
. 

Решение. Применим универсальную подстановку txtg 
2

, так 

как подынтегральная функция является рациональной функцией от 
xx cos e  sin : 

 
2 2

2 2 2

2 1 2sin ,   cos ,   ,
1 1 1

t t dtx x dx
t t t


  

    
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Тогда 
 

 
2

2 2

2 2

1 1 1 ,
2 13 sin cos 2 23

1 1

t
t tx x t t
t t


 

    
   

 

2 .
3 sin cos 2

dx dt
x x t t


     

 
Интегрируем: 
 

  






 2

4
1

4
1

2
122cossin3 2

2
tt

dt
tt

dt
xx

dt

 
 

2 22

1 1
12 2arctg
7 71 7 1 7

2 22 4 2 2

d t tdt c
t t

   
     

                

 

 

2tg 12 2 1 2 2arctg arctg .
7 7 7 7

x
t c c


   

 
 

Интегрирование иррациональных выражений 
 

Пример 12. Найти интеграл 
 )( 3

3

xxx
dxx . 

Решение. Подынтегральная функция является рациональной от-
носительно 3,, xxx , т.е. ),,( 3 xxxR . Наименьшее общее 
кратное знаменателей степеней х равно 6, поэтому применим под-
становку 6tx  : 
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   
6 5 2 53

6 3 26 2 3 6 3 233

, 6 6
,

x t dx t dtxdx t t dt
t t tx t t x t tx x x

  
  

    
 

 

   6 6 6 ln ln 1 6ln
1 1 1

dt dt dt tt t c c
t t t t t

                
 

 
6

6
6

6ln .
1

xt x c
x

        
 

Пример 13. Вычислить 
 222 axx

dx
. 

Решение. 
 

 

2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

tg , ,
cos
tg

tg 1 1 cos cos

ax a t dx dt
t

dx x a a t a
x x a

a t a t a t

  

     


  



 

 2

22 2 2 2 2
2 2

2

sin1 1 cos 1cos
sin sin sincoscos cos

a dt d tdt tt dta ta a t a ta tg t tt t

       
 

 

   2
2 2 2 2 2 2

1 cos 1 1 1
sin sin cos tg cos1 1sin sin

sin

t
t t t t t

t d t c
a a t a a x a x

x a x



    

    
 

  


 
 

2 2

2 .x ac
a x


 
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6.2. Задания для практических занятий 
 

6.2.1. Простейшие приемы интегрирования 
 
Найти интегралы: 
 

1. 
 625 2x

dx
.  2. 

 625 2x

dx
. 3. 

 625 2x
dx

. 

 

4. 
 2367 x

dx
. 5. 

 238 x

dx
.  6.  dxx 14cos . 

 

7. dxxx 2

2
cos

2
sin 






  .  8. dx

x

x



3 2

3
.  9. dx

x
xexx x




3

23
. 

 

10. dxx

xx




2
3223

.     11. dx
e
e

x

x




1
12

.     12. dx
x

x 21
 






 

. 

 
6.2.2. Замена переменной в неопределенном интеграле 

 
Найти интегралы. 
 

1.    dxx 1273 .     2.   dxxx
122 73  .     3.     32x

dx
. 

 

4. 
 32 2x

xdx
.            5. 

 46

2

x
dxx

.                  6. 
 49 x

xdx
. 

 

7. 
 72x

xdx
.             8. 

12x

x

e
dxe

.                  9. dx
x

x


sin
. 

 

10.   x
x

5cos16
5sin

.     11. dx
x
x


ln

.          12. 
 )ln4( 2 xx
dx

. 

 

13.  2

1

x
dxe x .                 14. 

3 2x
xdx

.         15.  dxxx  32 14cos . 
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6.2.3. Интегрирование по частям 
 
Найти интегралы: 
 

1.   xdxx 2cos .    2.    xdxxx ln12  .    3.   xdxx 4sin12  . 
 

4.  xdxx 2cos3 .    5.  dxxe x2 .                     6.  xdx3arcsin . 
 

7. xdx2arctg .       8.    xdx› ln3 .               9.   dxxlncos . 
 

10.   dxxe x 34 .    11.  dx
x

x
4

ln
.                   12.  x

xdx
2sin 2 . 

 
6.2.4. Разложение дробной рациональной функции  

на простейшие дроби 
 

Интегрирование рациональных дробей 
 
Не вычисляя коэффициентов, разложить дробь на простейшие: 
 

1. 
 22 1

1

x
.     2. 

   423

2

319

32

xxx

x




.     3. 

  2211

2

xx

x


. 

 

4. 
   11

1
22  xx

.     5. 24
53
xx

x



. 

 
6.2.5. Интегрирование функций,  

содержащих квадратный трехчлен 
 

Найти интегралы: 
 

1. 


 dx
››

›
174

13
2 .     2. 

 1523 2 xx
dx

.     3. 


 dx
xx

x
244

52
2 . 

 

4. 


dx
xx 65

5
2 .     5. 


 dx
xx

x
435

12
2 .     6. dx

xx
x


 132 2 . 
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7. 

 dx

xx
›x

23
187

2

3
.     8.  


 dx

›x
x

1
1

22

3
.     9. 


 dx
xx

x
23

3 1
. 

 

10. 

 dx

x
x

27
310

3 . 

 
6.2.6. Интегрирование выражений, 

содержащих тригонометрические функции 
 
Найти интегралы: 
 

1. dx
x
x


3sin
3ctg

2

6
.            2. dx

x
x


2cos

2tg
2

7
.     3.   xdxx 3sin3cos4 . 

4. 


dx
x

x
2cos4

2sin
2 .   5. 

 xx

dx
24 3 costg

.   6. 


dx
x

x

2
3cos5

2
3sin

2
. 

 

7.   xdxx 2cos2sin 43 .       8.   xdxx 3cos3sin 57 . 
 

9.   xdxx 2cos2sin 310 .     10.   xdxx 37 2 sincos . 
 

11.  dx
x
x

4

3

cos
sin

.    12.  dx
x
x

3sin
3cos3

.    13.  xdx4tg5 . 

 

14.  xdx2ctg4 .     15.  xdx3tg6 .     16.   xdxxx 3sin2sinsin . 
 

17.   xdxxx 4sin2cos3sin .           18.   xdxxx 5cos2coscos . 
 

19.   xdxxx sin
2

sin
3

sin .     20.  x
dx

3cos4 .     21.  x
dx

2sin 4 . 
 

22.  dx
x
x

3cos
3sin

2

4
.          23. 

 xx
dx

24 cossin
.     24. 

8
sin 6 x

dx
. 
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25. 
 xx

dx
2cos2sin3 .           26. 

 xxxx
dx

22 cos3cossin2sin
. 

 

27.   xx
dx

cos3sin5
.       28.   xx

xdx
sincos3

sin
. 

 

29. 
 5cossin3 22 xx

dx
.   30. 

 xx
dx

22 cossin2
. 

 

31.   xx
dx

cos7sin48
.    32.   xdxx 26 cossin . 

 

33.   dxxx
4

cos
4

sin 22 .       34.  dxx
7

sin 4 . 
 

35.  xdx4sin 2                      36.  xdx3cos4 . 
 

6.2.7. Интегрирование иррациональных выражений 
 
Найти интеграл: 
 

1. 
 222 xx

dx
.     2. 

 34 2xx

dx
.     3. 



 dx
xx

x

139

2
2

. 

 

4. 


dx
xx

x
3 .        5. 


dx

xx

x
3 2

.          6. 


 dx
xx

xx
6 74 5

3
. 

 

7. 
 3 11 xx

dx
.              8.   xx

dx
884 . 

 

9.   4 45245 xx
dx .  10. dx

x
x


3 41 .  11. dxxx  33 1 . 

 

12. dx›x  23 )1( .        13. 
 2

3

21 x

dxx .   14.   dxxx 41 . 

15. 
 2/322 )1( xx
dx

.         16. dxxx  2/123 )1( . 
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7.  ОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ 
 

7.1. Решения типовых задач 
 

Формула Ньютона–Лейбница. Замена переменной  
в определенном интеграле. Интегрирование по частям 

 
Пример 1. Вычислить определённый интеграл по формуле Нью-

тона–Лейбница 


0
sin xdx . 

Решение. Формула Ньютона–Лейбница 
b

a

b

a
xFdxxf )()(  

)()( aFbF  , где )(xF  – первообразная для )(xf . Тогда  
 

π π

0
0

sin ( cos ) (cos π cos0) ( 1 1) 2x dx x         
. 

 
Пример 2. Используя замену переменной в определённом инте-

грале, вычислить dxxx 
2

0

22 4 . 

Решение. Пусть tx sin2 . Тогда dttdx cos2 . Если 0x , то 

0t ; если 2x , то 
2


t . Поэтому 

 
π2 2

2 2 2 2

0 0

4 4sin 4 4sin 2cosx x dx t t tdt    
 

 

 
π π π

2 2 2
2 2 2

0 0 0

1 116 sin cos 16 sin 2 4 1-cos4t
4 2

t tdt t dt     
 

 

π π
2 2

0 0

1 π2 sin 4 2 0 π
4 2

t t          
    . 
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Пример 3. Вычислить определённый интеграл по формуле ин-

тегрирования по частям для определённого интеграла 
a

xdxx
1

ln . 

Решение.  

 
b

a

b

a

b

a
duvuvdvu , – формула интегрирования по частям. 

Пусть  
 























2

1ln

2xvdxxdv

dx
x

duxu
. 

 

Тогда  
 

2 2 2 2

1 1
1 1

1 1ln ln 0
2 2 2 2 2

e ee ex x e xx x dx x dx
x

        

 
2 2 2 2

21 1 11
2 4 2 4 4 4 4
e e e ee       

 
 

Вычисление площадей плоских фигур 
 
Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

xyxxy  ,22 . 
Решение. Фигура имеет вид Ф (рис. 1).  
Площадь фигуры, ограниченной кривыми  xfy 1 и  xfy 2 , 

прямыми bxax  , можно найти по формуле 
 

 
b

a
dxxfxfS )()(( 12 . 

 

В нашем примере xxxf 2)( 2
1  , xxf )(2 , 0a , 3b . На-

ходим площадь S фигуры Ф: 
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3 33 3 2 3
2 2

0 0 0 0

( 2 ) (3 ) 3
2 3
x xS x x x dx x x dx        

3 1 27 99 27 9 .
2 3 2 2

      
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1 
 
Пример 5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом 

cos , sin .x a t y b t   
Решение. Фигура имеет вид (рис. 2). Если криволинейная трапеция 

ограничена кривой, заданной параметрически, )(txx  , )(tyy  , 
  ,t , прямыми byax  ,  и осью 0х, то площадь её находит-

ся по формуле  
 

β

α

( ) ( )S y t x t dt 
, 

 
f1(x)  

у 
3 
 

a 

Ф 

b 
0 2 3 x 

-1 
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где  и  определяются из равенств ax )( , bx )(  Найдём 
сначала 1/4 площади S. Здесь х изменяется от 0 до а. Следовательно, 
t изменяется от 2  до 0. Находим: 
 

 
0 0 π / 2

2

π / 2 π / 2 0

1 sin ( sin ) sin 1 cos 2
4 2

abS b t a t dt ab tdt tdt        
 

 
π / 2 π / 2

0 0

1 πsin 2
2 2 4
ab abt t    

   
 

Таким образом, 
44

1 abS 
 . Значит abS  . 

 
 
 
 
 
                                              
                                              
                                                 
                                              
 
 
 
 
 
 

Рис. 2 
 
Пример 6. Найти площадь фигуры, ограниченной «трёхлепест-

ковой розой»,  3cosar . 
Решение. Фигура имеет вид (рис. 3). 
 
 
 

y 

b 

1/4S 

0 a 
x 
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P 

π
6

 

  a 

 
 

Рис. 3 
 
Площадь криволинейного сектора, ограниченного кривой )( rr  

и двумя полярными радиусами  = ,  , выражается интегра-

лом 



 drS )(

2
1 2 . Найдем сначала площадь половины одного 

лепестка «розы», т.е. 1/6 часть всей площади фигуры: 
 

   
π π
6 6

2 2

0 0

1 1 1 1cos3 1 cos 6
6 2 2 2

S a d a d       
 

2 2 2π π
6 6

0 0

1 π πsin 6 0  
4 6 4 6 24
a a a          

   
 

 
21 πт.е.  .

6 24
aS 

 
 

Следовательно, 
4

2aS 
 . 

 
Вычисление длин дуг кривых, объемов тел 

 
Пример 7. Найти длину окружности радиуса R (рис. 4). 
Решение. Если кривая  xfy   задана на отрезке  ba, , то 

длина соответствующей дуги этой кривой находится по формуле  
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  
b

a
dxyl .1 2  

 
Найдем 1/4 часть длины окружности радиуса R от точки (0, R) до 

точки (R, 0). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4 
 

Уравнение окружности 222 Ryx  . Выразим 22 xRy  . 

Найдем 
22 xR

xy



 . Тогда  

 
2

2 2 2 2
00 0

1 π1 arcsin
4 2

R R Rx R xl dx dx R R
R x RR x

    
 

 
. 

 
Значит, Rl  2 . 

Пример 8. Вычислить длину дуги кривой ttx  3
3
1

, 22  ty  

от 0t  до 3t . 
Решение. При параметрическом задании кривой  ,txx   

 tyy    t  меняется от  t1  до  t2,  длина дуги кривой вычисляется 
по формуле  

 

y 

0 R x 
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   
2

1

2 2 .
t

t t
t

l x y dt  
 

 

Найдем 12  txt , tyt 2 . Тогда  
 

   
3 3 3

2 22 4 2 2 4 2

0 0 0

1 2 2 1 4 2 1l t t dt t t t dt t t dt            

   
3 3 3 3322 2

0 00 0

1 1 9 3 12.
3
tt dt t dt t         

 
 

Пример 9. Найти длину дуги кривой 2r  от 0  до  . 
Решение. Если кривая l в полярных координатах задана уравне-

нием )( rr ,   то длина дуги 



 drrl )(2 . 

Тогда 
 

     
π π π 1

24 2 2 22

0 0 0

12 4 4 4
2

l d d d                
 

   
3

2 π2 3
2 2

0

41 1 π 4 8 .
2 3 2 3

  
    

 



 
 

Пример 10. Найти объем тела, образованного вращением фигу-

ры, ограниченной линиями 22,0,
2
1 2  yxxy , вокруг оси 

ОY (рис. 5). 
Решение. Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой 

)(yx   и прямыми ,,,0 byayx   вращается вокруг оси 
ОY, то объем тела вращения вычисляется по формуле  
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  22π π .
b b

y
a a

V x dy y dy   
 

Тогда  
2 2 2 2

2

0 0

π 2 π π8yV ydy y  
. 

 

                      
 

Рис. 5 
 

Вычисление площади поверхности.  
Решение физических задач 

 
Пример 11. Найти площадь поверхности шара радиуса R. 
Решение. Если дуга кривой    bxaxfy      вращается во-

круг оси ОХ, то площадь поверхности вращения вычисляется по 
формуле  

 

22π 1
b

a

S y y dx 
. 

 
Можно считать, что поверхность шара образована вращением 

полуокружности RxRxRy   ,22 , вокруг оси ОХ. 

y 

 

x 

  2 2  

y = x2/2 
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Находим S: 
 

2

2 2

2 2
2π 1

R

R

xS R x dx
R x

 
    

 


 
 

2 2 2
2 2 2

2 22π 2π 2π 4π .
R R

R
R

R R

R x xR x dx Rdx R R
R x 

 

 
    

 
 

 

Пример 12. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием вокруг оси ОХ дуги кривой ttx sin , ty cos1 , 

 20 t . 
Решение. Если кривая задана параметрическими уравнениями 

)(txx  , )(tyy  , )( 21 ttt  , то площадь поверхности вращения 
дуги вокруг оси ОХ вычисляется по формуле  

 

   
2

1

2 22π .
t

t t
t

S y x y dt   
 

Тогда  
 

   
2π

2 2

0

2π 1 cos 1 cos sinS t t tdt    
 

 

 
2π

2 2

0

2π 1 cos 1 2cos cos sint t t tdt      
 

 

   
2π 2π 3

2 2

0 0

2π 1 cos 2 1 cos 2 2π 2sin
2
tt t dt dt       

  
 

 

2π 2π
3 2

0 0

8π sin 8π 2 1 cos cos
2 2 2
t t tdt d       

  
 

 

3
2π 2π

0 0

cos 1 1 64216π cos 16π 1 1 π
2 3 3 3 3

t
t

 
               

  
   
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Пример 13. Найти работу, затраченную на выкачивание воды из 
корыта, имеющего форму полуцилиндра, длина которого а, радиус r 
(рис. 6, 7).  

Решение. Объем элементарного слоя воды, находящегося на 

глубине х и имеющего длину а, ширину 2222 xrm   и толщи-
ну dx, равен: 

 

2 22 2dV a mdx a r x dx   . 
 

                                                                      
                                                                                                                            
                                                                                                
                                                                                             
 
 
 

Рис. 6 

 
Рис. 7 

 

Элементарная работа, совершаемая для поднятия этого слоя во-

ды на высоту х, равна dxxrgaxdA 222  , где  – плотность 
воды. Следовательно, 

 

2 2 2 2 1/ 2 2 2

0 0

2 ρ2 ρ ( ) ( )
2

r ra gA a g x r x dx r x d r x       
 

 

2 2 3/ 2
3 3

0

( ) 2 2ρ ρ (0 ) ρ .
3/ 2 3 3

rr xa g a g r a gr
    

 

r m 

dx 

y 

x 

x 

y 
a 

x 
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Несобственные интегралы 
 
Пример 14. Вычислить несобственные интегралы или устано-

вить их расходимость: 
 

1. 


1
2x

dx .          2. 


0
cos dxx .          3. 



1 x
dx

  

 
Решение.  
 

1. 1)10(1limlim
11

2

1
2 










b

b

b

b x
dxx

x
dx

, интеграл 

сходится. 
 

2. axxdxxdx
aaaaa

sinlim0sinlimcoslimcos
000


  , 

интеграл расходится, так как при a  предел a
a

sinlim


 не 

существует. 
 

3. 




 bx
x

dx
x

dx
b

b

b

b

b
lnlimlnlimlim

111
 интеграл расхо-

дится. 
 

Пример 15. Исследовать сходимость интеграла dx
x
x







1
2

2

1
2 . 

Решение. Если существует предел k
x
xf

x


 )(
)(lim ,  k0  

0)(( xf  и )0)(  x , то интегралы  


a
dxxf  и   dxx

a


  одно-

временно сходятся. 
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Интеграл dx
x
x







1
2

2

1
2ln  сходится, так как 



1
2x

dx  сходится и  

 
2

2

2

2ln
1

lim 1x

x
x

x






2 2

2 2

1 1ln 1
1 1lim lim 11 1x x

x x

x x
  

     

. 
 

Пример 16. Вычислить 
1

0
2 .

x
dx  

Решение. При 0x  функция 2
1
x

y   терпит бесконечный разрыв; 

 



















1lim11limlim
0

1

00

1

0

2
0

1

0
2 x

dxx
x
dx . Интеграл 

расходится. 
 

Пример 17. Сходится ли интеграл 
1

0 sin x
dx ? 

Решение. Функция  
x

xf
sin

1
  имеет на  1,0  единственный 

разрыв в точке 0x . Рассмотрим функцию 
x

x 1)(  . Интеграл 




 lnlim0lnlimlim
0

1

00

1

00

1

0
x

x
dx

x
dx  расходится. 

И так как 1
sin

lim
)(
)(lim

00


  x
x

x
xf

xx
, то интеграл 

1

0 sin x
dx

 так же 

расходится. 
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7.2. Задания для практических занятий 
 

7.2.1. Формула Ньютона–Лейбница. Замена переменной 
в определенном интеграле. Интегрирование по частям 

 
Вычислить интеграл: 
 

1.  
22

2

2 )2(xxdx .  2.  
22

2
)sin1( xdx .  3. 

23

21
arcsin xdx . 

 

4. 


0

2 2sin xdxx .              5. 
3

1

2)ln( dxx .        6.  
2

0
dxex x . 

 

7.  
2

0

24 dxx .             8. 



1

1
2 dxx x .           9. 




1

1
45/ xdxx . 

 

10. 




3

6

2cos xxdx .    11. 
e

dxx
1

)(lnsin .    10.  
3

1

2 )9( xxdx . 

 
7.2.2. Вычисление площадей плоских фигур 

 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 

1. 3,1,2 22  xxyxy . 2. 23,0,2,cos  xxxyxy . 
 

3. 3,0,0,1,1 2  xxyxyxy . 4. 12,42  xyxy . 
 

5. 3,6,2sin r .  6.  cosr .  7.  cos2r .  
 

8.  4sinr .            9.  )90(
3

3
2

2











t

tty

tx
. 

 

10. 










.3

,cos5
3

2

tty

tx
      11. )20(

2sin
sin









t
tby

tax
.  
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7.2.3. Вычисление длин дуг кривых, объемов тел 
 
Вычислить длину дуги кривой: 
 

1. )10()32( 23  xxy .     2. )30()ln(cos  yyy . 
 

3. )83(ln  xxy .   4. 3sin3y .   5. 4sin 4 r . 
 

6. )cos1(4 r .  7. 2cos3r .  8. )20(38
2

3










 t
tx

tx . 

9. )20(
cos

sin











t

tey

tex
t

t
. 

 

10. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
ОХ плоской фигуры, ограниченной линиями: ,/1 xy  ,0y  ,1x  

2x . 
11. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 

ОY фигуры, ограниченной линиями: .0,1,3  xyxy  
12. Вычислить объем тела, полученного вращением астроиды 
 

)20(
sin

cos
3

3











t

ty

tx
  вокруг оси OY. 

 
13. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 

ОХ первой арки циклоиды 
 

)20(
)cos1(
)sin(









t
ty
ttx

. 

 

14. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
OY фигуры, ограниченной линией 

 








.sin3
,cos2

ty
tx
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15. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
OY фигуры, ограниченной линиями: .2,422  yyx  

 
7.2.4. Вычисление площади поверхности.  

Решение физических задач 
 
1. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

кривой )01(   xey x  вокруг оси ОХ. 
2. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

вокруг оси OY петли кривой )30()3(9 22  yyyx . 
3. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

вокруг оси ОХ кривой )10(33  xxy . 
4. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

эллипса 







ty
tx

sin2
,cos

  вокруг оси ОY. 

5. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

кривой 







tby
tx
sin
,cos

  вокруг оси ОX. 

6. Плоский прямоугольный затвор шлюза, расположенный вер-
тикально, имеет ширину 10 м, а высоту 12 м. Найти силу давления 
на затвор, если вода доходит до его верхнего края. 

7. Вычислить работу, совершаемую при выкачивании жидкости с 
удельным весом  γ  из вертикальной цилиндрической бочки с ра-
диусом основания  r  и высотой  h. 

8. Вычислить работу, совершаемую при выкачивании жидкости с 
удельным весом  γ  из конического сосуда, обращенного вершиной 
вниз. Радиус основания конуса  r  , а высота  h. 

9. Вычислить силу давления воды на вертикальную напорную 
грань плотины, если известно, что напорный фронт имеет форму 
равнобочной трапеции с нижним основанием 50 м и верхним осно-
ванием 80 м при высоте плотины 20 м. 

10. Вычислить силу давления, испытываемого полукругом ра-
диуса  r,  погруженным в воду так, что его диаметр совпадает с по-
верхностью воды. 
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11. Какую работу нужно произвести, чтобы насыпать кучу песка 
конической формы, радиус основания которой  r, а высота  h? Песок 
поднимают с поверхности земли, удельный вес песка  γ. 

12. Найти величину  давления  на  поверхность  шара,  имеющего 
диаметр 6 м, если шар погружен в воду так, что центр его находится 
на глубине 10 м  от  свободной поверхности воды. 

 
7.2.5. Несобственные интегралы 

 
Вычислить несобственные интегралы или установить их сходи-

мость или расходимость: 
 

1. 



 )1563(/ 2 xxdx . 2. 




0
dxe x . 3. 




0
)5()39(/ xxxdx . 

 

4. 


2
)/ln( dxxx .     5. 



1

2 )/arctg( dxxx . 

 

6. 



1

243 )143(/)3(( dxxxx .   7. 



1

2 ))52(/( dxxxx . 

 

8. 




0

3 2
dxex x .   9. 




2

32 )52(/ xxxdx .   10. 
2

1
)ln(/ xxdx .  

 

11. 


0

1

3/1 )/( dxxe x .     12.  
1

0
)tg(/ xxdx .     13.  

2

1
1/ xdxx . 

 

14.  
4

2

32 )9(/ xdx .  15.  
4

2

2 4/ xdx .  16. 
1

0
)/( dxex x . 

 

17. 



2

0

4 )/)cos1(( dxxx .     18. 
 3

0

2 3sin/ xdx . 
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8.  ДВОЙНЫЕ,  ТРОЙНЫЕ,  КРИВОЛИНЕЙНЫЕ   
И  ПОВЕРХНОСТНЫЕ  ИНТЕГРАЛЫ 

 
8.1. Решения типовых задач 

 
Двойной интеграл 

 

Пример 1. Записать двойной интеграл 
D

dydxyxf ,),(  где об-

ласть D ограничена линиями 02  ,0 ,2  yxyxy , в виде 
повторных интегралов, взятых в различных порядках. 

Решение. Двойной интеграл 
D

dydxyxf ),(  может быть записан 

через повторные интегралы двумя способами: 
 

2

1

( )

( )

( , ) ( , )
xb

D a x

f x y dxdy dx f x y dy  


  
 

2

1

ψ ( )

ψ ( )

( , ) ( , )
yd

D c y

f x y dxdy dy f x y dx  
 

 
Построим область D (рис. 1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1 

y 

2 

1 

0 

2y x  

D D2 

1 2 

x+y-2=0 
x 
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Чтобы записать наш интеграл первым способом, область D сле-
дует разбить на две области: D1 и D2 . Для области D1: а = 0, b = 1, 

,0)(1  x  2
2 )( xx  . Для области D2: ,1a  ,2b  ,0)(1  x  

xx  2)(2 . Тогда  
 

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy    
21 2 2

0 0 1 0

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy


    
 

 

Запишем наш интеграл вторым способом. Для области D: ,0c  

,1d  ,)(1 yy   yy  2)(2 . 
Тогда  

21

0

( , ) ( , )
y

D y

f x y dxdy dy f x y dx


  
 

 

Пример 2. Вычислить  
D

dydxyx ,)2(  если область D: xy  , 

322  x,x,xy . 
Решение. Построим область D (рис. 2). Для вычисления данного 

двойного интеграла воспользуемся формулой  
 

2

1

( )

( )

( , ) ( , ) ,    
xb

D a x

f x y dxdy dx f x y dy  


  
 

где 2a , 3b , ,0)(1  x  xx 2)(2  .  
Тогда  

3 2 3 2
2

2 2

( 2 ) ( 2 ) ( )  
x x

xD x

x y dx dy dx x y dy xy y dx        
 

3 3
2 2 2 2 2

2 2

(2 4 ) 4x x x x dx x dx      
 

33

2

4 4 764 (27 8) 19
3 3 3 3
x

      
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Рис. 2 
 

Пример 3. Вычислить ,9 22 
D

dydxyx  где область D – 

круг 922  yx . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3 
 
Решение. Построим область D (рис. 3). Перейдём к полярным 

координатам, используя формулу  
 

 
DD

drrdrrfdydxyxf )sin,cos(),( : 

4 

3 
2 
1 

1 2 3 
x 

D 

 

y 

y 

x 

r 

3 

3 
D  
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2 2 2 29 9 ( cos ) ( sin )
D D

x y dxdy r r rd dr         
 

 

29
D

r rd dr  
 

 
Вычислим данный интеграл по формуле  
 

2

1

( )β

α ( )

( cos , sin ) ( cos , sin )
r

D r

f r r rd dr d f r r rdr  




     
 

 
В нашем случае 0 ,  2 , ,0)(1 r  3)(2 r . Тогда 
 

2π 3 2π 3
2 2 2 1/ 2 2

0 0 0 0

19 9 (9 ) (9 )
2D

r rd dr d r r dr d r d r             

 

2π 2π3 2π2 3/ 2

0 00 0

1 (9 ) 1 (0 27) 9 18π
2 3/ 2 3

rd d
         

 
 

Тройной интеграл 
 
Пример 4. Вычислить  

V
dzdydxzx ,)(  где V ограничено 

плоскостями 2zy  x1,z  ,0y  ,0 x . 
Решение. Построим область V и ее проекцию на плоскость x0y 

(рис. 4, а, б, где а – плоскость; б – ее проекция. Воспользуемся фор-
мулой  

 
2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )
y x z x yb

V a y x z x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz   
 

 
В нашем случае  
 

yxyxzyxzxxyxyba  2),(,1),(,1)(,0)(,1,0 2121 . 
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Рис. 4 

 
Тогда 
 

1 21

V 0 0 1

( ) ( )
x x y

x z dxdydz dx dy x z dz
  

      
 

 

11 2
2
1

0 0 2

x
x yzdx dy xz


  

   
 

 
 

 

11 2
2

0 0

(2 ) 12
2 2

x x ydx dy x x xy x
   

       
 

 
 

 

11 2
2

0 0

(2 ) 1
2 2

x x ydx x x xy dy
   

      
 

 
 

 

 31 2 1
2

0
0

2 1
2 6 2

xx yydx xy x y x y
  

      
 
 


 

Х 

1 

1 
Y 

Z 

1 

2 
x+y+z=2 

1 

1 

y 

0 x 

x+y=1 



 120 

       31
2 2

0

2 1
( 1 1 1 2

2 6
x xxdx x x x x x x

  
        

 
 

   3 31 3
2

0

2 21 1 2)
6 2 2 2 6 3

x xxx x x dx
  

         
 
 


 
 

 42 3 4 1

0

2 2 1 1 1 1 16 2 1
2 3 8 24 3 2 3 8 24 24 3 4

xx x x x
 

            
 
  . 

 
Пример 5. Переходя к цилиндрическим координатам, вычислить 


V

zdxdydz , где V – область, ограниченная верхней частью конуса 

222 zyx   и плоскостью 1z .  
 

 
 

Рис. 5 
 
Решение. Построим область интегрирования V (рис. 5). Запишем 

данный тройной интеграл в цилиндрических координатах по формуле 
 

   
V

, , cos ; sin ;
V

f x y z dxdydz f r r z rd drdz    
 

X 

Y 

Z 

1 

1 

z=1 

D 
0 
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получим: 
 

V V

zdxdydz zrd drdz  
 

 
Вычислим, используя формулу 
 

 
 

 

 
 

 2 2

1 1

z ,β

α ,

cos , sin , cos , sin ,
r r

V r z r

f r r z rd drdz d rdr f r r z dz   
 

 

     
 

 

В нашем случае ,),(,1)(,0)(,2,0 121 rrzrr   

1),(2  rz , rrzrrrrz  ),(cossin),( 1
222222

1  (из урав-
нения конуса). 

Тогда 
 

2 π 2 π1 1 1 2 1

V 0 0 0 0 2 r
r

zzrd drdz d rdr zdz d rdr         
 

 
2 π 2 π1 2π 12 3 2 4 1

0
0 0 0 0 0

1
2 2 2 2 4 8

r r r r rd rdr d dr d
     

           
     

      
 

 
2 π 2 π 2π

0
0 0

1 1 1 1 π .
4 8 8 8 4

d d      
    

 
 

Пример 6. Вычислить 
V

dxdydzx2  где V – шар, определяемый 

по формуле 2222 rzyx   (рис. 6). 
Решение. Перейдя к сферическим координатам по формуле 
 

 
V

, ,f x y z dxdydz 
 

  2sin θ cos , sin θsin , cosθ sin θ θ
V

f r r r r drd d    
,  
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получим: 
 

2 2 2 2 2

V

sin θ cos θ sin θ θ
V

x dxdydz r r drd d   
 

 

4 3 2sin θcos θ
V

r drd d   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6 
 
Вычислим интеграл по формуле 
 

  2sin θcos , sin θsin , cosθ sin θ θ
V

f r r r r drd d    
 

 

 
 

 21

1 1

, θββ
2

α α , θ

sin θ cos , sin θsin , cosθ  sin θ .
r

r

d d f r r r r dr   




   
 

 
В нашем случае .,0,,0,2,0 2111 Rrr   Тогда  
 

2 π π
4 3 2 4 3 2

V 0 0 0

sin θcos θ θ sin θ cos
R

r drd d d d r dr       
 

 

2 π π 2π π5 5
3 2 2 2

0
0 0 0 0

θsin θcos cos sin θsin θ θ=
5 5

Rr Rd d d d       
 

z 

 

 

x 

R 

r 
y 
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 
2 π π5

2 2

0 0

cos 1 cos θ (cosθ)
5

Rd d     
 

 
2 π 5 3 π

2

0
0

coscos cos
5 3
Rd

 
    

 



  

 
 

2 π 5 3 3
2

0

cos π cos θcos cos π cosθ
5 3 3
Rd

 
      

 
  

 
 

2 π 2 π5 5
2

0 0

4 4 1 cos 2cos
5 3 3 5 2
R Rd d      

  


  
 

 
2 π

5 5

0

2 1 4sin 2 π .
12 2 15

R R    
 
 

 
 

Криволинейные интегралы первого рода 
 
Пример 7. Вычислить 

l
dlxy2 , где l – отрезок прямой между 

точками О (0; 0) и А (4; 3). 
Решение. Если кривая l задана уравнениями ),(xy   
 bax , , то  

 

      2, , 1
b

x
l a

f x y dl f x x y dx   
 

 

Уравнение прямой ОА есть .40  ,
4
3

 xxy  Согласно фор-

муле (3) 
 

2 24 4
2 3

0 0

3 3 451 45.
4 4 64l

xy dl x x dx x dx         
     

 

(3) 
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Пример 8. Вычислить 
l zyx

dl ,222  где l – первый виток вин-

товой линии tbztaytax  ,sin,cos . 
Решение. Если пространственная кривая задана уравнениями 

       ,,,, 21 ttttzztyytxx   то  
 

                 
2

1

2 2 2
, , , ,

t

l t

f x y z dl f x t y t z t x t y t z t dt     
 

Найдем  
 

.cossin 222222222222 tbatbtatazyx   
 

   2 22 2 2 2 2 2sin cost t tx y z a t a t b a b           
 
Тогда 
 

2π 2π2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2
20 0

2
l

dl a b a b dtdt
ax y z a b t b t
b

 
  

   
  

 
 

2π2 2 2 2

2
0

2πarctg arctg .a b b bt a b b
b a a ab a
 

 
 

 
Криволинейные интегралы второго рода 

 
Пример 9. Вычислить  

l
dzzyxdyzxdxy )()( 222 , где  

l – отрезок прямой в пространстве от точки А(1; 0; 2) до В(3; 1; 4). 
Решение. Составим уравнение прямой, проходящей через А и В: 
 

2
2

12
1

24
2

01
0

13
1 














 zyxzyx  
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или в параметрической форме 22,,12  tztytx . При 
перемещении от точки А к точке В параметр t меняется от 0 до 1. 

Если l задано функциями      ,,, tzztyytxx    ,t , 
то  

     , , , , , ,
l

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz  
 

                 
β

α

, , , ,P x t y t z t x t Q x t y t z t y t   
 

        , , .R x t y t z t z t dt
 

 
Тогда находим:  
 

   2 2 2

l

y dx x z dy x y z dz     
 

      
1

2 22

0

2 2 1 2 2 2 1 2 2 2t t t t t t dt          
 

 
1

2 2 2

0

2 4 4 1 2 2 4 2 2 8 16 8t t t t t t t t dt            
 

 
1

2

0

9514 28 13 .
3

t t dt   
 

 

Пример 10. Вычислить  
)3;2(

)1;1(
)3()3( dyxydxyx . 

Решение. Для вычисления интеграла  
);(

);(

11

00

),(),(
yx

yx
dyyxQdxyxP  

не зависящего от контура интегрирования (т.е. условие 
x
Q

y
P








 

выполнено), в качестве пути интегрирования следует выбрать ло-
маную, соединяющую точки (х0, у0) и (х1, у1), и параллельную осям 
ОХ и ОY (рис. 7). Найдем: 
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 3 3,P x y
y y

 
  

   
 

 3 3.Q y x
x x

 
  

   
 

Данный интеграл не зависит от пути интегрирования. Выбираем 
в качестве пути интегрирования у = 1 на первом участке и х = 2 на 
втором участке. 

Тогда  
 

       
 

 2,3 2

1,1 1

3 3 3 1 1 3 0x y dx y x dy x dx x          
 

 

       
3 2 3 22

11 1 1

2 3 0 6 3 6 3
2
xy y dy x dx y dy x

 
            

 
  

 

32

1

1 9 1 16 2 6 3 18 6 20 .
2 2 2 2 2
y y

 
           
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7 
 

Y 

1 

3 

0 1 2 
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Поверхностные интегралы первого рода 
 

Пример 1. Вычислить 


dzyx )23( , где  – часть плоско-

сти 04234  zyx , расположенной в первом октанте (рис. 8, 
где а – плоскость; б – ее проекция). 

 

 

 

 

Рис. 8 
 

Решение. Запишем уравнение плоскости в виде .yxz
2
322   

Воспользуемся формулой  
 

        22

σ

, , σ , , , 1 x y
D

f x y z d f x y z x y z z dxdy    
. 

 

Найдем: 
2
3,2  yx zz . 

Получим:  
 

 
σ

3 93 2 σ 3 2 2 2 1 4
2 4D

x y z d x y x y dxdy              
  

 
 

 

   
 4/ 3 11

0 0

29 294 3 6 4 3 6  
2 2

x

D

x y dxdy dx x y dy


        
 

Y 

X 1 

4/3 

D 

4x+3y-4=0 

0 

X 

Y 

Z 

4/3 

2 

z=2-2x-3/2y 

σ 
0 

1 
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 
4

1 2 13

0
0

29 4 3 6
2 2

xydx y xy
 

    
 


 

 

     
1

2

0

29 16 161 4 1 1
2 3 3

x x x x dx        
 

 
 

   2 3 2 3 1

0

1 129 16 16 4 4
2 3 2 3 3 2 3

x x x x  
          

 
   

 

29 8 4 16 29 2 292 .
2 3 3 9 2 9 9

        
   

 
8.2. Задания для практических занятий 

 
8.2.1. Двойной интеграл 

 
Записать двойной интеграл  

D
yx,f dydx  в виде повторных, 

взятых в различных порядках, если область D ограничена кривыми:  
 

1. .0,3,1,9 2  yxxxy  
 

2. .0,0,2, 23  xyxyxy  
 

3. .0,2, 22  yxyxxy   
 

4. .0,0,102,25 2  xyyxxy  
 

5. .3,,6 2  yxyyx  
 

6. .2,42  yxyx  
 

7. .035,3,342  xyyxxxy  
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8. Вычислить 
D

dxdyxy2 , если D ограничена кривыми 422  yx , 

2 yx , 0x . 

9. Вычислить  
D

dxdyyx )( 22 , если область D определена нера-

венствами 2/2/,20 xyxx  . 
10. Вычислить  

D
dxdyyx )cos( , если область D ограничена 

прямыми 0,,  xyxy . 

11. Вычислить 
D

ydxdyxe , если область D ограничена гипербо-

лой 122  xy и прямыми .0,2,1  yxx  

12. Вычислить  
D

dxdyyxy 2 , если область D – параллело-

грамм с вершинами О(0; 0); А(2; 2), В(2; 10); С(0; 8). 

13. Вычислить  
D

yxRdydx 222 , переходя к полярным ко-

ординатам, если область D ограничена окружностями x2 + y2 = 1,  
x2 + y2 = 4 и прямыми )0,0(3,  yxxyxy . 

14. Вычислить  
D

yxdydxx )( 22 , переходя к полярным коор-

динатам, если область D ограничена окружностью x2 + y2 = 2, пара-
болой y = x2 и осью OX )0( x . 

15. Вычислить 
D

dydxx , переходя к полярным координатам, ес-

ли область D ограничена окружностью x2 + y2 = 2x  и осью OX  
(y  0). 

16. Вычислить  
D

dydxyx )( 22 , переходя к полярным коорди-

натам, если область D ограничена окружностями x2 + y2 = 2x,   
x2 + y2 = 4 и осью OY ).0,0(  yx  
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17. Вычислить  
D

dydxyx )( 22 , переходя к полярным коорди-

натам, если область D ограничена окружностью  x2 + y2 = 4y  и пря-
мыми  y = 0,  x = 0  )0( x . 

 
8.2.2. Тройной интеграл 

 
Вычислить 

V
dzdydxzyxf ),,( :  

1. 4)123(/1),,(  zyxzyxf , область V ограничена плос-
костями .0,0,0,1  zyxzyx  

2. 422 )()( zyxzy,x,f  , область V ограничена поверхно-

стями ,1,22  xyzx  (метод цилиндрических координат). 

3. 222),,( zyxzyxf  , если область V ограничена сферой 

yzyx 2222   (метод сферических координат). 

4. zxyzyxf /),,(  , область V ограничена поверхностями 
2224 yxz  , .1,0,0  zyx  

5.   222 zyxzy,x,f  , область V ограничена поверхностя-

ми ,422  zx  3,0  xx  (метод цилиндрических координат). 

6. 3222 )(),,( zyxzyxf   область V ограничена сферой 
2222 Rzyx   (метод сферических координат). 

7. xyzzyxf ),,( , область V ограничена поверхностями 

1222  zyx , 0,0,0  zyx . 
8. yzyxf ),,( , область V ограничена поверхностями ,zy 3  

,yx 422   )0,0(0  yxz  (метод цилиндрических координат). 

9.   22 yxzy,x,f  , область V ограничена сферами 

,1222  zyx  4222  zyx  и плоскостью z = 0 (z > 0) (ме-
тод сферических координат). 
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10.   1 yzy,x,f , область V ограничена поверхностями 
225 y-x  , .0,0,1,  zyyxz  

11.   22 yxzy,x,f  , область V ограничена поверхностями 

422  yx , 0,4  zyz  (метод цилиндрических координат). 

12.   ,zyx/zy,x,f 11 222   область V ограничена сфе-

рой 4222  zyx  и плоскостью z = 0 (z > 0) (метод сферических 
координат). 

13.   yxzy,x,f  , область V ограничена поверхностями 

,422  yx   00002  z,y,xz,yz . 

14.   zyxzy,x,f  22 , область V ограничена поверхно-

стями ,222 zyx    0022  y,xzyx  (метод цилиндри-
ческих координат). 

15.   2222 )zy(xzy,x,f  , область V ограничена сферой 

1222  zyx  (метод сферических координат). 
 

8.2.3. Приложения определенных интегралов  
к задачам геометрии и механики 

 
1. Найти массу и координаты центра тяжести кругового сектора 

радиуса  с вершиной в начале координат, заключенного между   
y = ,  y = -x (x  0), считая плотность постоянной. 

2. Найти момент инерции однородного тела, ограниченного ци-
линдром 222 Ryx   и плоскостями z = 0 и z = , относительно 
оси OX. 

3. Найти статический момент тела, ограниченного плоскостями 
 zyx , x = 0, y = 0, z = 0, относительно плоскости XOY, если 

плотность   xzyx  ,, . 
4. Найти массу и координаты центра тяжести полушара 

1222  zyx ,  z  0, если плотность тела в каждой точке про-
порциональна расстоянию этой точки до центра шара. 
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5. Найти момент инерции треугольника, ограниченного прямыми 
 yx , x = , y = , относительно оси OX, считая плотность по-

стоянной. 
6. Найти статические моменты однородной пластинки, ограничен-

ной кривыми 12  xy , 3 xy , относительно осей координат. 
7. Найти массу и координаты центра тяжести однородной пла-

стинки, ограниченной линиями xyxy  ,32 . 
8. Найти момент инерции цилиндра, ограниченного поверхно-

стями 222 Ryx  ,  z = 0, z = 1, относительно оси OZ, если плот-
ность   zzyx  ,, . 

9. Найти статические моменты однородного тела, ограниченного 
поверхностями 22 yxz  ,  z =  ( > 0), относительно коорди-
натных плоскостей. 

10. Найти массу и координаты центра тяжести однородной пла-
стинки, расположенной в 1-й четверти и ограниченной кривыми 

xy sin , xy cos  и осью OY. 
11. Найти момент инерции однородного тела, ограниченного кону-

сом 222 yxz   и плоскостью z = 2, относительно плоскости  XOY. 
12. Найти статический момент пирамиды, ограниченной плоско-

стями 2 zyx , x = 0, y = 0, z = 0, относительно плоскости 
XOY, если плотность в каждой точке тела пропорциональна ордина-
те этой точки. 

 
8.2.4. Криволинейные интегралы первого рода 

 
1. Вычислить   

L
yx/dl 32 , если L – отрезок прямой 

13  xy  от точки  A(0;1) до точки В(2;7). 
2. Вычислить 

L
dlyx , где L – четверть эллипса 1// 2222  byax , 

лежащая в первом квадранте (перейти к параметрическим уравне-
ниям эллипса). 
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3. Вычислить 
L

dlxy )/(arctg , где L – часть спирали Архимеда 

 2 , заключенная внутри круга радиуса R с центром в начале 
координат. 

4. Вычислить  
L

dlyx 22 , где L – дуга развертки окружности 

)sin(cos ttx  , )cos(sin tty  ,  20 t . 
5. Вычислить   

L
dlyx , где L – первый лепесток лемнискаты 

Бернулли  2cos22r . 

6. Вычислить  




 

L
dlyx-z 222 , где L – первый виток ко-

нической винтовой линии ttx cos , tty sin , z = t.  

7. Вычислить   
L

222 /z yxdl , если L – первый виток винто-

вой линии xx cos , ty sin , tz  . 

8. Вычислить 
L

dly , где L – дуга параболы yy  22 , отсечен-

ная параболой yx  22 . 
9. Вычислить   dlyxx

L
  4/ , где L – отрезок прямой 

3x2y  , заключенный между точками А(0;3), В(2;7). 
10. Вычислить   

L

dlyx , где L – кривая 2/costRyx  , 

tRz sin  от точки  0;2/;2/ rRA  до точки  В (0;0;R). 
11. Вычислить   

L
yxdl 123/ , где L – отрезок прямой 

23  xy  от точки A(0;2) до точки  В(2;8). 
12. Вычислить   

L
dlzx , где L – дуга кривой x = t, 

223 ty  ,  10  ttz . 
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8.2.5. Криволинейные интегралы второго рода 
 
Вычислить: 
 

1.   
AB

dyxyydxx sincos , где АВ – отрезок прямой, соеди-

няющий точки А(0;0), В( ). 
2.   

L
dyx-ydxyx  вдоль линии xy 2  от точки О(0;0), до 

точки В(1;1). 
3.   

L
dyyx 22 , где L – дуга параболы 2xy   от точки О(0;0) 

до точки А(2;4). 
4.   

L

22 dyyx , где L – контур четырехугольника с вершина-

ми А(0;0), В(2;0), С(4;4), D(0;4), указанными в порядке обхода. 
5.     

L
dyydxy2 , где L – первая арка циклоиды 

 ttx sin ,  ty cos1 ,  20 t . 
6.       

L
dzyxdyxzdxzy , где L – виток винто-

вой линии tx cos , ty sin , btz  , ty sin   20 t  
7.  

L
dzyxdzyxdxzy , где L – дуга винтовой линии 

tRx cos , tRy sin ,  2/tz  от точки ее пересечения с плос-
костью z = 0 до точки пересечения с плоскостью z . 

8.     
L

yy dyyexyxdxexy 233 , где L – окружность 

222 Ryx  . 

9.     
L

yxdyydxx 22/ , где L – эллипс 1// 2222  byax . 

10.     
L

dyyxyxdxyxyx  вдоль окружности 

xyx  22  в положительном направлении. 
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11. 
L

dyx , где L – контур треугольника, образованного осями 

координат и прямой 0623  yx , взятый в положительном на-
правлении.  

12.     
L

dyyxdxyx 22 , где L – замкнутый контур, состав-

ленный из отрезка прямой между точками О(0;0) и В(1;1) и дуги 
параболы 2xy  , проходимой в положительном направлении. 

13.  
 

 
 
1,2

2,1

2/ ydyxdxy  по пути, не пересекающему ось ОХ. 

14.    
 

 




0,3

1,2

42234 564 dyyyxdxxyx . 

15. 
 

 
 

1,2,3

3,2,1
dzyxdyzxdxzy . 

 
8.2.6. Поверхностные интегралы первого рода 

 
Вычислить: 
 

1. 


dyx 22 , где  – полусфера 222 yxRz  . 

2. 


 dyx 22 , где  – боковая поверхность конуса 

0/// 222222  bzayax ,  bz 0 . 
3. 


dxyz , где  – часть плоскости 1 zyx , расположен-

ная в первом актанте. 

4. 


 dyxR 222 , где  – полусфера 222 yxRz  . 

5.  


 dyxz 3/42 , где  – часть плоскости 

14/3/2/  zyx , лежащая в первом октанте. 
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6. 


dx , где  – часть сферы 2222 Rzyx  , лежащая в 

первом октанте. 

7. 


dy , где   – полусфера 222 yxRz  . 

 
8.2.7. Поверхностные интегралы второго рода 

 
Вычислить: 
 

1. 


dxdyz2 , где  – полусфера 222 yxRz  , внешняя 

сторона. 
2. 


dxdyyz , где  – внешняя сторона замкнутой поверхности, 

состоящей из цилиндра 222 Ryx   и плоскостей  x = 0, y = 0,  
z = 0,  z = H. 

3. 


dxdzy2 , где  – полусфера 222 zxRy  , внешняя 

сторона. 
4. 


 yzdxdzxydxdzdxdyxz , где  – внешняя сторона пира-

миды, составленной плоскостями  x = 0, y = 0, z = 0, 1 zyx . 
5. 


dxdzxy , где  – внешняя сторона поверхности, составлен-

ной из цилиндра 222 Ryx   и плоскостей  x = 0,  y = 0,  z = 0, z = H. 
6. 


 zdxdyydxdzdydzx , где  – внешняя сторона замкнутой 

поверхности, составленной из цилиндра yyx 222   и плоско-
стей  z = 0  и  z = 2. 

7.  


 dxdzzyx 332 , где  – внешняя сторона пирамиды, со-

ставленной из плоскостей  x = 0,  y = 0,  z = 0, 0232  zyx . 
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8.2.8. Вычисления при помощи криволинейных  
и поверхностных интегралов 

 

1. Вычислить длину дуги линии tex t cos , tey t sin , 
tez   от точки O(0;0;0) до A(;0;). 

2. Вычислить массу участка линии xy ln  между точками с 
абсциссами  и b, если плотность линии в каждой точке равна квад-
рату абсциссы точки. 

3. Вычислить длину кардиоиды   cos1 . 

4. Вычислить длину линии 3/sin3 . 

5. Вычислить длину кривой (петли)  22 39  xxy . 

6. Вычислить массу цилиндра 222 Ryx  , ограниченного 
плоскостями  z = 0,  z = H,  если плотность цилиндра обратно про-
порциональна квадрату расстояния точки поверхности до начала 
координат. 

7. Вычислить площадь поверхности параболоида xzy  422 , 
отсеченного плоскостью  3x . 

8. Вычислить площадь части поверхности 222 Ryx  , заклю-

ченной между XOY и поверхностью RxRz /2 . 

9. Вычислить массу поверхности сферы 2222 Rzyx  , если 
плотность обратно пропорциональна кубу расстояния точки по-
верхности до точки (0;0;1). 

 
9.  ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ПОЛЯ 

 
9.1. Решение типовых задач 

 
Скалярные поля 

 
Найти линии и поверхности уровня следующих скалярных полей: 
Пример 1. Указать линию уровня, проходящую через точку 









2

35;20M , для скалярного поля 
2516

),()(
22 yxyxuMu  . 
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Решение. Плоскому полю 
2516

)(
22 yxMu   соответствует семей-

ство линий уровня ,
2516

22
cyx

  0c , где потенциал поля  u(M)  

сохраняет постоянное значение. 
Данные линии уравнения есть эллипсы с полуосями ,4 ca   

,5 cb   0c  (рис. 1). Найдём эллипс, проходящий через точку М0:  

1   ,
25
2

35

16
2

2

2











 cn , т.е. искомая линия уровня – эллипс 

1
2516

22
 yx  с центром в начале координат и полуосями 5  ,4  ba .  

 

                     
 

Рис. 1 
 

Пример 2.  sin1),()(
r

ruMu , 0r . 










2
35,20M  y 

x 
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Решение. Потенциал  sin1)(
r

Mu  определяет поле на всей 

плоскости, кроме точки 0r . Уравнения линий уровня  ,sin c
r




 

 sinsin1 *c
c

r , 0, cc  в полярной системе координат оп-

ределяют множество окружностей (рис. 2). 
 

                   
 

Пример 3. Указать поверхность уровня для  ),,()( zyxuMu  
222 zyx  . 

Решение. Пространственному полю   222 zyxMu   соот-
ветствует однопараметрическое семейство поверхностей уровня 

czyx  222 . 
При 0c  поверхностями уровня являются однополостные ги-

перболоиды, при 0c  – двуполостные гиперболоиды, при 0c  – 
круговой конус с вершиной в начале координат (рис. 3 а, б, в, где а – 
однополостный гиперболоид; б – двуполостный гиперболоид; в – 
круговой конус).  

 
  

     0 

     
 

с* > 0 

с* < 0 
 

Рис. 2 
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0 

x 

z 

y 

 

 
 

Рис. 3 
 

Производная по направлению, градиент скалярного поля 
 

Пример. 4 Задано скалярное поле  ),,()( zyxuMu  

532  xzyx . Вычислить производную 

u  в направлении 

)6;3;2(   и градиент этого поля в точке )1;2;1(0 M  

x 

z 

y 

0 

 

z 

y 

x 

0 
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Решение. Найдём частные производные функции u(x, y, z) в точ-
ке М0: 

 

;5)2(
00

3 



MM
zxy

x
u

     ;1
0

0

2 



MM
x

y
u

  

 

.33
00

2 



MM
xz

z
u

 

 

Учитывая, что 73694222  zyo  , найдём на-

правляющие косинусы вектора  : 
 

7
2cos  ,     

7
3cos  ,     

7
6cos  . 

 

Тогда производная по направлению   в точке М0 примет вид 
 

0 0 00

  cos α   cosβ
M M MM

u u u u
x y z

   
  

   
 

 

2 3 6 11cos γ 5 1 3
7 7 7 7

          
   

 

Поскольку ,0
0





M

u


 поле в точке М0 в направлении   возрас-

тает. Построим вектор-градиент функции  u  в точке М0 : 
 

0 00

0grad ( ) 5 3 .
M MM

u u uu M i j k i j k
x y z
  

      
  

 
 

Легко видеть, что 
0

grad
M

uu 












. 
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Векторные поля 
 
Пример. Найти векторную линию векторного поля 

,2)( kzjyixMa   проходящую через точку )2;1;1(0 M  
Решение. Запишем систему дифференциальных уравнений век-

торных линий  
 

,
zyx a

dz
a
dy

a
dx

   т.е.  
z

dz
y

dy
x

dx
2




    или  














.
2

,

z
dz

y
dy

y
dy

x
dx

 

 

Интегрируя уравнения, находим: 


















z
dz

y
dy

y
dy

x
dx

2
1

, ,1cxy  . 

zcy 2
2  . 
Из условия прохождения искомой линии через точку )2;1;1(0 M  

определим 11 c , 
2
1

2 n . В результате получим систему уравне-

ний 










.
2

,1

2 zy

xy
 которые описывают линию пересечения гиперболи-

ческого цилиндра 1xy  с параболическим цилиндром 
2

2 zy   . 

 
Поток, дивергенция векторного поля 

 
Пример 6. Найти поток вектора )2;2;1(a  через часть плоскости 

1 zyx  в пределах первого октанта (рис. 4). 



 143 

           
 

Рис. 4 
 

Решениe. Поток вектора ),,( RQPa  через поверхность  S  c еди-

ничным вектором нормали 
0n on   

 

   0 1, ( , ,x
zS S D

a n ds Pdydz Qdzdx Rdxdy F P x y z
F

     
   

 
 

   , , , , )y zF Q x y z F R x y z dxdy   , 
 

где D – проекция поверхности S  на плоскость OXY,   0,, zyxF  – 
неявное уравнение поверхности  S. 

В нашем случае поверхность S, определяемая уравнением 
0 zyx , есть треугольник АВС с вершинами А(1; 0; 0), В(0; 1; 0), 

С(0; 0; 1), область D есть треугольник АВО, проекция АВС на плос-
кость ОХY. 

 

     
1

1   2   2
x y zF F F ,

P x, y,z ; Q x, y,z ; R x, y,z

    

    . 

z 

x 

y 0 

A 

B 

C 

 

a  
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  

1 1

0 0

31 1 1 2 1 2 3
2

x

D

dxdy dy dx
 

        
 

   
. 

Замечание. Данную задачу можно было решать проще, учитывая, 
что вектор a  во всех точках имеет неизменяющиеся координаты, ско-
рость потока nonst  S – плоская поверхность. Тогда нормаль n  

плоскости S есть )1;1;1(n  







3
1;

3
1;

3
10n , АВС – равносторонний 

со сторонами, равными 2 , и площадью 
2
3

S  и поток П определя-

ется объемом  SV  несжимаемой жидкости, протекающей через S: 
 

2
3

2
3

3
3

2
3

3
12

3
12

3
11, 0 






 





  SnaS . 

 

Пример 7. Найти поток векторного поля kxzjxixF  2  че-
рез верхнюю сторону поверхности , являющейся частью парабо-
лоида вращения 22 zxy   расположенной в первом октанте меж-
ду плоскостями 0y  и 1y  (рис. 5). 

 

         

z 

x 
 

y 0 

 

1 

1 

 

n  

Dzx 

Dyz 

Dxy 

x2+z2=1 

y=x2+z2 

   Рис. 5 

Тогда 
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Решение. Выбор стороны на поверхности  равносилен выбору 

нормального вектора 0n  в любой ее точке, и для верхней стороны 

 угол 












 

zn ,0  между вектором 0n  и осью OZ подчиняется усло-

вию 
2

,0 0 



















zn , отсюда 0,cos 0 












 

zn . Тогда поток поля F  

 

 







 xzdxdyxdzdxdydzxdnF 20, . 

 
Переходя в правой части от поверхностных интегралов к двой-

ным по проекциям поверхности  на координатные плоскости, по-
лучим 

 

     
yz zx xyD D D

dxdyxyxxdzdxdydzzy 22 . 

 

В первом интеграле 22 zyx  , в третьем 2xyz   из 
уравнения параболоида. Знаки перед двойными интегралами опре-
делены из условий, что  

 

0,cos  ,0,cos  ,0,cos 000 










































 

znynxn . 

 
Вычислим двойные интегралы, учитывая заданные границы по-

верхности : 
 

     
yzD

y
dzzydydydzzy

0

2
1

0

2
15
4

, 
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3
11

0

1

0

2

  



zxD

x
dzxdxxdzdx , 

 

 
y

D
dxxyxdydxdyxyx

xy 0

2
1

0

2
15
2

. 

 
Подставляя найденные значения двойных интегралов, получим: 
 

15
1

15
2

3
1

15
4

 . 

 
Замечание (об определении знаков косинусов углов нормально-

го вектора 0n  с осями координат). Знаки определяются, исходя из 
наглядных соображений, что можно проверить с помощью формулы 

222
0













































zyx

k
z

j
y

i
xn , oпределяющей единичный нор-

мальный вектор 0n  к поверхности   0,,  zyx . В данном случае 

  222,, zyxzyx  . Следовательно 
22

0

414

22

zx

kzjixn



 , 

откуда 
22

00

414

2,,cos
zx

zknzn





















 

. По условию зада-

чи 0z  и 0,cos 0 












 

zn , поэтому в последней формуле, а значит, 

и в формуле, определяющей 0n , следует взять знак «+». Тогда 
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0
414

2,,cos
22

00 





















 

zx

xinxn . Так как по условию 

0x ,  
 

0
414

1,,cos
22

00 























 

zx
jnyn . 

 
Пример 8. Определить дивергенцию векторного поля 
     2 3 3 3 22 3 5  4 8a M x y xz x yz i xy xyz z j      

  
 2 3 26 7 9  xy z xz yz k  

 
Является ли данная точка источником или стоком поля? 
Решение. Дивергенция 
 

 div yx z
aa aa M

x y z
 

  
   . 

 
Здесь 

 

yzxxzyxax
332 532  , 

23 84 zxyzxyay  , 

yzxzzxyaz 976 232  . 
 

Тогда  
 

       3 2 2 2 2div 4 3 15 12 18 14 9a M xy z x yz xy xz xy z xz y        
 

2 2 2 2 24 3 15 12 13 18 9xy z x yz xy xz xy z y        
 

0

div 4 3 15 12 13 18 9 42
M

a        
. 

Так как 042)(div Ma , то точка М0 является источником, 
питающим поток. 

в точке М0(1; 1; 1). 
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Пример 9. Найти дивергенцию градиента скалярного поля 
  2 3u M xy z . 
Решение. 
 

        2 3 3 2 2grad 2 3
u M u M u M

u M i j k y z i xyz j xy z k
x y z

  
     

  
 

 
     2 2 3 2 2

3 2
2 3

div grad 0 2 6
y z xyz xy z

u M xz xy z
x y z

  
      

    
 

 2 22 3xz z y 
. 

 

Пример 10. Найти поток векторного поля kxzjxixF  2  
через внешнюю сторону замкнутой поверхности , расположенной 
в первом октанте и образованной частями параболоида вращения 

22 zxy   и плоскостей 0x , 0y , 0z  (рис. 6). 
Решение. По формуле Остроградского – Гаусса поток вектора 

через замкнутую поверхность  







 FdVdnF div, 0 , где 

0n  – внешняя нормаль поверхности . Находим:  

2 0 3yx zdFdF dFdivF x x x.
x y z

      
    

Учитывая заданные границы замкнутой поверхности , получим:  
 

   
 1

0

2
3

0

2
1

000

1

0 5
2333

2

dyydxxyxdydzxdxdyxdxdydz
yxyy

V
. 

 
Циркуляция векторного поля 

 
Пример 11. Найти циркуляцию векторного поля 
     kyxjzyxizxF  532  по контуру треугольника 

АВС, где А(1; 0; 0), В(0; 1; 0), С(0; 0; 1) (рис. 6). 
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Рис. 6 

 
Решение. 
1-й способ. 

Используем формулу Стокса  



A

dFrotnrdFC 0 , где на-

правление обхода контура Г должно быть положительным (указано 
на рис. 6).  

Найдем: 
 

   rot 5 3  

2 3 5

i j k

F x y x y z i
x y z y z

x z x y z x y

     
            

   

 

       5 2 3 2 7x y x z j x y z x z k j k
x z x y

                          
 

x 

z 

y 
0 

A 

B 

C 

 

0n
 

x+y+z=1 

Dzx 

Dyz 

Dxy 

1 

1 

1 

Г 
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В качестве поверхности  возьмем треугольник АВС, который 
расположен на плоскости 1 zyx , что легко определить с по-
мощью координат точек А, В, С. Берем верхнюю сторону этого тре-

угольника (нормальный вектор 0n  выходит из выбранной стороны 
поверхности). Тогда циркуляция 

 

     
σ σ

rot rot rot rot
x y z

C n F F dydz F dzdx F dxdy      
 

 
1 1 1 1

σ 0 0 0 0

7 7 7 3
zx xy

x x

D D

dzdx dxdy dzdx dxdy dx dz dx dy ,
 

               
 

 

Здесь  xFrot ,  yFrot ,  zFrot  – координаты вектора Frot , 
т.е. его проекции на оси координат,  

Dxy, Dyz, Dzx – проекции треугольник АВС на координатные плос-
кости. 

2-й способ. 
Вычислим циркуляцию С поля по определению циркуляции: 

 
A

zyx
A

dzFdyFdxFrdFC , где ,3  ,2 zyxFzxF yx   

yxFz  5 . 
Контур Г состоит из трех отрезков: АВ, ВС, СА. Тогда 

CABCAB CCCC  . 
На отрезке АВ:  

 
0 1 1z ,x y , y x,dy dx        

 

   3 5F xi x y j x y k ,dr dx i dy j          
 

 3F d r xdx x y dy     
 

    
0

1

33 3 1
2AB

AB AB

C F dr xdx x y dy x x x dx .           
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На отрезке ВС: 
 

0 1 1x , y z ,z y,dz dy        
 

 2 3F zi y z j yk ,dr dy j dz k          
 

   
0

1

33 3 1
2BC

BC BC

C F dr y z dy ydz y y y dy .            
 

На отрезке СА: 
 

0 1y ,x z ,dz dx      
 

   
1

0

2 5 2 2 5 3CA
CA CA

C F dr x z dx xdz x x dx .            
  

 

Отсюда 33
2
3

2
3

N . 

 
Потенциальные, соленоидальные, гармонические поля 

 

Пример 12. Показать, что поле      jxzyiyzxF 22 22  

 kxyz 22   является потенциальным. Найти его потенциал. 
Решение. Найдем: 
 

   2 2

2 2 2

rot 2 2

2 2 2

i j k

F z xy y xz i
x y z y z

x yz y xz z xy

     
           

  
 

       2 2 2 22 2 2 2z xy x yz j y xz x yz k
x z x y

                       
 

     2 2 2 2 2 2 0x x i y y j z z k .           
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Так как 0rot F  – есть нулевой вектор, то поле F  является по-
тенциальным. Его потенциал находим по формуле 

 

   
0 0 0 0

0 0

x ,y ,z x

x y z x
x ,y ,z x

u x, y, z F dx F dy F dz F x, y ,z dx     
 

 

     
0 0 0

2
0 0 02

y z x

y z
y z x

F x, y,z dy F x, y,z dz x y z dx      
 

 

     
0 0

2 2 2 2 2
0

12 2 2
3

y z

y z

y xz dy z xy dz x y z xy c         
 

 

          
 2 2 2

0 0 0 0 0 0
12
3

c x y z x y z   
 

точка  0000 ,, zyxM  – фиксированная точка рассматриваемой 
области. 

Пример 13. Показать, что поле kzyzjyzixyF 





 

2
 явля-

ется соленоидальным. Будет ли данное поле гармоническим. 
Решение. Векторное поле F  является соленоидальным, если в 

каждой точке поля 0div F . 
 

   div 0
2
zF xy yz z y y z y z ,

x y z
                       

 
Значит, данное поле соленоидальное. 
Векторное поле гармоническое, если оно потенциальное и соле-

ноидальное. Так как 
 
 
 

где 
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 
2

2

rot
2

2

i j k
zF zy yz i

x y z y z
zxy yz zy

      
             

 
 

 

     
2

2
zzy xy j yz xy k

x z x y
       

                  
 

       0 0 0 0z y i j x k y z i xk             
 

то поле не является потенциальным. Следовательно, оно не гармо-
ническое. 

 
9.2. Задания для практических занятий 

 
9.2.1. Найти линии уровня плоского скалярного поля: 
 

1. yxu  ;     2. xyu  ;     3. 22 yxu  ;     4. 2x
yu  . 

 
9.2.2. Найти линию уровня поля, проходящую через точку М0 
 
1. 2118894 22  yxyxu ,   М0(1; 1); 
 

2. 10342  yxxu ,   М0(4; 15). 
 
9.2.3. Найти поверхности уровня скалярного поля 
 

1. zyxu  .     2. 
z

yxu
22 

 . 
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9.2.4. Найти поверхность уровня скалярного поля, проходящую 
через точку М0: 

 
1. 1336166643 222  zyxzyxu ,   М0(-1; 1; 1); 
 

2. 168422 22  xyzyzu ,   М0(3; -1; 1). 
 
9.2.5. Вычислить производную функции: 
 
1.   zxyxu 223ln   в точке М1(1; 3; 2) по направлению к точ-

ке М2(0; 5; 0). 

2. 22 yxz   в точке М0(3; 4) по направлению: а) вектора 

)1;1(a , б) радиус-вектора точки М0. 
 
9.2.6. Найти градиент скалярного поля: 
 

1. 22 yxu  .     2. xyyzxzzyxu  222 32 . 
 
9.2.7. Найти градиент поля в указанной точке М0; вычислить его 

величину и направление: 
 
1. 222 xyzzxyyzxu  ,   М0(1; 1; 1). 
 

2. xzyzxyzyxu 5243 222  ,   М0(2; -1; 1). 
 

3. 2z
y
xu  ,   М0(2; 1; -1). 

 
9.2.8. Найти векторные линии векторного поля: 
 
1. jyixa  .     2. jxiya 22  . 
 

3. kzjyixa  .     4.      kxyjzxiyza  . 
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9.2.9. Найти векторные линии поля ugrad , где 22 2 zyxu  . 
9.2.10. Найти дивергенцию векторного поля: 
 

1.    jyxiyxa 3322  . 
 

2.    kzxjzyxixyza 2232  . 
 

3. ua grad , где  222ln zyxu  . 
 
9.2.11. Вычислить дивергенцию векторного поля в точке М0: 
 

1.      kyzxjxyzizxya 222  ,   М0(1; 3; -5). 
 

2. kzjyixa 32  ,   М0(-2; 4; 5). 
 

3. kzjyxixya 322  ,   М0(1; -1; 3). 
 
9.2.12. Найти ротор векторного поля 
 

1. kyxjxzizya 222  . 
 

2.    kyxjzyxixyza 2232  . 
 

9.2.13. Найти ротор векторного поля    jzyxixyza  

 kzyx 222   в точке М0(1; -1; 2): 
9.2.14. Вычислить поток векторного поля 
1. kzjyixa 32   через часть поверхности эллипсоида 

1
1694

222


zyx
, лежащую в первом октанте, в направлении 

внешней нормали. 
2. kzjyixa   через:  

а) боковую поверхность конуса 222 zyx  ,  hz 0 ; 
б) основание этого конуса. 
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3. kxyjxziyza   через: 

а) боковую поверхность цилиндра 222 ayx  ,  hz 0 ; 
б) полную поверхность этого цилиндра. 
4. kzjyixa  2  через замкнутую поверхность S, ограни-

ченную поверхностями 0,1 22  zyxz  в направлении внеш-
ней нормали. 

5. kzixa  2  в направлении внешней нормали к поверхности те-

ла, ограниченного поверхностями 0,4,23 2222  zyxyxz . 

6.      kxzjyziyxa   применяя формулу Остро-
градского – Гаусса:  

а) через поверхность пирамиды, ограниченной плоскостями 
0,0,0,1  zyxzyx  в сторону внешней нормали; 

б) через сферу 1222  zyx  в сторону внешней нормали. 

9.2.15. Даны векторное поле a  и плоскость p , которая совмест-
но с координатными плоскостями образует пирамиду V . Пусть   – 
основание пирамиды, принадлежащее плоскости p ; A – контур, 

ограничивающий  ; n  – нормаль к  , направленная вне пирамиды 
V . Вычислить: 

а) поток векторного поля a  через поверхность   в направлении 
нормали n ; 

б) циркуляцию векторного поля a  по замкнутому контуру A по 
определению и применив теорему Стокса к контуру A и ограни-
ченной им поверхности   с нормалью n ; 

в) поток векторного поля a  через полную поверхность пирамиды 
V  в направлении внешней нормали к ее поверхности непосредст-
венно и применив теорему Остроградского – Гаусса. Сделать чертеж. 

 

1.  izxa  ,     02  zyx . 
 

2.   jzxya  ,     0222  zyx . 
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3.  kzxa 7 ,     042  zyx . 
 
9.2.16. Найти циркуляцию векторного поля: 
 

1. kxjziya  2  вдоль эллипса, образованного сечением од-

нополостного гиперболоида 22222 Rzyx   плоскостью 
xy  . 

2. kyjxiza   вдоль контура A 0,422  zyx  в поло-

жительном направлении обхода относительно орта kn 0 . 

3. kyjxziyza 22   по линии A пересечения полусферы 
2225 yxz   с цилиндром 1622  yx  в положительном 

направлении обхода относительно орта kn 0 . 
4. kzjxiya 222   по контуру, полученному при пересече-

нии параболоида yzx  122  с координатными плоскостями. 

9.2.17. Проверить, является ли векторное поле a  потенциальным 
и соленоидальным. В случае потенциальности поля a  найти его 
потенциал: 

 
1.      kxyzjxzyiyzxa 767676  . 
 
2.   kyjyzxixya 22 22  . 
 
3.      kxyzjxzyiyzxa 585858  . 
 
4.    jxyxiyyxa 2332 33  . 
 
5.      kxyzjxzyiyzxa  333 . 
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10.  ОБЫКНОВЕННЫЕ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 

 
10.1. Решение типовых задач 

 
Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными; 

с однородными функциями 
 
Пример 1. Решить уравнение с разделяющимися переменными: 
 

0) /  yyxxy . 
 
Общее решение. Выразим производную через дифференциалы 

переменных: 
dx
dyy  , умножим обе части уравнения на dx и разло-

жим коэффициент при dy на множители:  
 

0)1(  ydxdyxy . 
 
Далее разделяем переменные:  
 

011


 dx
x

dy
y

y
. 

 
и, интегрируя, находим общий интеграл 

 
1 1
2 21y dy x dx c

y
  
   

 
 

 
 

1 1
2 2dyy dy x dx c

y
 

    
 

 

1 11 1
2 2

ln1 11 1
2 2

y xy c
   

  
   

 
 

2 ln 2y y x c    
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Частное решение. 
 

1)(,lncos2  yyxyy . 
 

Умножаем на dx
xy2cos

1 , разделяем переменные dy
y
ydx

x
ln

cos
1

2  . 

Интегрируем и находим общий интеграл: 
 

2

ln    
cos

dx y dy
x y
 

 
 

(tg ) ln (ln )d x yd y c    
 

21tg ln
2

x y c 
 

 
Подставляем начальные значения х = ,  у = 1, определяем зна-

чение с:  
 

0,1ln
2
1 2  cctg . 

 

Искомый частный интеграл 0tg2ln2  xy . 
 
Линейные дифференциальные уравнения первого порядка; 

уравнение Бернулли 
 
Пример 2. Решить уравнение 
 

1322  xyyyx . 
 

Решение. Разделим обе части уравнения на 22 yx : 
 

2
2/ 1

x
y

x
yy  . 

 
Это уравнение Бернулли.  
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Заменив функцию y  по формуле uvy  , имеем:  
 

vuvuy  ,     222
1

vuxx
uvvuvu   

 

или   222
1

vuxx
vvuvu 





  . 

 
Так как одну из вспомогательных функций (u или ) можно взять 

произвольно, то выберем в качестве   какой-либо частный инте-

грал уравнения 0
x
vv . Для отыскания u получим уравнение 

222
1

vux
vu  . 

Решая первое уравнение, находим v  как простейший частный 
интеграл этого уравнения: 

 

0
x

dx
v
dv

,     0lnln  xv , 
 

x
vxv 1,lnln  . 

 
Подставляя v  во второе уравнение и решая его, находим u как 

общий интеграл этого уравнения:  
 

2
1

ux
u



,     xdxduu 2 , 

 

cxu


23

23
,     3 2

2
3 cxu  . 

 
Искомый общий интеграл данного уравнения есть выражение 

3
32

3
x
c

x
uvy  . 
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Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах 
 
Пример 3. Решить уравнение в полных дифференциалах: 
 

    03232 2  dyyxdxy . 
 

Решение. Вначале убеждаемся, что данное уравнение есть урав-
нение в полных дифференциалах, т.е. что выполняется условие 

x
Q

y
P








   2)32(  yy yP ,   2)32( 2  xy yxQ .  

Находим неопределённый интеграл: 
 

( , ) (2 3) 2 3 ( )u x y Pdx y dx xy x y       
, 

 

считая у постоянной величиной. Определяем: )(2 yx
y
u





, с 

одной стороны. С другой стороны, находим: 232),( yxyxQ
y
u



 . 

Приравниваем их: 232)(2 yxyx  . Находим: 
 

23)( yy  ,   
 

cydyyy   323)( . 
Тогда  

cyxxyyxu  332),( ,                            (1) 
 

и общий интеграл уравнения – cyxu ),( . Подставив из (1) значе-
ния ),( yxu , получим: 

 

cyxxy  332 . 
 

Дифференциальные уравнения высших порядков, 
допускающие понижение порядка 

 
Пример 4. Найти частное решение уравнения высшего порядка, 

допускающего понижение порядка: 
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32)( yyyy  . 
 

Начальные условия: 
2
1)0( y , 0)0( y . 

Решение. Данное неполное уравнение 2-го порядка не содержит 
явно аргумента x . 

Пусть  yzy  , тогда zzy   и данное уравнение преобразу-
ется в уравнение 1-го порядка: 

 

z
y

y
zzyzzyz

2
32      eee  . 

 

Последнее – уравнение Бернулли. Заменяя функцию по формуле 
uvz  , имеем:  

 

uv
y

y
uvuvvu

2
 , 

 

uv
y

y
uuvvu

2









 . 

 

Отсюда для нахождения u  и v  получим два уравнения: 
 

uv
yvu

y
uu

2
   e   0  . 

 

Из первого уравнения находим u  как его простейший частный 
интеграл:  

 

0
y

dy
u
du

,   yu lnln  ,   yu  . 

 

Подставляя u  во второе уравнение, находим v  как его общий 
интеграл: 

 

yv
yvu

2
 ,   dyvdv  ,  1

2

2
cyv

 ,    )(2 1cyv  . 



 163 

Зная u  и v , находим: )(2 1cyyuvz  . Заменяя z через 
y , получим уравнение с разделяющимися переменными: 

)(2 1cyy
dx
dy

 . 

Прежде чем интегрировать это уравнение, определим значение 
константы 1c , используя данные значения: 

 

/1 ,      0,
2

y y  
 

 







  12

12
2
10 c ,     

2
1

1 c , 

 

12 ,
2

dy y y
dx

    
   

 

dx
yy

dy








 

2
12

,      



122 yy

dycx . 

 

Сделаем замену переменной 212 ty  . Тогда tdtdy  , 
 

2 2

2 1 112 ln ln
1 1 2 1 1

ydt tx c
t t y

 
    

   
 

 

Используя заданные значения 
2
1  ,0  yx , определяем по-

стоянную величину 2c : 
 

01ln2 c . 
 

Искомый частный интеграл имеет вид 
121

121
ln






y

y
x . 
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Линейные однородные дифференциальные уравнения  
с постоянными коэффициентами 

 
Пример 5.  054  yyy ;   3)0( y ;   0)0( y . 
Решение. Находим общий интеграл данного уравнения. Его ха-

рактеристическое уравнение 0542  λλ . Решим его: 
 

1,2 2 4 5 2 1 2x i            
 
Общий интеграл уравнения примет вид 
 

 xcxcey x sincos 21
2   . 

 
Используя начальные условия, определяем значения постоянных 

21   e nc . Подставив в общий интеграл заданные значения 0x , 
,3y  получим: 

 
03 e  0sin0cos 21 cc  ,   31 c . 

 
Дифференцируем общий интеграл: 
 

    xccxccey x sin2cos2 2112
2   . 

 
Подставив заданные значения ,0  ,0  yx  получим: 
 

    
6  ;2  ;02

0sin20cos20

21212

2112
0




ccccc
cccce

 

 
Подставив значения 21    e nc  в общий интеграл, получим иско-

мый частный интеграл данного уравнения, удовлетворяющий дан-
ным начальным условиям: 

 

 xxey x sin2cos3 2   . 
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Линейные неоднородные дифференциальные уравнения.  
Метод вариации произвольной постоянной 

 

Пример 6.  
x

xyy 2cos
sin

 . 

Решение. Для нахождения общего решения уравнения восполь-
зуемся методом вариации произвольной постоянной. Так как соот-
ветствующее однородное уравнение 03   имеет корни 

i 2,31   ;0 , то oбщее решение уравнения ищем в виде  
 

      xxcxxcxcy sincos 321  . 
 
Составим систему: 
 

     
   

   

1 2 3

2 3

2 3 2

cos sin 0,

sin cos 0,
sincos sin .

cos

c x c x x c x x

c x x c x x
xc x x c x x
x

     
    
     
  

 
Решая эту систему, получим: 
 

2 3
cos
sin

xc c
x

 
     

2

3 2

sin
cos

xc
x

  
 

 
2

3 32

1 cos tg
cos

xc dx x x c
x


     

 
 

2

2 2

sin cos sin
cos sin cos

x x xc
x x x

    
 

 

2 2
sin cos ln cos
cos cos

xdx d xc x c
x x

       
 

2

1 2

sin sincos sin 0
cos cos

x xc x x
x x

   
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3

1 2

sinsin
cos

xc x
x

  
 

 
2 2

1 2 2

sin sin 1 cossin cos cos
cos cos

x x xc xdx dx x d x
x x


         

 

1 1
1 1cos cos

cos cos
x x c c

x x
      

 
 

Подставив эти значения )(),(),( 321 xcxcxn  в общее решение 
уравнения, получим: 

 

  1 2 3
1 ln cos sin tg cos sin

cos
y x x x x x c c x c x

x
      

 
 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами,  

со специальной правой частью 
 

Пример 7.                   xeeyy xx  2 .                                (2) 
Решение. Соответствующим однородным уравнением будет 

0 yy . Его характеристическое уравнение  
 

1;0(0 21
2  λλλλ .                              (3) 

 
Поэтому xeccy 21  . 
Теперь нужно найти частное решение рассматриваемого неодно-

родного уравнения. С этой целью найдем сначала частные решения 
для каждого из трех уравнений: xeyy  , xeyy 2 , 

xyy  . 

Уравнение xeyy   имеет частное решение вида xAxey 1 , 

так как коэффициент при x  показательной функции xe , стоящей в 
правой части этого уравнения, является корнем характеристическо-
го уравнения (3). Решим его: 
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   1 1x x xy A e xe Ae x    
, 

    1 1 2x x xy A e x e Ae x     
 

 
Подставив 1y  и 1y   в уравнение (2), получим:  

 
   2 1x x xAe x Ae x e     

 

    1.x xAe e A   
 
Значит, xey x1 . 

Уравнение xeyy 2  имеет частное решение вида xBey 2
2  , 

ибо число 2 не является корнем характеристического уравнения. 
Найдем: 

 
2

2 2 xy Be  ;   
2

2 4 xy Be  . 
 
Подставив 2y  и 2y   в уравнение (2), получим:  

 
2 2 24 2x x xBe Be e  , 
2 2 12 ,    2 1,     

2
x xBe e B B  

. 

Значит, xey 2
2 2

1
 . 

Уравнение xyy   имеет частное решение вида 
 

  DxCxDCxxy  2
3  

 
Так как число 0 является корнем характеристического уравнения 

(4), то CyDCxy 2  ;2 33  . 
Подставив 33     e yy   в уравнение xDCxC  22 , получим: 

(4) 
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12 1,    ,
2

C C   
 

 
2 0,   2 ,   1C D D C D      . 

 

Следовательно xxy 





  1

2
1

3 . 

Общее решение уравнения: 





  1

2
1

2
1 2

21 xxexeeCCy xxx . 

 
Решение нормальных систем дифференциальных уравнений 
 

Пример 8. Решить систему 







.43
,2

zyz
zyy

 

Решение. Cоставляем характеристическое уравнение: 
 

1           2
0

   3              4-



  


. 

 

Решим его:  
 

( 1 )(4 ) 6 0      , 
 

24 4 6 0        , 
 

2 3 2 0    , 
 

1,2
3 9-8 3 1

2 2
  

 
, 

 

1 2 2,         1   . 
Построим частное решение, соответствующее корню 21 : 
 

2 2
1 1 1 2γ ,   γx xy e z e  . 
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Числа  1   и  2  нужно искать из системы 
 

1

2

γ1 2        -2
0

   3           4-2 γ
    

  
     
 

1 2

1 2

3γ 2γ 0,
  3γ 2γ 0.
  
                    

 
Следовательно,  
 

1 23γ 2γ  . 
 
Числа  1,  2  можно выбрать произвольно: 21  , 32  . 
Характеристическому числу 21 λ  соответствует частное реше-

ние: 
xe2

1 2 ;     xez 2
1 3 . 

 
Теперь построим частное решение, соответствующее корню 

12 λ : 
 

1

2

γ1 1         -2
0

   3             4-1 γ
    

  
    , 

 

1 2
1 2 1 2

1 2

2γ 2γ 0,
              γ γ ,   γ 1,      γ 1,

    3γ 3γ 0,
  

        
 

2 2,     x xy e z e   . 
 
Общее решение системы следующее: 

 
2

1 22 x xy c e c e  , 
 

2
1 23 x xz c e c e   . 
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Методом исключения решаем задачу Коши для системы 
 

cos ,x y t    
 

siny x t    , 
 

1)0(  ;1)0(  yx  
 
Дифференцируем первое уравнение: 
 

tyx sin  
 
Подставляем y  из второго уравнения системы: 

 

sin sin ,
2sin .

x x t t
x x t
    
    

 
Получим линейное дифференциальное уравнение второго по-

рядка со специальной правой частью. Характеристическое уравне-
ние примет вид 

 
2 1 0   . 

 

Решим его: 
1,2 i    

 

Общее решение tctcx sincos 21  . 
Частное решение со специальной правой частью: 
 

)sincos(0 tBtAtx  . 
 

Находим 0x   из (7) и подставляем в уравнение (6): 

)cos(sin)sin(cos0 tttBtttAx  , 
 

)sincos2()cossin2(0 tttBtttAx  , 
 

ttBttAttttBtttA sin2sincos)sincos2()cossin2(  , 

(5) 

(6) 

(7) 
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ttBtABBttAAtt sin2cos2sin2)(sin)(cos  , 
 

0;    1B A    
 

tttctcx cossincos 21  .                            (8) 
 
Из уравнения (5) выражаем y : 

 
txy cos .                                        (9) 

 
Находим x  из (8) и подставляем в выражение (9): 
 

ttttctcx sincoscossin 21  , 
 

tttctctttttctcy sincossincossincoscossin 2121  . 
 

Итак, 
 

tttctcx cossincos 21  , 
 

tttctcy sincossin 21  . 
 
Найдем решение, соответствующее начальным условиям: 
 

11 c ,     12 c , 
 

ttttx cossincos  ,     tttty sincossin  . 
  

10.2. Задания для практических занятий 
 

10.2.1. Дифференциальные уравнения  
с разделяющимися переменными;  

с однородными функциями 
 
Решить уравнения (общее решение): 
 

1. 21 yyxy  .      2.      011  dyyxdxxxy . 
 

3.   011  yey .   4.   012  dyxxydx .   5. yyxy  12 . 
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6.   01 22  dyedxye xx .                      7. yxy  10 . 
 

8.      0111 32  dyyxdxyx .      9.    02  xdydxyx . 
 

10. 22 42 xyyxy  .           11. dyxydx 




  22 yx . 

 

12.  223 22 yxyyx  .      13. dxyxydxxdy 22  . 
 

14. yxyyxy  22 .            15.   02  dyxydxyx .  
 

16.   xyyyx 222  .    
 
Найти частное решение дифференциальных уравнений. 
 

17.   22 11 yxy  .          18.     00  ,12  yeyye xx . 
 

19. 1
3

,0ctg 





  yxdyydx .    20.   61  ,22 2  yyyxy . 

 

21. 





 

2
,lnsin yyyxy .    

22. 
4

)0(,0sincoscossin 
 yxdxyxdxy . 

 
10.2.2. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка; 

уравнение Бернулли 
 
Найти общее решение: 
 

1.  31
1

2 


 x
x

yy .      2. xxyxy ctgcos2ctg 2 . 
 

3. 322 xy
x

y  .      4. xxyy sectg  .     5. 012  xyyx . 
 

6. 33  xyy .     7. 0cossincos  xxxyy . 
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8.  xeyyy 22  .               9. xyxyy tgcos4  . 
 

10. 342 yexy
x

y x .     11. 02 2  yyyx . 

 

12. 03  xyyy .           13. 222 yx
x
yy  . 

 

14. 03 yx .                     15. yxyyx 24  . 
 

10.2.3. Дифференциальные уравнения  
в полных дифференциалах 

 
Найти общее решение: 
 
1.     04663 3222  dyyyxdxxyx . 2.   02  dyyxedxe yy . 
 

3.     02424 2222  dyxxyydxyxyx . 
 

4.     0sinsincoscos  dxxyydyeyxx y . 
 

5.   022  dyeyxdxxy y .            6.  024 2

2











 dy

x
ydx

x
y

. 

 

7.   02sin2cos2 22  dyyxyydxx . 
 

8.   013 32  dyexdxex yy .         9.   021 322  dxxydyyx . 
 

10.      02 22  dyyxydxyxy . 
 

11.   02222  ydydxxy .      12.    012  dyxydxy  
 

13.     02 223  dyyxxdxxyy .    14.   022  ydydxey x  
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10.4.4. Дифференциальные уравнения высших порядков,  
допускающие понижение порядка 

 
Найти частное решение уравнений: 
 
1.     000 ,  yyxey x .  2.     01 ,11 ,ln2  yyxxy . 
 

3.       11  ,01  ,4
11  ,1  yyyyx . 

 

4.     8
3

2  ,162  ,2sin
3  yyxy v . 

 

      2
7

2  ,2
3

2  yy . 
 

5.       2,6  ,4  ,2cos
23  yyyxxy . 

 

6.   4)0()0(,1222  yyyxx . 

 
Решить уравнения (общее решение): 
 
7. 22  yxyx .         8.    yyy  12 2 .   9. yyx  . 
 

10.   yeyy  22 .  11.  yxyx  221 .  12.   yyy  21 2 . 
 

13. 2xyyx  .         14.  2yyy  .           15. yxyx  4 . 
 

16. yeyy  .         17. yyxx )(ln .       18.   01  yyyy . 
 
10.2.5. Линейные однородные дифференциальные уравнения  

с постоянными коэффициентами 
 
Найти частное решение уравнений: 
 
1.      4

110  ,10  ,034  yyyyy . 
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2.     eyeyyyy 2
31  ,1  ,044  . 

 

3.     00  ,10  ,022  yyyyy . 
 

4.     310  ,10  ,0332  yyyyy . 
 

5.     42  ,32  ,04  yyyy . 
 

6.     0  ,22  ,0106 3   yeyyyy . 
 
Найти общее решение уравнений: 
 

7. 03  yy v .                         8. 027  yy . 
 

9. 08126  yyyy .     10. 04  yy .  
 

11. 0652  yyyy .     12. 033  yyyy . 
 

13. 045  yyy v .              14. 02  yyy v . 
 

15. 096  yyy vv .            16. 034  yyy v . 
 

10.2.6. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. 
Метод вариации произвольных постоянных 

 

1. xyy 2cos
14  .     2.  x

x

e
eyy




1
.     3. xyy tg . 

 

4.  xe
yyy




1
165 .      5.  1

2 2 


x
eyyy

x
. 

 

6. xyy ctg .                          7. xyy 5ctg55  . 
 

8. x
eyyy

x
cos54

2
 .      9. xyy tg24  . 

 

10. xeyy x cos2 . 
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10.2.7. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  
с постоянными коэффициентами,  

со специальной правой частью 
 
Определить вид частного решения уравнений: 
 

1. xexeyyy
xx

v cossin11069 23  . 
 

2. xxeexyy xx 3sin2   . 
 

3.   xeexyyy xxv 5cos2
14145 2   . 

 

4.  xxv eexxyy  2sin . 
 

5. xxxexxyyy xv 2cos42sin144 2  . 
 

6. xxeyy xv 4sin31 2 . 
 

7. 2cos2sin3 xexxexyy xxv   . 
 

8. xxeexyyy xx sin2342025 2  . 
 
Найти частное решение уравнений: 
 
9.     00  ,10  ,12  yyxyy . 
 

10.     3
1

2  ,12  ,cos4  yyxyy . 
 

11.     10  ,00  ,4  yyxeyyy x . 
 

12.     00  ,00  ,23 3  yyxyyy . 
 

13.     01  ,01  ,565 2   yyeyyy x . 
 

14.     01  ,1  ,44  yeyeyyy x . 
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15.     00  ,25
160  ,2sin824  yyxyyy . 

 

16.       100  ,12  yyxyy . 
 
Найти общее решение уравнений: 
 
17. xxeyyy x cos23  .   18.   xexyy x cos1 22  . 
 

19. xxyy 2sin44 2  .     20. xeyyy x 2sin452  . 
 

21. xxxyy cos4 .     22. xxexyyy 23sin4102  . 
 

10.2.8. Решение нормальных систем  
дифференциальных уравнений 

 
Решить систему: 

1. 







.24
,

xyy
yxx

     2. 







.2
,2

yxy
yxx

     3. 












.2
,
,

yxz
zyxy
yzxx

 

 

4. 












.
,
,2

zxz
zxyy
zyxx

      5. 







.
,8

yxy
xyx

     6. 







.43
,2
yxy

yxx
 

 

7. 













.566
,

,324

zyxz
xzy

xzyx
     8. 













.
,

,

zyxz
zyxy

zyxx
 

 
Методом исключения решить задачу Коши для систем: 
 

9. 
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


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

.0)0()0(,sin52

,2

21122

211

xxtexxx

xxx
t  
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10. 







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3
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t

t
 

 

11. 





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

.
2
1)0(,1)0(,sin3910

,cos289

21212

211

xxtxxx

txxx
 

 

12. 









 

.
2
1)0(,

2
1)0(,42

,32

21212

211

xxexxx

exxx

t

t

  

 

13. 







.0)0(,4)0(,1213
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21212

211

xxtxxx
txxx

 

 

14. 







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