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Streszczenie: Wedlug obowigzujacych przepiséw normowych PN-
EN 206-1:2003 kontrola zgodno$ci wytrzymatosci betonu na $ciskanie
jest kontrolg wyrywkowa opartg na ocenie liczbowej. Zgodnos¢ badane;j
partii betonu z deklarowang klasa wytrzymatosci zostaje potwierdzona
po spehieniu podwojnych kryteriow z uwzglednieniem przyjetego planu
statystycznej kontroli jako$ci. Kryteria zgodnosci stosowane na etapie
produkcji poczatkowej nie sg pozbawione wad a wielu autoro6w ocenia je
krytycznie. W artykule przedstawiono nowe kryterium zgodnosci dla
matych prob opracowane na podstawie statystyk porzadkowych. Opra-
cowane kryterium dla préb o liczebnosci 3 poddano ocenie
z wykorzystaniem prawdopodobienstwa akceptacji wyznaczonego
metoda Monte Carlo przy zatozonej statej wadliwosci 5%. Przed-
stawione kryterium nie zalezy od dyspersji wytrzymatosci
a prawdopodobienstwo akceptacji utrzymuje si¢ na stalym poziomie,
zblizonym do poziomu wlasciwego na etapie produkcji ciagte;j.

! Badania prowadzone pod kierunkiem prof. dr hab. inz. Wiktora Tura
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ystyki porzadkowe

1. Wprowadzenie

Wedlug normy PN-EN 206-1:2003 [1] kontrola zgodnosci
wytrzymatosci betonu na $ciskanie przeprowadzania jest z uwzglednie-
niem dwoch etapow produkcji, poczatkowej i ciaglej. Decyzja o pot-
wierdzeniu  zgodnosci  wytrzymalosci  produkowanego  betonu
z wytrzymato$cig charakterystyczna przyjeta w projekcie konstrukcji
zelbetowej, lub jej braku, podejmowana jest na podstawie poréwnania
wynikow badan probek z kryterium zgodnosci. Zdaniem wielu autoréw
[4-7] kryteria dla produkcji poczatkowej nie maja dostatecznego
uzasadniona statystycznego. Konsekwencje wynikajace ze stosowania
obecnych  kryteriow ponosza gtéwnie mate przedsigbiorstwa,
produkujace beton epizodycznie. Stosujac plan i czestotliwos¢ pobiera-
nia probek opisana w [1] pozostaja zwykle na etapie produkcji
poczatkowej 1 moga nie mie¢ mozliwos$ci przejscia na produkcje ciagla.
Produkcja betonow na etapie poczatkowym przy spetnieniu kryteriow
opisanych w przytaczanej normie moze okaza¢ si¢ nieekonomiczna dla
producenta [6]. W artykule przedstawiono nowatorskg procedur¢ opra-
cowania kryterium zgodnos$ci na podstawie matych zbiorow wynikow
pomiaréw wytrzymatosci betonu, o liczebnosci do 13 elementow, oparta
na statystykach porzadkowych.

2. Kryteria oceny zgodnos$ci wedlug PN EN 206-1

Proces kontroli produkcji (ang. production control) opisany w § 9.1.
PN-EN 206-1:2003 [1], obejmuje szereg dziatan podejmowanych w celu
zapewnienia kontroli jako$ci produkcji betonu, w tym kontrolg zgod-
no$ci. Odpowiedzialnos$¢ za kontrolg produkcji ponosi producent.

Norma szczegdtowo opisuje plan pobierania probek do oceny zgod-
nosci (tab.1). Wedlug [1] wynikiem badania f; moze by¢ wartosé
wytrzymato$ci otrzymana z pojedynczej probki szeSciennej lub cylin-
drycznej albo moze by¢ nim $rednia arytmetyczna z pomiardOw co
najmniej dwoch probek wykonanych z tej samej probki mieszanki i ba-
danej w tym samym wieku. Przy drugiej procedurze obliczania wyniku
f.i nalezy pomina¢ wartosci roznigce sie od wstepnie obliczonej Sredniej
o wiecej niz 15%, chyba ze analiza danego przypadku nie wykaze rac-
jonalnego powodu wyjasniajagcego pominiccie pojedynczego wyniku
badania.



Tabela 1. Minimalna czestotliwos$¢ pobierania prébek do oceny
zgodnosci

Minimalna czgstotliwo$¢ pobierania probek

Produkcja Pierws?’ze Po pierwszych 50 m® produkcji _
50 m Beton z certyfikatem  Beton bez certyfikatu
produkcji kontroli produkcji kontroli produkcji
- 1/200 m® lub

Poczatkowa 3 probki 2/ tydzie produkeji L1150 e lub

: 1/400 m® lub 1/ dzien produkcji
Clagta 1/ tydzien produkcji
Zrédlo: [1]

Zgodnie z § 8.2.1.3. PN-EN 206-1:2003 [1] potwierdzenie zgodnosci
wytrzymaltosci betonu na $ciskanie uzyskuje sie na probkach badanych w
28 dniu dojrzewania, na podstawie $redniej arytmetycznej f., obliczonej
ze zbioru ,,n” kolejnych pokrywajacych si¢ lub niepokrywajacych sig¢
wynikow badan (kryterium 1) oraz dla kazdego pojedynczego wyniku
badania f;; (kryterium 2). W tekécie normy [1] zamieszczono uwagg, ze
kryteria zgodno$ci opracowano na podstawie niepokrywajacych sie
wynikow badan a zastosowanie kryteriow do pokrywajacych sie
wynikoéw zwigksza ryzyko ich odrzucenia.

Uznaje si¢, ze zgodnos¢ dotyczaca wytrzymatosci betonu na $ciskanie
jest potwierdzona, jesli spelnione sa jednoczesnie oba kryteria,
przedstawione w tabeli 2.

Tabela 2. Kryteria zgodnosci dotyczace wytrzymalosci na $ciskanie

Liczba ,n” Kryterium 1 Kryterium 2
wynikow
Produkcja badah Sredni’a z.,n” Dowolny pojedynczy
wytrzymatosci  wynikow (fon) wynik badania (f)
na $ciskanie w N/mm? N/mm?
zbiorze
Poczatkowa 3 = fin +4 = fip—4
Ciagta 15 = fip + L4830 = —4

Uwaga. Odchylenie standardowe ¢ okresla si¢ na podstawie co najmniej 35 kolejnych wynikow
badan wykonanych w okresie dluzszym niz trzy miesiace, uzyskanych w okresie bezposrednio
poprzedzajacym okres produkcji, podczas ktorego ma by¢ sprawdzana zgodnosé

Zrédlo: [1]
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Wielko$¢ fy oznacza wytrzymato§é charakterystyczng zdefiniowana
jako kwantyl rzedu 0,05 rozktadu wytrzymatosci w populacji generalne;.

Kryteria zgodno$ci wlasciwe na etapie produkcji ciaglej, opracowane
przez L. Taerwe, zostaly obszernie przez niego opisane i uzasadnione
[np. 8]. Ostateczng postaé, czyli dobor wartosci wspolczynnikow,
ustalono przy wykorzystaniu krzywych operacyjno-charakterystycznych
i planéw kontroli wyrywkowej.

Jednakze kryteria stosowane na etapie produkcji poczatkowej nie
maja oczywistego i dostatecznego uzasadnienia statystycznego [4,5]
a przyjete wspodlczynniki testowe oceniane sg krytycznie przez wielu
autorow [np. 6,7].

3. Stosowanie statystycznych kryteriéw zgodnosci wytrzymatosci
betonu na sciskanie a ryzyko producenta

Jak wynika z komentarzy do EN 206-1 [6,8-11], procedury oceny
wytrzymatosci betonu na sciskanie wedtug kryteriow zgodnosci zostaty
opracowane na podstawie komputerowo wygenerowanych losowych
wartosci (metoda symulacji losowej Monte Carlo) oraz analize rzec-
zywistej produkcji kilku konkretnych zaktadow w Europie. W pracy [3]
analizowano przyktadowe dane, uzyskane dla réznych typow produkcji,
umownie podzielonych na cztery grupy:

duze (large volume) stabilne przedsigbiorstwa;

duze niestabilne przedsi¢cbiorstwa;

mate (low volume) przedsigbiorstwa, w ktorych pobieranie probek

odbywa si¢ regularnie;

male przedsigbiorstwa, w ktorych pobieranie probek odbywa si¢

nieregularnie.

Whyniki analiz pokazaty, ze najwieksze ryzyko producenta wystepuje
w grupie duzych, mocno obcigzonych produkcjg przedsigbiorstw, wyko-
nujacych probki z duza czestotliwoscig. Zawsze bowiem wystepuje
ryzyko dostarczenia pewnej partii tzw. ,,wadliwego” betonu, zanim
niezgodno$¢ wyrobu zostanie wykryta i podjete zostang dziatania kory-
gujace.

Analize ryzyka zwigzanego ze stosowaniem statystycznych kryteriow
zgodnosci zawartych w PN-EN 206-1:2003 [1] przedstawiono w [6]. Do
oceny tego ryzyka wykorzystane zostaly krzywe operacyjno-
charakterystyczne (krzywe OC). Sformutowane przez autorow wnioski
W odniesieniu do oceny zgodno$ci przeprowadzanej na podstawie
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matych zbioroéw wynikow (n = 3) mowig, ze zalecane kryterium prowa-
dzi do paradoksu, polegajacego na wzroscie prawdopodobienstwa akcep-
tacji przy jednoczesnym zwickszaniu si¢ odchylenia standardowego
wytrzymatosci betonu (tab.3).

Tabela 3. Prawdopodobienstwo akceptacji dla podwojnego kry-
terium zgodnos$ci wg PN EN 206-1:2003 przy stalej wadliwosci partii
w=0,05

Prawdopodobienstwo akceptacji dla odchylenia

Liczebno$¢ Typ standardowego [MPa]

proby produkcji

2 3 4 5 6
n=3 poczatkowa 0,267 0,707 0,863 0,917 0,939
n=15 ciagla 0,715 0,711 0,708 0,705 0,702

Zrédlo: [6, 5.25]

Ocena ryzyka zwigzanego ze stosowaniem podwdjnego kryterium
zgodnosci wedtug [1] dla prob o liczebnosci 15 przedstawiona w tabeli 3
pokazuje, ze przy stabilnej produkcji (wspotczynnik zmienno$ci na
poziomie 6%) prawdopodobienstwo akceptacji zgodnosci wytrzymatosci
badanej partii betonu z wytrzymatoscia projektowang jest najwigksze
i nieznacznie maleje ze wzrostem odchylenia standardowego.

Na etapie produkcji poczatkowej istnieje ryzyko, ze producent nie
podejmie dziatan zapewniajacych stabilny proces produkcji a ryzyko
odbiorcy zwigzane ze skutkami zakupu partii betonu o zanizonej jakosci
wzro$nie. Z przeprowadzonych badan wynika, ze ,bardzo czesto
stosowanym sposobem zmniejszenia ryzyka dyskwalifikacji partii
betonu jest zwigkszenie wytrzymatosci $redniej zamiast redukcji jej
rozrzutu. Takie postgpowanie jest nieekonomiczne i nieracjonalne” [6,
s.24].

4. Krytyczna ocena wspétczynnikow testowych w kryteriach
zgodnosci EN 206-1

Przed wdrozeniem normy EN 206-1 w Kkrajach europejskich
obowigzywaty rozne kryteria zgodno$ci. Byly to kryteria pojedyncze lub
podwojne. Zwykle wyrazane byly za pomoca nieréwnosci typu:

Jf::m — As = fc.'nci (1)

gdzie:

fom — wytrzymatosc¢ Srednia w probie n- elementowej,

fo — wytrzymatos¢ charakterystyczna,
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A — wspotczynnik testowy,

s — odchylenie standardowe.

W przypadku oceny zgodnosci na podstawie matych zbioréw
wynikow (np. n = 3) kryteria przyjmowaty zwykle postaé:

Jﬁ:m = fex T ri!{1 vf:lr'.:'n = kf lub Jﬁ:m = kE ck:

Wartosci  wspolczynnikow  testowych byly zréznicowane w
poszczegdlnych normach.

Oceny kryteriow dokonywano za pomoca funkcji operacyjno-
charakterystycznych. Zlinearyzowane krzywe OC dla kryteriow
przedstawiano na specjalnych siatkach z uwzglednieniem granic
obszarow nieekonomicznego i niebezpiecznego. Migdzy tymi granicami
powinny przebiegaé linie OC.

Zmiany w podej$ciu do europejskich kryteriow zgodnosci
wprowadzit L. Taerwe. Zaproponowal on nowe granice obszaréw
nieekonomicznego i niebezpiecznego (rys.l) krzywych OC i uwzglednit
wptyw autokorelacji na te krzywe [8,17].
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Rys. 1. Porownanie granic stref zagrozen krzywych OC
(linie ciggle — wg Taerwe, linie famane — wedlug CEB/CIP/FIP/RILEM)
Zrodto: [7, s.30]
Porownanie linii OC dla podwojnego kryterium (n=3) typu
JT(-;::I.“_E ck_k:l | Fmin = c?-c_kf dla k1=k2=3 z
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rysunku 2. Linie OC znajduja si¢ czesciowo w strefie zagrozenia
bezpieczenstwa, co oznacza zwigkszone ryzyko odbiorcy.
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Rys. 2. Linie OC dla podwojnego kryterium zgodnosci typu frm = for + 3
'.f"'"' = .f’-; -3
Zrodto: [7, 5.34]

Ocene wartosci wspotczynnikéw testowych wystepujacych w obecnie
obowigzujacych kryteriach zgodno$ci przedstawit w [7] L. Brunarski,
autor kryteriow zgodno$ci wytrzymatosci betonu przyjetych w dawne;j
polskiej normie PN-B-06250:1988 [2].

Jego zdaniem, przyjecie w PN-EN 206-1:2003 wartosSci
ky = k; = 4 jest ,,co najmniej dziwne” [7, 5.34].

Krytyczna ocena dotyczy rowniez wspotczynnika 1,48 wystepujacego
w kryterium 1 na etapie produkcji ciaglej (patrz tab.2) oraz dopuszczenia
warunku feimin < fk. Przy tej wartoSci wspotczynnika testowego (1,48)
poziom ufnosci jest nie wyzszy niz 0,3 co zwieksza ryzyko odbiorcy [7,
s.59].

W kontrolnych badaniach betonu na probkach wykonanych w for-
mach L. Brunarski proponuje przyjmowanie nastepujgcych kryteriow
zgodnosci:

e przy matej liczbie kontrolowanych probek (np. n = 3) podwojne kry-

terium zgodnosci w postaci f.., = f.. + & fi; = for, Przy czym dys-
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kusyjna moze by¢ wartos¢ parametru K; jako optymalna proponuje on
warto$¢ miedzy 5 a 6 MPa,
e przy liczbie kontrolowanych probek n > 15 pojedyncze Kryterium

fm = for + ks, Wktorym stosowano by wspotczynnik k = 1,64 [7,
s.60].

5. Oszacowanie kwantyli rozkladu z wykorzystaniem statystyk
porzadkowych

Gloéwnymi problemami statystycznej kontroli jakosci betonu, produ-
kowanego w matych ilosciach sa:

mata liczba badanych probek (pomiardéw X;j), co pociaga za sobg mala

doktadno$¢ otrzymanych oszacowan;

brak dostatecznej informacji a priori o przedmiocie kontroli, co z

kolei nie pozwala upewni¢ si¢ co do zatozen dotyczacych postaci

rozktadu prawdopodobienstwa mierzonej wytrzymalosci X.

W tych warunkach stosowanie powszechnie znanych metod analizy
statystycznej jest mato efektywne (np. stOsowane oszacowanie wartosci
oczekiwanej i wariancji jest optymalne przy zatozeniu normalnosci
rozktadu zmiennej losowej). Alternatywna metoda moze by¢ zasto-
sowanie nieparametrycznych przedzialdéw ufnosci, konstruowanych na
podstawie statystyk pozycyjnych, ktore nie zaleza od typu rozktadu
zmiennej losowej ani od dyspersji wynikow [13,14].

Metoda taka jest rekomendowana w ISO 12491:1997 [12]. W
rozdziale 6.6 tego dokumentu opisana jest prosta procedura oceny kwan-
tyli oparta na statystykach porzadkowych. Uzyskane pomiary Xy, X, ..., Xn
nalezy przeksztatcic W szereg uporzadkowany
XNy = X5, == X, a nastepnie okresli¢ oszacowanie kwantyla
X, rzgdu p jako:

X_‘J = X.‘(—‘l:n, (2)

gdzie k jest liczbg calkowita spelniajgcg  nieréwnosé
k=np<k-+1.

Przedstawiony w [12] zwigzek migdzy funkcjg gestosci rozktadu
kwantyla, w rzeczywistosci nie ma zastosowania w praktyce, poniewaz
wykorzystuje funkcje gestosci prawdopodobienstwa rozkladu populacji
generalnej. Jesli chodzi o rozwazang populacjg, to jej parametry a priori
sa nieznane a populacja, jak weze$niej wspomniano jest hipotetyczna. W
dalszej czgsci rozdziatu 6.6 sformutowane sa zalecenia dotyczace oceny
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kwantyla nawet dla matych prob, oparte znowu na zatozeniu o normal-
nosci rozktadu populacji a wiec nie majace zadnego zwiazku z ma-
tematycznym narzg¢dziem statystyk porzadkowych.

Nalezy zauwazy¢, ze gdy np <= 1 oszacowaniem kwantyla zawsze
bedzie najmniejsza warto§¢ w szeregu uporzadkowanym, czyli Xi., i
bedzie to warto$¢ raczej zawyzona. Z drugiej strony, wyniki pomiaréw
zblizone do warto$ci kwantyla niskiego rzedu zazwyczaj skrajnie rzadko
dostajg si¢ do malej proby. Dlatego wartos¢ kwantyla X, rzedu p
rozktadu populacji dla niewysokich rzedow ( np. p =0,05) prawie
zawsze bedzie mniejsza niz minimalna warto$¢ w probie.

Oszacowanie kwantyla, otrzymane na podstawie wzoru (2) daje
ocen¢ punktowy. Przedzialowe oszacowanie mozna przedstawi¢ za po-
mocg dwustronnego lub jednostronnego przedziatu ufnosci. Wedtug [12]
przy estymacji przedzialowej kwantyli poziom ufnosci y powinien by¢
na poziomie co najmniej 0,5 a jako warto$¢ rekomendowana podano
y=0,75.

W przypadku ciaglej zmiennej losowej mozna przy uzyciu dwoch
statystyk porzadkowych skonstruowa¢ przedzial ufnosci dla kwantyla X,
rzedu p w populacji 0 nieznanym rozktadzie. Wedlug [13] konstrukcje
przedziatu ufnosci takiego kwantyla przeprowadzi¢ mozna w oparciu o
warunek:

PI:__X.":."! £ 'Xﬂ E 'XE:."! Tc_.-'l ( \J-I-G (l - -I-G:I“_- (3)

Jesli r oraz s s wybrane w taki sposob, ze:
o )pra-p)" 2y
( } , (4)

to (X,..,..X..) jest nieparametrycznym przedzialem ufnosci dla
kwantyla X, rzedu p na poziomie ufnosci co najmniej ¥
W szczegblnosci, jesli konce przedziatow sa kolejnymi statystykami
><r:n | Xr+l:n to:
P(Xy € Xy < X,0q,) = ()7 (1 =)™ (5)
Natomiast jesli kwantyl wykroczy poza Zakres warto$ci pomiarowych
wowczas:

P(X, < Xy,) = (1 —p)" (6)
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Relacje opisane wzorami (5) — (7) przedstawiaja rozktad prawdopo-
dobienstwa dyskretnej zmiennej losowej, okreslajacej potozenie kwan-
tyla X, w uporzadkowanym szeregu wynikoéw n-elementowej proby
losowej Xy < Xpn <...< Xpo (brak rang wigzanych). Rozktad ten, nazy-
wany dalej rozktadem potozenia kwantyla zostat opisany w pracy [15].

Jest to rozktad dwumianowy, w ktorym sukcesem jest zdarzenie po-
legajace na tym, ze kwantyl X, przekroczyt warto$¢ z proby (jedna).
Prawdopodobienstwem sukcesu jest rzad tego kwantyla, czyli P(X < X,
)=p, za$ liczba sukcesow to liczba statystyk porzadkowych X;., Z proby,
ktore ten kwantyl przekroczyt. Tak okreslona zmienna losowa przyjmuje
n+1 wartosci, od 0 do n.

W tabeli 4 przedstawiono rozklad potozenia kwantyla rzedu 0,05 dla
proéby o liczebnosci n=6.

Tabela 4. Rozklad polozenia kwantyla rzedu 0,05 dla serii
wynikow n=6

Potozenie ; E: T T K T F;
kwantyla - =3 be’ o' = o o

-EE '\::;}I x':i x:::il x::%:'r ":T:' IE;\

=" =]

=9

Prawdopo-
dobien- 0,735 | 0,232 | 0,031 | 0,002 | 8,46E-05 | 1,78E-06 | 1,56E-08
stwo

Zrodlo: obliczenia wlasne

Interpretujac warto$ci przedstawione w tabeli 4 mozna zauwazy¢, ze
najbardziej prawdopodobne ,,potozenie” kwantyla Xq05 z populacji jest
ponizej wartosci minimalnej z proby. Jednostronnym
nieparametrycznym przedziatlem ufno$ci dla tego kwantyla na poziomie
ufnoéci co najmniej 0,5 jest przedziat (—o2,X,.) a faktyczne
prawdopodobienstwo pokrycia wynosi 0,735. Gdy poziom ufnosci
zwiekszymy do 0,95 dostaniemy przedziat {—o2, X, ) przy faktycznym
prawdopodobienstwie pokrycia 0,967.

Rozktad potozenia kwantyla Xggs zOStanie wykorzystany do
znalezienia estymatora kwantyla rzgdu 0,05.
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6. Estymator kwantyla rzedu 0,05

Oszacowanie kwantyla rzedu 0,05 wykorzystuje si¢ do opracowania
kryterium zgodnosci dotyczacego oceny wytrzymatosci betonu na $cis-
kanie. Kryterium takie mozna ogdlnie zapisa¢ w postaci warunku:

'f 0,05 = G (8)

gdzie: ¥, .- — oszacowanie kwantyla X, rzedu p = 0,05 w populacji
generalnej,

fo — wytrzymato$¢ charakterystyczna betonu.

Konstrukcja kryterium zgodno$ci opartego na warunku (8) wymaga
wyboru wilasciwej metody, na podstawie ktérej zostanie wyznaczone
oszacowanie kwantyla Xogs (0zn. X;p:) bedace estymatorem
wytrzymatosci charakterystycznej w badanej populacji betonu.

Autorska metoda oszacowania kwantyla, bazuje na dwoch kolejnych
statystykach porzadkowych z proby. Opracowany przez autorke
estymator kwantyla rzgdu 0,05 przedstawi¢ mozna za pomoca wzoru
ekstrapolacyjnego:

Xoos = kX + (1 — k)X 4y, , (9)

przy czym dla n <14 przyjmuje si¢ i=1, dla 14 = n < 34
przyjmuje si¢ i = 2 itd.

Wartosci  wspotezynnikow wystepujacych w kombinacji  liniowej
zaleza od liczebnosci proby n oraz rzedu kwantyla p. Pozycja statystyki
Xi:n Wyznaczona zostata na podstawie opracowanego rozkladu potozenia
kwantyla X s. Przyjety estymator X 5z jest mediang w tym rozkladzie.

7. Kryterium zgodnosci dla malych préb opracowane na
podstawie statystyk porzadkowych

Autorskie kryterium zgodnosci wytrzymatosci betonu na $ciskanie
opracowane na podstawie statystyk porzadkowych dla liczby wynikow w
serii n < 14 ma posta¢:

Rfog + (L—K)fr = fo, (10)

gdzie fy oznacza wytrzymalo$¢ charakterystyczng betonu,
foq1 =Xy, oraz f., =X,, oznaczaja dwie najmniejsze wartoéci
w uporzadkowanej serii wynikow takie, ze f.1 < f.a.
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Wspotczynnik k zalezy od liczby wynikéw w serii (n) i przyjmuje
wartosci przedstawione w tabeli 5.

Tabela 5. Warto$ci wspélczynnika k w zaleznosci od liczby
wynikow w serii n

clom| | v |lo|~]o|lo | Q2919238
A x| ¥ | | x| ool ool d ol o
N 0| ¥ | ol | N0 | ||| DD
ol B A S T e N IS A BOVA U I O T O = A I =N I =R I R )
e s s T s T s T O T I R B N

Zrodlo: obliczenia wiasne

Lewa strona nieréwnos$ci (10) jest oszacowaniem warto$ci kwantyla
rzgdu p = 0,05 (ﬁc_ oz.0.z ) rozktadu wynikéw w populacji.
Znajdujac oszacowanie kwantyla przyjeto ekstrapolacje
logarytmiczna:

Xosip = @4Inf + d; (11)
gdzie:
o, = L
I---'.:,:
FealnBe = Foalngs

B.=1—-6(x.)dlai=1,2.

Prawdopodobienstwo f; zostato zdefiniowane wzorem:
JS:' =1- GE-X:' = P[-X" = 'X_u} (12)
Poniewaz jako estymator kwantyla Xggs przyjeto mediang w
rozkladzie potozenia kwantyla, wigc f = 0,5. Wowczas, podstawiajac
os

] e
e s

[

k= .
e (13)
otrzymano zgdany estymator dla matej proby (n < 14):
Xoosios = kfer + (1= RS, (14)
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Analizujac wartosci wspotczynnika k przedstawione w tabeli 5,
mozna zauwazyc¢, ze oszacowanie kwantyla rzedu 0,05 dla n < 14 znaj-
duje¢ sie¢ ponizej najmniejszego wyniku f., co oznacza, ze zgodnosé¢ nie
zostanie potwierdzona gdy f.; < fi. Dla n > /4 oszacowanie kwantyla
polozone jest w przedziale [_X 10X 2 }

Racjonalne kryteria zgodnosci powinny speliaé trzy podstawowe
warunki:

e zwiekszenie liczebnosci proby n powinno pociaga¢ za sobg wzrost
wartosci prawdopodobienstwa akceptacji P,, czyli zmniejsza¢ ryzyko
producenta;

e zmniejszanie rozrzutu wynikow powinno powodowaé zwigkszanie
wartosci prawdopodobienstwa akceptacji P,;

e prawdopodobienstwo akceptacji partii betonu (P,) spetniajacej kryter-
ium powinno by¢ nie mniejsze niz wstepnie ustalona wartosé i
uwzglednia¢ kompromis miedzy ryzykiem producenta a ryzykiem
odbiorcy.

Sformutowane kryterium zgodnosci (10) dla matych préb poddano
ocenie, obliczajac prawdopodobienstwo akceptacji. Wykorzystano w
tym celu metode symulacji losowej Monte Carlo. W oparciu o algorytm
przestawiony w [17] wygenerowano po 100 000 serii liczb losowych
0 liczebnosci n = 3 zgodnych ze standardowym rozktadem normalnym.
Przyjmujac jako model beton klasy C25/30 i zatozong statg wadliwos¢
partii w = 0,05 oraz zmienne odchylenie standardowe (¢ =2, 3, 4,51 6
MPa), otrzymano 5 réznych rozkladow. Przy ustalonej frakcji wad
obliczono prawdopodobienstwa akceptacji dla podwojnego kryterium
zgodnoséci wg normy PN-EN 206-1:2003 w postaci:

-If-;:"'E c.'«:_‘l' lJﬁ:"'" = c.'-:_‘l'

oraz kryterium utworzonego na podstawie (10):
1421+ (1—-1421)f,, = f..

Porownanie  otrzymanych  wartosci ~ prawdopodobienstw  z
uwzglednieniem odchylenia standardowego przedstawiono w tabeli 6.

W odniesieniu do oceny kryterium zgodno$ci wedlug PN-EN 206-1
otrzymane wartosci prawdopodobienstw akceptacji (tab.6) sg bardzo
zblizone do wynikow, jakie przedstawili S. Wolinski i I. Skrzypczak w

[6].
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Tabela 6. Prawdopodobienstwo akceptacji dla podwéjnego
kryterium zgodnosci dla serii probek o liczebnosci n=3 przy stalej
wadliwosci partii w=0,05

Prawdopodobienstwo akceptacji dla odchylenia stand-

Kryterium ardowego [MPa]

2 3 4 5 6
PN 0,2693 0,7049 0,8651 0,9264 0,9372
EN206-1 (0,267) (0,707) (0,863) (0,917) (0,939)
Nowe 0,7053 0,7047 0,7053 0,7050 0,7053
kryterium

Zrédlo: obliczenia wlasne; w nawiasach - wartosci otrzymane przez
S.Wolinskiego i 1. Skrzypczak [6]

Analizujac wartosci prawdopodobienstw akceptacji otrzymanych dla
zaproponowanego  kryterium zgodno$ci mozna zauwazyC, ze
prawdopodobienstwo to utrzymuje si¢ na stalym poziomie okoto 0,705 1
nie zalezy od odchylenia standardowego. Ponadto uzyskane wartosci sa
zblizone do prawdopodobienstw akceptacji przedstawionych przez
S. Wolinskiego i I. Skrzypczak w [6] dla produkcji ciaglej wg PN-EN
206-1:2003 (patrz tab.3).

Poréwnujac wyniki przeprowadzonych analiz mozna stwierdzi¢, ze
przedstawione przez autorke Kryterium zgodnosci wypadto we wstepnej
ocenie lepiej, niz obecnie obowigzujace. Glownym zarzutem, jakie
postawiono aktualnemu kryterium wedlug normy PN-EN 206-1:2003,
byt bardzo niski poziom prawdopodobienstwa akceptacji przy stabilnym
procesie produkcji i wzrost tego prawdopodobienstwa ze wzrostem
niejednorodnosci  wytrzymatosci  betonu. Kryterium  zgodnosci
opracowane na podstawie statystyk porzadkowych tej wady nie posiada,
ze wzrostem rozrzutu nie wzrasta prawdopodobienstwo akceptacji a
wrecz utrzymuje si¢ na statym poziomie.

Dodatkowa zaleta przedstawionego kryterium jest to, ze przy ocenie
zgodno$ci nie wymaga si¢ znajomosci typu rozkltadu w populacji
i kontrolowania odchylenia standardowego.

8. Whnioski

Wstepna weryfikacja przedstawionej w artykule metody oszacowania

kwantyli i kryterium zgodnosci opartego na statystykach porzadkowych
pozwala na sformutowanie nastepujacych wnioskow:
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Oszacowanie wytrzymatosci charakterystycznej otrzymane metoda
statystyk porzadkowych nie wymaga znajomosci a priori rozktadu
wytrzymatosci w populacji generalnej.
Oszacowanie kwantyla rzgdu 0,05 w rozkladzie wytrzymatosci ot-
rzymane metoda statystyk porzadkowych nie zalezy od wszystkich
wynikow w serii a na jego wartos¢ maja wplyw tylko dwa
najmniejsze wyniki.
Przy wadliwosci 5% prawdopodobienstwo akceptacji oceniajace kry-
terium zgodnosci dla serii wynikoéw o liczebnosci n = 3, zalecanej
przez EN 206-1, utrzymuje si¢ na statym poziomie okoto 0,705 i nie
zalezy od dyspersji wytrzymatosci.
Wartosci prawdopodobienstw akceptacji uzyskane przy ocenie kry-
terium zgodnosci dla serii wynikow o liczebnosci n = 3 wyznaczone
przy statej wadliwosci 5% sa zblizone do prawdopodobienstw akcep-
tacji wyznaczonych dla produkcji ciaggtej wg PN-EN 206-1:2003 [1].
Przedstawione w artykule kryterium zgodnosci, wykorzystujace dwie
kolejne poczatkowe statystyki porzadkowe jest nowatorskim podejéciem
statystycznej kontroli jakosci (SKJ). Moze by¢ alternatywg w sytuacjach,
kiedy chcemy oceni¢ zgodnos$¢ produkcji z ustalonymi wymaganiami
okreslonymi za pomocg parametréow pozycyjnych a dysponujemy
skrajnie matymi probami. Tam, gdzie badanie ma charakter niszczacy
nie mozna sobie pozwoli¢ na zgromadzenie duzej ilosci wynikow.
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Applying of order statistics for assessment of the concrete com-
pressive strength conformity based on small sets of results

Elzbieta Szczygielska
Institute of Civil Engineering, Department of Civil Engineering, Pope John Paul
1I State School of Higher Education in Biata Podlaska, e-mail:
e.szczygielska@dydaktyka.pswhp.pl

Abstract: The test of concrete compressive strength conformity with
current regulations PN EN 206-1:2003 is the sampling inspection based
on a numerical evaluation. Satisfying the compound criteria, including
the adoption of statistical quality control plan confirms the conformity of
the examined batch of concrete defined by the declared class of com-
pressive strength defined by characteristic value of compressive strength.
The conformity criteria recommended according to that standard at the
initial production phase are not without flaws and they are critically
evaluated by many authors. This paper presents a new criterion of con-
formity for small sets of results based on order statistics. A preliminary
evaluation of the criterion was made for the series with a small number
of the test results with the use of probability of acceptance determined by
means of the Monte Carlo method with the assumed 5% fraction defec-
tive. The analysis of the results has shown that the presented criterion
does not depend on the dispersion of results whereas the probability of
acceptance is maintained at a constant level approached to the appropri-
ate one at the stage of continuous production.

Keywords: concrete, compressive strength, conformity criterion, or-
der statistics.

Introduction

According to the standard PN EN 206-1:2003 [1] compound concrete
compressive strength conformity criteria are in effect which are formu-
lated with regard to the two stages of production, initial and continuous.
As stated in [2-4] the criteria for the initial production are insufficiently
justified. The production of concrete of low classes, assumed according
to the criteria described in [1], may turn out to be uneconomical for the
manufacturer [3].
Hence, there is the need to work out the idea of compliance criteria
based on small sets of results, in which one can omit arbitrarily

24


mailto:e.szczygielska@dydaktyka.pswbp.pl

assumed values of constant coefficients, the same for all classes of
concrete compressive strength.

2. Conformity criterion developed on the basis of order statistics

The concrete compressive strength conformity criterion for low vol-
ume samples has been developed on the basis of order statistics [5,6]
and, finally, can be written as:

kf.y + (1 —k)f.. = f.. for the number of the test results in the
series of n < 14, (1)

where fy is the characteristic value of compressive strength of the
concrete, f.; = Xy.y and f, = X5., are determined by the two smaller values
in an ordered series of results such that f;; < fe.

The coefficient k depends on the number of results in the series (n),
and takes the values shown in Table 1.

Table 1. The values of coefficient k based on the number of the
test results in the series n

c|lm| | | o~ 0ol Q| d Y9 Q@ I ¥
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Source: own calculations

A criteria of conformity formulated (1) for small samples was evalu-
ated by calculating the probability of acceptance. For this purpose the
Monte Carlo simulation method was used. Based on the method [7] one
generated 100 000 groups of n = 3 random numbers in accordance with
the standard normal distribution. Taking as a concrete class C25/30
model and assumed constant fraction of defects of the series w = 0.05
and variable standard deviation (o = 2,3,4,5 and 6 MPa) five different
distributions were obtained. With a fixed fraction of defects the probabil-
ities of acceptance for the conformity criterion were calculated according
to PN EN 206-1:2003 [1] (criterion 1, criterion 2 for the initial produc-
tion) and the criterion described with conditions (1).

The calculation results are shown in Table 2.
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Table 2. The probability of acceptance for a compound conformi-
ty criterion for the series of samples of n = 3 at constant fraction of
defects of the batch w = 0.05

Probability of acceptance for the standard deviation [MPa]

Criterion ) 3 A 5 A
F;'B'BE_;\' 0,2693 0,7049 0,8651 0,9264 0,0372
The new 0,7053 0,7047 0,7053 0,7050 0,7053
criterion

Source: own calculations

Analyzing the values from Table 2. it can be seen that the probability
of acceptance is maintained at a constant level (approximately 0.705),
and does not depend on the standard deviation. In addition, the obtained
values are close to the probabilities of acceptance set for the continuous
production according to PN EN 206-1 in [3].

The criterion does not require the knowledge of the type of distribu-
tion in the population or the control of the standard deviation.

3. Summary

The initial verification of conformity criterion presented in the article,
based on order statistics allows for the following conclusions:

The estimation of the characteristic value of compressive strength of

concrete obtained by means of order statistics does not require a pri-

ori knowledge of the distribution of strength in the general popula-

tion.

The probability of acceptance for the criterion (1) for a series n = 3

with constant fraction of defects 5% is maintained on the constant

level at about 0.705 and is not dependent on the dispersion of

strength.

The values of probabilities of acceptance for a series n = 3 for the

conformity criterion (1) set at a constant fraction of defects 5% are

similar to the probabilities of acceptance assigned to a continuous

production according to PN EN 206-1:2003 [1].
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