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Получено условие равновесия краевого нанодвойника при наличии сил неупругой при-

роды. Показано, что для обеспечения возможности существования остаточного нанод-

войника в деформированном твердом теле необходимо наличие сил внутреннего трения. 

 

Введение. Исследование механического двойникования материалов, используемых 

в машиностроении, теплоэнергетике и др. отраслях промышленности обусловлено по-

требностью инженерной практики и необходимостью моделирования процессов разру-

шения в области механики деформируемого твердого тела. Связано это с тем, что высо-

кие скорости развития двойниковых прослоек и связанные с этим динамические эф-

фекты способствуют большой концентрации напряжений на границах двойников и в их 

вершинах, которые необходимо учитывать при прогнозировании полей напряжений для 

обеспечения прочности деталей, особенно в ответственных узлах механических систем. 

В отличие от упругих двойников, остаточные механические двойники не исчезают 

после снятия деформирующей нагрузки на кристалл [1–6]. Основной вклад в практиче-

ски нулевую подвижность границ остаточных двойников преимущественно обеспечива-

ется полными дислокациями, возникающими у границ раздела двойник – материнский 

кристалл в результате релаксации напряжений, обусловленных не только внешней 

нагрузкой, но и двойниковыми границами, являющимися концентраторами больших 

внутренних напряжений [7; 8]. Полные дислокации являются главной составляющей в 

природе неупругих сил, препятствующих перемещению двойникующих дислокаций [8]. 

Представляет научный интерес разработка методики количественной оценки роли сил 

неупругой природы, обеспечивающих фиксацию двойниковых границ после снятия 

нагрузки, деформировавшей кристалл. 
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Целью данной работы стало выяснение роли сил неупругой природы, действующих 

на двойникующие дислокации, в формировании остаточных нанодвойников клиновид-

ной формы. 

Постановка задачи. Для проекций сил, действующих на двойникующие дислока-

ции, на направление развития нанодвойника, примем справедливым равенство 

 

 SFF ei  , (1) 

где iF  – сила, действующая на i-ую двойникующую дислокацию со стороны остальных 

дислокаций нанодвойника;  

eF  – действие на двойникующую дислокацию со стороны внешних сил;  

S – сила неупругой природы, препятствующая перемещению дислокаций. 

Проекции сил, действующих на двойникующие дислокации, на направление, пер-

пендикулярное направлению развития нанодвойника, рассматривать не будем, так как в 

данном направлении перемещение двойникующих дислокаций затруднено, что связано 

с кристаллографией двойникования. 

При 0iF , 0eF , 0S , как это было показано в [9], двойник не имеет устойчи-

вого равновесия и исчезает.  

Случай, когда 0iF , 0eF , 0S , соответствует упругому двойнику [6], исчеза-

ющему при снятии нагрузки (т. е. при 0eF ). 

Остаточный нанодвойник может существовать только при условии: 0iF , 

0eF , 0S . При этом расстояние между двойникующими дислокациями в рассматри-

ваемом случае может существенно отличаться от случая, когда кристалл находится под 

нагрузкой: 0iF , 0eF  и 0S . 

В данной работе рассмотрим вариант, когда в (1) 0iF , 0eF , 0S . Тогда для 

рассмотренного в [9] краевого нанодвойника, состоящего из пяти двойникующих дисло-

каций, справедливо: 
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где крb  – модуль краевой составляющей вектора Бюргерса двойникующей дислокации (в 

приближении равной нулю винтовой составляющей этого вектора); 
 i
xy  – сдвиговые напряжения i-ой двойникующей дислокации. 

Учитывая результаты работы [9], (2) можно представить в развернутом виде: 
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Примем, использованные в [9] обозначения: 
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0404

2

кр

40
12 yyxx

yyxxxxb
a








 ; 

 
      

    22

12

2

12

2

12

2

1212

2

кр

21
12 yyxx

yyxxxxb
a








 ; 

 
 

      
    22

13

2

13

2

13

2

1313

2

кр

31
12 yyxx

yyxxxxb
a








 ; (4) 

 
      

    22

14

2

14

2

14

2

1414

2

кр

41
12 yyxx

yyxxxxb
a








 ; 

 
      

    22

23

2

23

2

23

2

2323

2

кр

32
12 yyxx

yyxxxxb
a








 ; 

 
      

    22

24

2

24

2

24

2

2424

2

кр

42
12 yyxx

yyxxxxb
a








 ; 

 
      

    22

34

2

34

2

34

2

3434

2

кр

43
12 yyxx

yyxxxxb
a








 . 

Тогда из (3) получим 

 

























Saaaa

Saaaa

Saaaa

Saaaa

Saaaa

43424140

34323130

24232120

14131210

04030201

. (5) 

 

Как было показано в [9], для данной системы алгебраических уравнений справедливо 

1001 aa  ,
 2002 aa  ,

 3003 aa  , 4004 aa  ,  

 
2112 aa  ,

 3113 aa  ,
 4114 aa  ,

 3223 aa  ,  (6) 

4224 aa  ,
 4334 aa  .

 

Тогда из (5) получим 

 



151 

 

























Saaaa

Saaaa

Saaaa

Saaaa

Saaaa

34241404

34231303

24231202

14131201

04030201

. (7) 

 

Учитывая, как и в [9], что 

ayyyyyyyy  03300110
, 

ayyyyyyyy  34431221
, 

 ayyyyyyyy 204400220  ,  (8) 

ayyyy 21331  , 

ayyyyyyyy 323321441  , 

ayyyy 42442  , 

где a – межатомное расстояние в плоскости, перпендикулярной плоскости двойникова-

ния, получим 

 
0301 aa  ,

 0402 aa  ,
 3412 aa  ,

 2314 aa  . (9) 

При этом система (7) преобразуется следующим образом 

 

























Saaaa

Saaaa

Saaaa

Saaaa

Saaaa

12241402

12141301

24141202

14131201

02010201

.  (10) 

Отсюда получаем 

 





















2

2

2

1202

1201

0201

S
aa

S
aa

S
aa

. (11) 

 

Данная система неразрешима, так как в ней количество неизвестных превышает ко-

личество уравнений. Для уменьшения количества неизвестных рассмотрим соотношения: 
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 
    

  222

10

22

1010

2

кр

01
12 axx

axxxxb
a








 ; 

 

 
 

    
  222

20

22

2020

2

кр

02

4

4

12 axx

axxxxb
a








 ; (12) 

 

 
    

  222

21

22

2121

2

кр

12
12 axx

axxxxb
a








 . 

 

Как было показано в [9], 

    211020 xxxxxx  .  (13) 

В данной работе примем допущение 

 dxxxx  2110
. (14) 

Тогда из (13) получим 

 dxx 220  . (15) 

Подставляя (14) и (15) в (12), для системы (11) получаем дополнительной условие: 

 
 

 
 222

222

кр

021201
12

2
ad

addb
aaa








 . (16) 

С учетом (16) второе уравнение системы (11) дает тривиальной решение 0S , кото-

рое было рассмотрено в [9]. Первое и третье уравнения с учетом (16) приводят к решению: 

 

 
 

 
 222

222

кр

12

3

ad

addb
S








 . (17) 

 

Для нахождения из (17) зависимости  Sdd   необходимо решение, получаемое из 

(17), уравнения четвертой степени, что выполнить точными методами весьма затрудни-

тельно. Поэтому рассмотрим ряд частных случаев. 

Примем ad  . Тогда из (17) получим 0S . Это рассмотренный в [9] случай не-

устойчивого равновесия, когда двойниковые границы ориентированы под углом 45  к 

следу плоскости двойникования. Для существования такого нанодвойника нет необхо-

димости в силе S. Однако, данная сила необходима для придания устойчивости такой 

конфигурации распределения дислокаций. 

При ad   из (17) получаем 

 
 S

b
d






12

3 2

кр
. (18) 
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Данный частный случай описывает нанодвойники, размеры которых приближа-

ются к размерам микродвойников. Как видим из (18), увеличение S позволяет удержать 

в равновесии двойник с большим расстоянием между двойникующими дислокациями. 

Введем коэффициент n, связывающий d и a следующим соотношением: 

 nad  . (19) 

Данное соотношение позволит понизить порядок уравнения (17) относительно n. 

Подставляя (19) в (17), получим 

 
 

 

 2

2

кр

1

1

12

3










n

nn

a

b
S . (20) 

Примем обозначение 

 
 




12

3 2

кр

a

b
A .  (21) 

Тогда из (20) получим уравнение 

 
2 22 0,Sn Sn S An An      (22) 

которое преобразуем к виду 

    2 2 0.S A n S A n S       (23) 

Данное уравнение имеет два решения [10]: 

 

      

 

   

 AS

ASAAS

AS

ASSASAS
n











2

82

2

422
2

 (24) 

и 

 
     

 

   

 

2
2 2 4 2 8

.
2 2

S A S A S S A S A A S A
n

S A S A

         
 

 
 (25) 

 

Очевидно, что физический смысл имеет решение, удовлетворяющее условию 

0n  , так как в (19) всегда должно быть 0d  ( 0a  по условию задачи). Этому усло-

вию не удовлетворяет решение (25). Поэтому его рассматривать не будем. А на реше-

ние (24) условие 0n  накладывает ограничение: 

 

    2 8 .S A A S A    (26) 

Отсюда 

 
2

A
S  . (27) 

В (24) знаменатель не должен быть равен нулю. Поэтому AS  , что исключается 

условием (27). 

В результате, с учетом условий (19) и (27) зависимость  Sdd   в частном случае, 

определенным соотношением (19), можно представить в виде: 
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   

 
a

AS

ASAAS
d






2

82
. (28) 

 

Заключение. Таким образом, получено условие существования в твердом теле 

остаточного нанодвойника после снятия деформирующей нагрузки. Показано, что для 

существования остаточного нанодвойника необходимо наличие у двойниковых границ 

достаточных сил неупругой природы. 
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