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Обратаая задача рассеяния, состоящая в восстановлении внутренней струк­
туры объекта, исследуемого посредством зондирования его волновыми поля­
ми, является нелинейной некорректной задачей [1,2]. Это сочетание свойств 
усложняет и вместе с тем делает актуальным анализ возможностей ее устойчи­
вого и единственного решения. Некорректность задачи естественным образом 
приводит к неустойчивости решения. Метод статистического обращения [1,2] 
позволяет находить устойчивое решение обратной задачи, строится оператор 
обращения, с помощью которого по наблюдениям детерминированных флук­
туаций волнового поля можно восстановить структуру конкретной реализацрш 
среды, используя информацию о ее интегральных свойствах.

Пусть — неограниченная однородная среда, находящаяся в покое и
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уравнениям Гельмгольца. В неоднородной среде в общем случае провести 
расщепление динамических уравнений теории упругости не удается. Опре­
деленные достижения здесь имеются для коротких волн [3]. Предположим, 
что в упругой изотропной среде имеется неоднородное включение объема V  
с жидкоподобными свойствами.
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Обозначим /о (лг) функцию распределения излучателей в области Q, 
Давление в акустической волне р ( г )  удовлетворяет уравнению [4]

^ р ( х ) + ^ р { х )  =  / о ( х ) ,  x e R ,

м л  r ^ v .

Проведем замены полевых величин в (2) [5]

Po

c(i-) = - г ,  и(г) = а)*й(г), p{ r )  = Pa exp(;/(r))
^ l - h { r ) 4

Подстановка (3) в (2) приводит к

A /> (r )+ * X r)  = n (r ) j j( r )+ V ;/( r )* V p (r )+ /o (r ) .

(1)

(2)

(3)

(4)
При формулировке обратной задачи рассеяния считаются известными 

/о  (г) при т е  <2, р { г )  при г е  Р ,  а искомыми п{г)  и r j ( r )  при г е У .
Правая часть уравнения (4) определяет источник первичного поля (г )

и вторичного поля, рассеянного по области V  неоднородностями ^(т), t j [ r ) .
Обычно относительные изменения плотности среды меньше, чем отно­

сительные флуктуации скорости распространения волн в среде, поэтому в 
первом приближении положим р (т) = Ро эквивалентно интегральному урав­
нению

P ( x )  =  P o { x ) + j G { x - r )  n { r ) p { r ) d r  V х & Щ , (5)

где = / о(»•)«*• — первичное облучающее поле. Поле р ( х )

измеряется вРобласти Р, а в области V  должно находиться из уравнений (4) 
или (5).

Уравнение, на основе которого решается обратная задача, имеет вид 

р { у ) =  р Л у Ь \ ^ { у - г )  n { r ) p { r ) d r ,  у е Р ,  r s V >  (^)
V

а волновое поле р{г) в области V  удовлетворяет уравнению
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/’ ('•) = />o( '’) + J g ( i'-»v) n {r ,)p {r ,)d r„  r, r^eV (7)

Нахождение p{r) из уравнения (7) представляет собой прямую задачу 
рассеяния первичного поляpjix)  на неоднородном объеме V

Процессы излучения, рассеяния и приема опишем с помощью операто-

ров б , S, Р Po{^‘) = Q / о ( ^ )  = /с ( г - д г )  f a { x ) d x ,  r e V ,  x e Q
л Q

Оператор Q отображает излучаемое поле /о(дг), x e Q в первичное 
поле в r e V  области рассеяния V или в области наблюдения Р,  
r - y s P .

Оператор S  определяет рассеяние и перерассеяние волнового поля в 
области V

p{r) = Ś ф(г) = /с(і--іі) ^{r,)dr„ г, ( 8)

где ф(»-) = и(г)/)о(|-); p { r )  = p{ r ) pa .
Оператор р  отображает поле, рассеянное на неоднородностях объе­

ма Кв поле, наблюдаемое в области Р

^{r)dr ,  r e  У, У ^ Р , (9)

Введение операторов Q, S\  Р  позволяет использовать символичес­
кую операторную запись, не указная в явном виде соответствующие аргу­
менты.

Запишем уравнения (6 ) и (7) об^тной и прямой задач в виде

Р - Р о ( 10)

Р - Р о  = ^ ”Р-  (11)
При изменении характера й зл у чеі^  изменяется только оператор Q , при 

изменении характера наблюдения— только оператор р . Изменение частоты 
зондирования вызывает изменение операторов Q, S, Р ,

Рассмотрим решение прямой задачи — уравнения (11) в операторном 
виде с учетом многократного рассеяния

р = |[£ -5 п ]  ' ро ^

где Е  — тождественный оператор.

( 12)
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Подставляя (12) в (10), получим выражение для рассеянного поля в об­
ласти приема Р

р  = р [ £ - п 5 ]  \ р о . (13)

Получим другое представление для рассеянного поля в области наблю­
дения. Умножим (11) слева на п{г)

n p -n p ę ^ -n Ś n p . (14)

Переход от уравнений (6), (7) к уравнениям (12), (13) накладывает опре­
деленные ограничения на свойства параметра с (г) рассеивающей среды.

Рассмотрим представление рассеянного поляв виде ряда рассеяния Бор­
на-Неймана

Р = Pq-̂  Рпр^+РпЗпр^+... +Pn^Śn^ pQ + Pn^Sn^ Pq 

При |5n | < 1 найдем сумму ряда

р  = Рп E * t ( S n J

Или

р = р Е+

Ро.

ИРо

(15)

(16)

(17)

В рядах (16), (17) Борна-Неймана ш-й член ряда учитывает т-іфатно 
рассеянную в области V  волну. При идентификации рассеивающей среды 
представление решения в виде ряда Борна-Неймана позволяет струкхуриро-

5л||<1 ряда О 6) и

hда

вать рассеянное поле. Кроме того, условие сходимости 
1п51 < 1 рДДа (17) позволяют провести предварительную ктассификацию нео- 

[ородности объема V n o  величине отклонения (с(г)-Со)с(г)~^ = 8  / по 
масштабу неоднородности а относительно длины волны /: т~аІ К

Различают короткие волны a/■^»l, средние ~ 1 , длинные волны 
аГ^ « 1 .  Слабонеоднородные среды 8  « 1 , средненеоднородные 8  ~ 1 , 
сильнонеоднородные среды 8  » 1 .

Для слабонеоднородной среды в ряде Борна-Неймана ограничиваются 
приближением однократно рассеянной волны [6 ]

р { у ) ^ Р п р о ' (18)
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Уравнение (18) является уравнением Фредгольма 1-го рода, поэтому 
восстановление п{г)  на его основе является некорректной задачей.

Изменение одноіфатно рассеянного поля в левой части уравнения (18) 
проводится на фоне многократно рассеянного поля и ошибок измерений. 
Представим (18) в виде

р(д^) = Р ф (г )+ Э (Д  ф(г) = л (г)р о (|-), (19)
где Э (у) представляет собой ошибку измерения, которая на множестве из­
мерений является случайной функцией. Применяя преобразование Фурье к 
(19), получим

Р («) = 0(«)ф (в)+Э(4г), (20)
где p[q) ,  G{q) ,  ф(^), д (? ) —  спектры функций
Р { у ) ,  G { y - r ) ,  ф(г), д (у )-

Постановка задачи обращения. Требуется найти оператор обращения 
М такой, чтобы отображение jQp было как можно ближе к искомой функ- 
ции ф(у)

Найдем спектр М (q) оператора обращения так, чтобы

( |М (в )р (в ) -ф (« ) |'л ^  = m in , (21)

где А — произвольнаГкрнстанта.
Предположим ^Э) = 0 ^ ^ ) = О, (^ ) = О. Из условия (21) с учетом предпо­

ложения получаем

(2 2 )
где (д),  Rpp (^) — спектральные плотности корреляционных функций 

р̂Ф (̂ > ̂ 1) ’ ^рр ІУ^Уі)^ чертой обшначается величина, комплексно-сопряжен­
ная

= (рф) = (ф р \  =  (ф(Оф + э)) = R^G  + .

R ^  = ((Оф + Э )(ё ф І) )  = G R ^G +  R ^ G ^ G R ^  + R^ .

(23)

(24)

гдей^=(фЭ); = = Э̂Э щ .
Подстановка (23) и (24) вД22) гфиводит к ф(^) = М (9 ) р (9 ) ,  где

M{ q ) -  (« и + )(gR^G+R^G+GR̂ , ^ R ^ ) \
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Если ошибки измерения Э и Ф независимы, то = 0 я  M { q )  примет 
вид

= + (25)
Применяя к ф(^) = M { q ) p  [q) обратное преобразование Фурье, полу­

чим искомое поле

ф(г) = |м ( г - ; » ) р ( у ) ф  (26)
Р

Ядро М { г - у )  интегрального оператора м  находится с помощью об­
ратного преобразования Фурье из формулы (25). Как следует из (25), для на­
хождения M{q) необходимо знать т.е. иметь информацию о корре­
ляционной функции R^^ или спектральной плотности R ^ { q )  реконструиру­
емой функции ф и корреляционной функции R^^ (или [q))  ошибки из­
мерения.

Алгоритм нахождения ф(г) по формуле (26) дает решение, устойчивое 
по отношению к малым погрешностям измерений.

Обозначим через АЭ относительную ошибку определения функции 
(спектра) Аф = |Эф||фр • норма оператора м  или |Л/ (^)| значительно мень­
ше нормы м~^ или [м  (^)| , поэтому максимальная ошибка Дщах  ̂ в опре­
делении ф или п(г) имеет порядок АЭ ,т.к. связь между A^^F и АЭ имеет 
вид

А ^ І^  = 1С(д)Цм(д)ІАЭ. (27)

Доказательство устойчивости решения следует из пропорциональности 
связи (27) между A ^ F  и АЭ.

Как правило, корреляционная функция (спектральная плотность) R^  ̂
известна априори. В некоторых задачах также заранее может быть известна 
корреляционная функция (спектральная плотность) однако в большин­
стве случаев R ^  (или /^^) необходимо находить на основании измерений.

Уравнение, которому удовлетворяет корреляционная функция 
^РріУі>У2) - { р { У 2) Р ^ 2)) находится на основе уравнения (18) с 
учетом (э)=о, (Ф) = 0, (р) = о и имеет вид

^ рР {УиУг) = ('i.»2 ) • (28)
Задача определения R ^  из уравнения (28) по измеренной корреляцион­

ной функции Rj^ , у 2) является некорректной. Устойчивое решение урав­
нения (28) может быть получено методом статистического обращения анало­
гично тому, как это было выполнено выше. Однако в этом случае для получе­
ния устойчивого решения потребуется информация о моментах функции
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ф четвертого порядка. Для моментов четвертого порядка получим уравне­
ние типа (28), для получения устойчивого решения которого требуется знать 
моменты более высокого порядка.

Рассмотрим способ определения в рамках модели эффективной сре­
ды. В этом случае не требуется знание моментов более высокого порядка. 
Такие параметры волны, как затухание (рассеяние), дисперсия скорости, за­
висят от йнтеіральных свойств рассеивающей среды, в частности, от корре­
ляционной функции неоднородности (или ). Коэффициент затуха­
ния, дисперсия скорости волны измеряются при наблюдении волнового поля 
р  ( у ) . Наблюдения проводятся комплексно. Вычисляются макро- и микро- 
структурные параметры волны, несупще информацию соответственно о мак­
ро- и мйіфоструктурных параметрах рассеивающей среды.

Первое приближение метода осреднения {/?), описывающее поле в эф­
фективной среде, удовлетворяет уравнению

^{р)+1<1{р) = п { р ) ,  (29)

где п — эффективный интегральный оператор, вычисленный с учетом мно- 
гоіфатного рассеяния.

Предположим, что зондируемое поле ife^(r) = (o^c’^ (r) статистически 
изотропное и однородное. В этом случае оператор п представляет собой 
йнтегра(4іьный оператор с разностным ядром

n'W = j n { r - r ,  )Т  (/> ) d r , . (30)

СобственЙЕЦИ функциями оператора й* являются функции . Дис­
персионное у р а в н ^ е , соответствующее (29), имеет вид

= k l - n * { q ) ,  (31)
где q = k  + ib\ n ' ( q )  спектр эффективного интегрального оператора п ,  
ядро которого имеет вн

n { r \ r j )  = G { r - r j ) R „ { r - r j ) ,  (32)
где Д, (г - Гу) — корреляішонная функция реконструируемой функции 
” ('■)> — ф ункцм  Грина однородной среды с параметрами
^0* Фо. Ядро п* (z ) вычисмется по известному спектру п* ( ę ) :

1 ^
= /« * (« )  exp{iqz)dq. Z = r- i- , (3 3 )

Из эксперимента с^ределяется коэффициент затухания (рассеяния) 
8 ((о) = {и)и-'-
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По измерению фазовой с^ -
(О

^(о))
или групповой

dci)
ско­

ростей находится Кем/ q  = i^(co) в формуле (31).
Подставляя найденные выражения для q =  A:(cd)+?V 8  ( со) в (31) опреде­

ляем W* ( ę ) , а затем по формуле (33) находим ядро п (z ) . Далее из формулы 
(32) определяем (г - ).

Таким образом, на основе измерения рассеянного поля проводится иден­
тификация интегральных и локальных параметров структуры неоднородной 
среды. Последовательное решение задачи реконструкции параметров струк­
туры среды проводится по схеме, описанной выше.
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ КОЛЬЦА 
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Автомобильная шина является основным звеном, связывающим авто­
мобиль с дорожной поверхностью. Поэтому от технических характеристик 
шин существенно зависят динамические качества колесных транспортных
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