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1. Постановка задачи. Рассмотрим линейную автономную дифферен­
циально-разностную систему с соизмеримыми запаздываниями, которую 
будем называть системой 2:

x(t) =Ax(t) + £ Aix{t — hi) + Bu(t), /е=Т=.[0, Ц], (1)
/== 1

х(/) = n((), teH~=[ — ht, 0], 
y(t) = Gx(t), t=T.

Здесь x—n-вектор (столбец) решения уравнения (1) (nl>2); у— /-вектор
выходных величин (выход) (/^s1); ' и — г-вектор , входных величин
(управление) (г^1); Л=-йо, со> 0 (/=l,m, m>1), h = mo — постоян­
ные запаздывания; £> h — фиксированный момент времени; А, А, В, G — 
матрицы подходящих размеров, причем ' Ат==0.. Пусть цеС, С== 
='C(H~,Rn—банахово пространство непрерывных функций; и^С, 
C=C(T,Rr) —множество кусочно-непрерывных функций.

Функцию xt=. (х/(0) =х(/ + 0), 9ееН~) будем называть [1,2( со­
стоянием системы 5 в момент времени /^гО.

Задачу достижимости для системы 2 будем понимать [2—5( как 
задачу попадания из нулевого начального состояния хо=О в некоторое 
конечное посредством подходящего управления «=(«(/),/е Л-

Полная достижим'ость системой ' 2 произвольного абсолютно непре­
рывного состояния <Ц), teH~ :3u<=^ L2= 2l(T, Rr), для которого x(t) = 
=p(t — tt), /е [/i — h,iJ, требует [3], чтобы rankB=n. Поэтому рас­
смотрим задачу функциональной ' достижимости [5(

(хо = О Ve> 0) З^ее £2 такое, что ||ф—х6 ||л2 <е, (2)
где' <р — заданная функция, <<=L2==L2(H~,Rn), xt—конечное состояние 
системы 2. • '

Определение 1. ' Систему 2 назовем функционально достижимой 
(h-дастижимой), если задача (2) разрешима для произвольной функции 
ф<=/,2-

Неравенство (2) означает, что множество всех конечных состояний 
системы 2 X = Ц ' | и е £2} всюду плотно в £2. Поскольку £2 — гильбер­
тово пространство, ' то это возможно тогда и только тогда, когда ' в £2 не 
найдется элемента, ортогонального всему множеству X. Значит, справед­
лива следующая
' Лемма 1. Система 2 f-достижима в том и только в том случае, 
меда для хо = О и любой функции /е=££ = £2([/1 ' — h, /J,/?") существует 
травление u^L? такое, что

! f'<tt)xcti)titA=Q
tt-h

(штрих везде обозначает операцию трраспонирования матрицы).
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Другие постановки задачи достижимости для системы 2 и обзор 
имеющихся результатов • изложены в работе [3]. В настоящем исследо­
вании задача /-достижимости решается • через вывод параметрического 
критерия /-наблюдаемости двойственной системы 2ь

2. Предварительные сведения. Пусть Л — множество корней характе­
ристического уравнения системы 2

det Г(Х=0. W(()==E-A- •
i= i

где Е — единичная (пХ п)-матрица; К — множество комплексных чисел. 
Для произвольного характеристического числа ZeA алгебраической 

кратности k рассмотрим множество функций
ФД6) = £ Т/+1-§1Хе. />1. (3)

i=o

Здесь у = со1[у1, ..., у*] — пй-вектор-столбец, удовлетворяющий системе 
линейных алгебраических уравнений Мк(Ъ)у>. — 0. Постоянная (nkXnk)- 
матрица МДА,) имеет вид

МДЛ) = О Wi
Wk

-А 1
<dW(K) , / = Ofe-l. (4)

Г UZi W?
=

о -6 Fl
Линейную оболочку функций (3) Р,.сС называют [6] обобщенным
собственным пространством системы 2.

Система 2*, сопряженная к системе 2, имеет вид

z'(x) = — г'(т)А — £ z'(r-A/ii)Ai, t<1i,

& (т) = 2(Л + т) =£(т), . те//+= [0, А, l^C* = C(H+, Rn),
v'(t) ==z'(x) В, т<Л1ь •

Обобщенное собственное пространство PlczC* системы 2*, отвечающее 
характеристическому значению А, кратности k,— линейная оболочка 
функций

ф(Д = £ ((г=7)г е~и' S^H+’

где [₽ь ... ,₽]МДА=-0.
Состояния xt и z* систем 2 и 2* связаны соотношением

(A, xt>) — (2° Хо) = $ v'(x)u(x)d^r, Л>0,
о

где билинейная форма (•, •) задается [6] выражением

(ф, ф) =ф((0)ф(0) + £ J ф'(т)Л<ф(т — hi)^ ф=С‘.
1=1 о

Пусть Ад, —множество из N характеристических значений А=еА; Р, 
Р* — линейные оболочки пространств Рк, Р\, А=Л^; Ф, V — базисы 
конечномерных пространств Р, Р* такие, что (Y, Ф) =Е. Тогда - верно 
разложение пространства С по ЛД

C = P®Q, (5)

где .Р = (фееС|ф = Фй, Ь — вектор-столбец}, Q = {<ре=С| (Т, <>) =0}. Для 
произвольной функции (ре С'-

=ф(Т,ф), ф=ф — фР.

220 «



I 3. Задача /-наблюдаемости. Соотношение двойственности. Для, произ­
вольной абсолютно непрерывной п-вектор-функции z(t), teT,• t\^h, 
яиссмотрим формулу интегрирования по частям:

- z'(/i)x(Zi) — z'(0)x(0) = $ ^z^i)-1^)^
.о 

гдех(0, • teT,— решение системы 2. В правой части в силу (1) получим

- $ д(г'(т)х(т)) = $ 2,(т)хС())Л+ $ г'(т) (Ах(т) + 
ООО

+ X А,хТт —hi) -)-Ви(т) )dr.

Отсюда '
(Ax) — (z°, хо) = j (z'(r) +z'(r)A + £ z'(T+hi)A)x(T)dr+

■ 0 i= 1

+ j (z'(t) +z'(t)A+ X z(t + hi)Ai) x(x)dx+ $ v'(i) u(x) di. (6)
/,-Л /=1 о

Введем систему наблюдения 2* следующими соотношениями:

z'o) + z'(x)A + X z'(x-Ahi)Ai = 0, те|0, /i — h],
' • <=i

Z'(t)+z'(t)A + X z'(x+hi)Ai + f'(T)=O,
, i=l

t«= [/1 — h /е=Ц W
z'(x) =0, тt\> h, 
u'(t) =z'(t)B, tsT.

Тогда из (6) для нулевого начального состояния системы 2 получим

<f, = ( v'WuM)dx. (8)
о

Очевидно, что для всякой функции f^L!2 найдется единственная 
абсолютно непрерывная функция z(x), - t=[(i-ft, f], обеспечивающая 
(7). Однозначной ' будет и операция вычисления функции feE.2 по задан­
ной абсолютно непрерывной функции z(r), те [ii—h, /1].

Введем
Определение 2. • Система 2* называется /-наблюдаемой в момент 

бремени to h, если равенство ц = 0 влечет за . собой /=0 (и=(г(т), 
т=-),Е=л^Л). . ’

Ввиду (8) очевидно следующее утверждение.
Лемма 2. Система 2 f-достижима тогда и. только тогда, когда 

система.. 2 } f-наблюдаема.
4. Вспомогательные утверждения. Для удобства рассмотрим задачу 

/-наблюдаемости ' не для сопряженной системы 2*, а для «прямой» си­
стемы 2i: „

х(/)=Лх(/) + X Aixy-h), /е[й, Л],
i= 1

x(()=Ax(()+ X Ax(t-hX.+y(t)', ttefl + феЙ2(Я+, Rn),
i= 1

x(Z) =0, ^0, 
y(t) = Gx(t), teT. (9)

Выясним, при каких ограничениях на параметры система 21 /-наблю­
даема: у= (y(t),. teT) = 0 ^влечет . за собой ф = 0. Для этого докажем два 
вспомогательных утверждения.
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Обозначим: Qt)=x(t), :6(0 = col • [0, (-), ...', 0m(-)], ' 0(0 =
= 0(/—iw), /ейл=[/ ,/г + ш], i=l,m.

Лемма 3. Пусть функция. — в (9) N раз непрерывно дифференцируе­
ма: феС = С* (Н+, Rn), N = na — 2, а=, (n—1)m. Тогда справедливы 
дифференциальные соотношения

А*+‘ (p)y(t+k<a) =Lk+i -(p)@(t) ,1eQk, к = 0, а— 1, (10)
где А(р) = ДеЦрРз—Л), £/+i(p) — дифференциальный оператор порядка 
не выше nk + n— 1, p — d/dt.

Доказательство. Используя матричное исчисление, можно 
[7,8] показать, , что

к
А(р)х(- + /гю) = D(p) £ Д,х(+ (й — -)со) +

i = 1

+ D(p) У Л0((-Н*-Оо), t(= Q*. k=0, 1, ... (11)
i=T+i

Здесь D(.p)=Dopn-' + ...+Dipn~2 + Dn_i Dk=Ak-rtAk~x - ... - rkE, 

rk= —— Sp(ADfc_i), k=l,n—l, Do = E (предполагаем, что если й = 0, 

то первое слагаемое равно 0; если же k> m— 1, то второе слагаемое равно ■ 
0, Л,=0 при -> tn).

Пусть ц= ерш — оператор сдвига:

х(- + йю), й^О,
0(- + й<>), —т«-Г<0, tc=Q

Из (11) следует, что

D(p) £ Л<Д' *(р)|? ‘x(t), й>0, ->1,
■ i=i

А(р)ц*тс ((0, — rn<^[<0V- = 0, -geQ/,.

Применяя к (11) А(р) к раз • и умножая обе части этого выражения на 
матрицу G, получаем формулу (10). Лемма доказана.

Обозначим через Xk(t) (к — целое число, t<=R) (пХп)’Матрицы- 
решения определяющего уравнения [I]

Xk(t)=AXk_.(/) + £ AJXkilt — ico)
i = I •

с начальными условиями .

Xk(t)=O, k<0\)t<0>, Хо(О)==£.

Пусть функция ф в (9) ' к— 1 раз непрерывно^ дифференцируема й 
6%W(j-) :=jW(if + O)—Ak\t — 0) —величина скачка й-й производной 
решения системы 2| в точке t^h., к= 1, 2, ... Следуя [8], можно доказать 
лемму.

Лемма 4. Пусть t* — hA-q® (q-натуральное, число), s/=
— (q — m + l)®,. I = 0, m, тогда справедлива формула 

6X™t*k=Xk(q®)tHh) + £ ' £ ^-/(рсоЛ^'-^Л-ш + О)­
/ = 1(=1

- £ £ Х4_Дхт-1)Л1-0'-1'(Л-О), й>1.
/=1 1=1 ■
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Если t* = h, то

6xV(h) = Xk(0)8(h) + £ . £ Xt-dOjA/OU-'h/i-ia + O)-
* /=1 /=1

-e<*>(/-0), £>1.
5. Условия /-наблюдаемости. Пусть L(p) =col [Ло(р), L- (р), ...", La (p)], 

где Lo(p) = diag[G, ... , G] — (ImXnm)-матрица, 1 L-(p) (z=l,a, a = 
= (n— l)m—дифференциальные операторы, о которых говорится 
в лемме 3: Ye(t) = col[y9() — h),A.(p)yt>(t), ..., A“(p)y9(t + (a— 1)©)], 
/еОь где ye — выход, отвечающий состоянию X/, = 0.

Пример 1. Для системы - Si с одним запаздыванием оператор 
Цр) имеет вид col[G, GD(p)Ai,... , G(£)(p)Ai)n~’]. .

Теорема 1. Для f-наблюдаемости системы S i необходимо, чтобы 

rank £(Х) = nm хотя бы для одного (12)

Д^!^!^!зательст£^о. Рассмотрим подмножество функций феСЛ', 
N=na, — 2 таких, что 6(W(/)=0, k = 0, А-|-1. Ввиду лемм 3, 4 класс 
функций {0}, порождающих заданный выход у&= (ye((), te [О, nh]), сов­
падает с множеством решений граничной задачи

£(р)<в(0='Уе(0, 
t бх(*)(Л)=0, k = 0.V+1.

Если ' условие (12) нарушено, то можно выбрать функцию ' О<= 
eC'i+l :д(-) ^=0, /е/Д+,- так^ю 4to (I3) будет выполняться при уе = 0.

По формуле ф(0 = x(t) — Ax(t) — £ A-x(t — hi), teH+, найдем функ­

цию ф ==0, - при которой система - Si не является /-наблюдаемой. Теорема 
доказана. ■

Определение 3. Система S) называется обратимой, если из усло­
вий у=0, хЛ+Л = 0 следует, что- ф = 0.

Те орема 2.' Для обратимости системы S) необходимо и достаточно, 
чтобы '

Доказательство. Необходимость. Если условие - (14) 
нарушено, то выберем абсолютно непрерывную функцию .0 из условий

’ G0(t)=O, AmO(t)=O, l<=Q=[0, со],
0(0 =0/е [со, Л]. '

Получим у=0, хотя соответствующая- . функция . ф =/=0.
Д^с^таточность. В силу (9) Gx(0=0, Amx(0=0, - te/G — 

— и,Л]. Отсюда х(0=О, /е [G — со, GJ. По той же причине х(0==О, 
/е [Л —2со, Л — со] и т. д.: х(0=0, t^H+, отсюда ф = 0. - Теорема до- ■ 
казана.

Следствие 1. . Для f-наблюдаемости системы S) необходимо, 
чтобы . она была обратима.

Обозначим через Л = {XieAlrank Л(Х-) <nm,- = 1, N} . множество 
различных корней наибольшего общего делителя всех миноров пт-го 
порядка матрицы £(£), которые - входят в Л с алгебраическими кратно­
стями k-. Если Л= 0, то система S) заведомо /-наблюдаема.

Пусть Лу=0. Рассмотрим разложение (5), где - Ад = Л. - Построим 
матрицу

Mq(Xl, ... , XN) = о
Е,
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где Mki (Z() =
ЛШ)

G 0 ... О ((п-\-1) kiXnki)-матрицы (матрицы

О О ... G _. J
Affc(X,) описаны в " (4)), Ei=[E'O, ••• ,0] — (п X nk) -матрицы, q = ki-\-... 
■ + kN-

Теорема 3. Система Si f-наблюдаема тогда и только тогда, когда 
одновременно. . выполнены два условия:

1) rank L(X) = nm, ЭХе/<;
2) гапкЛ4?(Х1, ... ,kN) =nq, ZeA.

Если Л= 0, то условие 2) считается выполненным.
Доказательство. Необходимость условия 1) установ­

лена в теореме 1. Если условие 2) нарушено, то в - качестве- x(h-Н), teH~, 

можно взять ненулевой квазиполином' 0(()= £ Ч.,-(0)» где 

определены посредством (3), причем

ЯМ К ' = 0, i=\,N, f ДуХ1 = 0.
i — 1

(15)

В силу (15) 0(0) =0 и уе = О, хотя лр==О, так как 0(0 ^0, t<=H~.
Достаточность. Ввиду условия 1) и соотношений (13) всякое 

решение х°. системы Si, порождающее у = 0, принадлежит ббобщенному 
собственному пространству Р, начиная с t\Znnh. Как видно из доказатель­
ства теоремы 2, если выполнено условие 1), то система Si обратима (дока­
зывается от противного). Значит, х'еР. Поскольку х0(0)=0, то - в силу 
(15) и условия 2) х( = 0 и гр = 0, т. е. система Si f-наблюдаема. Теорема 
доказана.

•Замечание 1. В [1] показано, что если у = 0, ti = nh, то у = 0 
V/i>0. Значит, если система Si не является- /-наблюдаемой -при ti=nh, 
то она остается таковой при любом ti> h. ~ /

6. Критерий /-достижимости. Опираясь на лемму 2, получаем пара­
метрический критерий /-достижимости системы Si.

Теорема 4. Для f-достижимости системы S необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялись условия теоремы 3 при подстановке в них 
транспонированных матриц системы S.

Отметим, что свойство /-достижимости системы S не зависит от нали­
чия у нее свойства полной управляемости [1—3]. .

Пример 2. Пусть система S имеет одно запаздывание (пг = 1) и сле­
дующие параметры: '

' - 0 0 0 'о 1 0 ' -1 0
А = 2 0 0 , Л1 = ■0 0 2 в = 0 1

0 — 1 0 0 0 0 . 1 0 .
Система S с данными матрицами не является полностью управляемой, 

так как - rank [ U(X), В] <3. В то - же время условия теоремы 4 выполнены, 
т. е. система S /-достижима.

Пример 3. Рассмотрим систему S с теми же матрицами А Л, и В = 
= со1 [1,0,0]. г

Находим, что rank [ U(X), В] =3 при любом - X. Значит - система S 
полностью управляема.- Условие 1) теоремы 4 не выполнено, поэтому 
система S не является /-достижимой.
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