
Из анализа результатов полученных исследований следует, что при g i> l, 0 ,56i
(падение продольной волны) и при qj > 2 , у ^  1»3уі (падение поперечной волны) 
плита является эффективной виброизолирующей конструкцией.

ЛИТЕРАТУРА

1. Бреховских Л.М. Волны в слоистых средах. -  М.: Наука, 1973. -  344 с. 
2.3аборов В.И. Теория звукоизоляции ограждающих конструкций -  М.: Стройиз- 
дат, 1969. -  185с.

УДК 539.3

А , £ . Крушевский, Т. А. Лудеманн

УТОЧНЕННАЯ ТЕОРИЯ ДИНАМИКИ 
ТОНКИХ ПЛАСТИН

Белорусская государст венная политехническая академия  
Минск, Б еларусь

Как известно, при выводе уравнений технической теории тонких пластин при­
няты априорные гипотезы Кирхгофа-Лява, а также допущены некоторые противо­
речия с законом Гука и с условиями выполнения краевых условий на торцах плас­
тинки. Кроме того, пренебрегается инерцией поворота элементарного столбика, 
что не позволяет получить достоверные решения ряда динамических задач, таких 
как определение спектра частот собственных колебаний, определение вынужден­
ных колебаний пластин и др. А это обстоятельство, в свою очередь, сказывается на 
применении модели упругой пластинки к изучению различных физических явле­
ний, например, при моделировании голосообразования в случае представления го­
лосовых связок в виде тонких упругих пластин, подверженных действию дина­
мических нагрузок [5].

Указанные недостатки технической теории пластин заставили ученых построить 
различные утоаденные теории [1,2,3]. По мнению авторов данной статьи, наиболее 
совершенную теорию пластин можно построить, если заранее выполнить все крае-

h
вые условия на торцах: 2 =  ± -

‘2 ’
= ± i .

2 ’

X
= ± - ^  

2
= ± = ± — , Это можно осу- 

2
ществить на базе любых полных рядов с использованием вариационного уравне­
ния равновесия элементарного столбика [4]. В частности, удобно применить ряды 
по полиномам Лежандра благодаря их ортогональности [2].
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О граничиваясь двумя полиномами, запиш ем  ряды  аппроксим ирую щ их функций;

и = — и  + 
h '

^ 20z^  3 z
- - I t / .

2 Z rrv = — V. + 
h '

2 0 z^ 3z"'

w = r „ + -
1 f  1 2 z^--1

\  У

В качестве возможных перемещений возьмем линейные функции, а именно 
6w = z , Sv = 2, 5w = 1.

Выполняя краевые условия на торцах пластинки, получим следующие выраже­
ния для перемещений:

и =
2h

1-
4z

3h^

2 Л 20z ^ _ 3z 
ł3 h

5z
' 2 А

4z
9 N \.Z 2 0 z ^ _ 3z

ьЗ А

i - i .
2 G Эх

І _ І .
2 G

1 + J Ł ----- ^
1 2 у

(у-і)АЭд
0 12yG3x

9 ^

і + ^ — ^
12у

V
0 12yGob/

1 2 .

1 2 .

У-А
w = Г .  + - ^  

0 24у
I 2 z,2 ^ V -  1А Д ,» '.+ і — 9 

2 0 y2 « Л - Л
> ^ 2 " ^  G ’

2 ( 1 - V )
h -  толщина пластинки, р -  плотность, G -  модуль сдвига, Y , Уг ~ Y ~  2 ,

V -  коэффициент Пуассона, Д = + Э̂ . ,Л  -  оператор Лапласа.
Неизвестные функции и находятся из уравнений равновесия элемен­

тарного столбика:

л h / 2 л Л/2 А/2 А/2 л2
—  J G^zdz + —  J x ^ z d z -  f T^dz-P  J - ^ z d z + x ^  = 0 ,
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А/2 л А/2 А/2 А/2 л2
-  I  + -  I  а , г ^ -  J  V fife -p  J ^ 2< f e + n = 0

•А/2 -А/2

А/2 А/2 А/2 д2

Эх /  J V ^ - P  J - ^ ^ ^ + 9  = 0 .
А/2 ^  -А/2 -А/2

В результате выполнения всех операций интегрирования и исключения обоб­
щенных перемещений t/j и получим разрешающее уравнение относительно Щ :

720 6

д  , (Y-l)AA,g/» 
“ 720G

уД,(бД 2 - Д )  у^ДД^

10 2у

А, Y2(Y-1)A
10  1 2 у '

J - - J L
Gh 6 G 2 0  уА'

(27)

( ^ л + ) .  где ^  ■

Если пренебречь инерционными членами в операторах Д| и А2, т.е. = Aj = А ,
а также отбросить слагаемые с производными от нагрузки, слагаемое, содержащее 
оператор А Aj А2, то получим известное уравнение Софи-Жермен технической те­
ории пластин, а именно:

A A W „ + ^ ^ W „ = — ^ =  ±  £) = ■
E h '

D  ® (y-l)GA^ £ )’ 12(l-v^)-

Таким образом, благодаря использованию в качестве возможных перемещений 
линейных функций на основе гипотез Кирхгофа-Лява, предлагаемая уточненная 
теория пластин обладает преемственностью по отношению к классической теории 
и в то же время свободна от противоречий.

В качестве примера определим собственные частоты изгибных колебаний пря­
моугольной шарнирно опертой пластинки. В этом случае на контуре пластинки 
должны быть равны нулю вертикальные перемещения и изгибающие моменты. Это 
означает, что решение можно построить с помощью рядов Фурье, вьшолняющих 
указанные условия, т.е.

т=1 п=\ ^ О

227



в  результате п олучаем  следую щ ее частотное уравнение:

со^р^ 3 1  ̂ г 2 М т  п
4- — .

5 120y
^2 ^  l2

И  * JJ
(О^р

1 2 0 y

V

^ J

(13y - 1 0 ) k^

5y
" T  + i r

И  * ;

6

+  I 2 (y- 1K
120 a"

2 Vf  ууІ̂  »tТП n
= 0 ,

Подсчитаем некоторые собственные частоты изгибных колебаний квадратной

пластинки {а=Ь) по технической и уточненной теории (у  = 3 , У2 = 1 , 

V = 0,25). Формула для частоты по технической теории [6]:

coL  =t^h
. Лтп п

6 ( l-v )p -

Таблицазначений собственных частот (д/_ 2 )'  р а

т 1 3 3 5
п 1 1 3 1

а>'г 0,9305 4,6525 8,374 12,097
0,903 4,0884 6,804 9,209

32,586 36,0154 38,975 41,625

где 0)̂  -  частота по технической, (о^ -  частота по уточненной теории.
Как и следовало ожидать, значения собственных частот уменьшились благода­

ря увеличению числа степеней свободы элементарного столбика. Кроме того, учет 
инерции поворота элементарного столбика показывает возникновение нового спек­
тра частот изгибных колебаний высокого тона. Если различие между собственны­
ми низшими частотами по технической и уточненной теории незначительное, то 
для высших частот это различие существенное. Итак, даже для достаточно тонкой
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пластиыки ( ”  ОД ) при определении собственных частот изгибных колебаний по 
а

уточненной теории имеем существенно новые результаты.
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Работа пары трения скольжения в условиях смешанного трения в случае разры­
ва смазочной пленки сопровождается катастрофическим изнашиванием поверхно­
стей контакта, т.е. их разрушением. Это явление называется схватыванием. Сопро­
тивление схватыванию -  одна из эксплуатационных характеристик деталей машин, 
работающих в условиях трения скольжения. В процессе взаимодействия элемен­
тов трения оно проявляется виде сцепления и появления мостиков схватывания, 
разрушение которых практически мгновенно возрастает, приводя к глубинным раз­
рушениям поверхностного слоя деталей. Схема работы пары трения «металл -  ме­
талл» приведена на рис. 1 .

Процесс фрикционного контакта можно разделить на три этапа: возникновение 
стыка, молекулярное взаимодействие трущихся поверхностей и прерывание кон-
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