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Рассмотрим распространение гармонических волн в слоистой среде, считая, что 
волна распространяется в направлении перпендикулярном плоскости слоев. Переме­
щение у удовлетворяет уравнению Гельмгольца [4]

(1)

^ , кр —  волновое число, с̂  —  акустическая скорость, в однородной сре­

де _ „ 2 , n(x)— показатель преломления, случайная функция. Уравне-

ние (1) эквивалентно интегральному уравнению вида

vCv) = (v ) ~ J g ( v -  x)z\x )\{x)dx  ’ О)

8'(x) = e(x)>-So, е о = 1 ’

Постановка задачи. На основании измерений поля на заданном множе­

стве Vj точек у необходимо определить на интересующем множестве V точек х.
Решение уравнения (2) методом последовательных приближений приводит к 

рекуррентному уравнению

= - J G{y -  х)гХх)\^"^~^\х)Вх ^ (3)
где у(я) — п-ое приближение, описывающее п-іфатно рассеянную волну.

Измерение у(»») всегда производится с ошибкой. Для получения устойчивого 

решения необходима априорная информация о коэффициенте g^j^j. Такой информа­

цией может являться информация об интегральных характеристиках g^^  ̂ —  матема­
тическом ожидании и корреляционной функции.

На практике наиболее хорошо регистрируется однократно рассеянная волна, а
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волны высшей кратности рассеяния можно рассматривать как шум, влияюпрш на 
точность измерений. Представим измеренное поле в виде

где ошибка ду(0 — случайная функция.
Запишем уравнение (3) в символическом виде

(4)

v = G *E  + Av, E r= s'(x ){v )-  (5)
Задачу обращения уравнения (5) сформулируем для спектров величин, входя­

щих в (5). Преобразование (5) по Фурье приводит к

v(q) = Giq)Eiq) + Av(q)’

где Ду(^) — преобразования Фурье соответствующих функций.

На множестве реализаций величины, входящие в (6), случайны, -  q ,

(^Е) = О (G) = О, ( A v )  = О»поэтому задачу обращения сформулируем как статисти­
ческую [2].

(^{E iq)-M (q)\(q))a ,f^  = min •
Положим M(q)a тогда

^|£’(е)я, -v(^)ajpJ = +R^‘̂ г ’

'■да Ree = {Eiq)E(q)Y Re  ̂= {E{q)v{q)^, R̂ e = {E(q)v{q))’ IL  =(v(?)v(?)) > f

величины, комплексно сопряженные ^ ,
Представим (8) в виде

(7)

(8)

Первый член в (9) положителен, второй также положителен. Следовательно, 
можно выбрать так, чтобы минимизировать (9). Выберем таким образом, чтобы 
первый член обратился в нуль. Это дает

Отсюда находим

(10)

( И )

Заметим, что ^  ду)
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=< {GE + Av) ( g F T av) = + GR^t,^ + ^ avAv ’

R^^^=<EAv>, A^,^,=<AvAv>* (^2)
Подставляя (12) в (11) получим

E=^M(q)v(q)> (^З)

М (q) = (Л ^С  + + ^^£Av + ̂ AvAv) ‘

Во многих прикладных задачах ошибки измерений Ду и неизвестная величина 
Е  некоррелированы, тогда _ q и (13) примет вид

M(q) = {R^(q)G(q)){G(q)R^(q)G(q) + R , ^ , M y ' '
Максимальное значение д р  ошибки определения связано с относительной

ошибкой д  измерений соотношением

АЕл» = |С |М Д л (15)

ще Д£ = М
И

Aav = мм
Обычно мал по сравнению с |g “'| » поэтому ошибка ^  сравнима по 

величине с ошибкой измерения д  . Отсюда следует, что малой ошибке измерений
^ A v

соответствует малая ошибка в определении Е. Поэтому найденный оператор обраще­
ния дает устойчивое решение.

Применяя к (13) обратное преобразование Фурье, получим

^(х) = jM(x-x,)v(x,)dŁc, ’ О^)
Применяя обратное преобразование Фурье к (14), находим ядро М(х-х^ опера­

тора обращения М
Таким образом, проблема нахождения оператора обращения свелась к необхо­

димости знания корреляционных функций и их спектральных плотное-

Корреляционная функция d и ее спектральная плотность ъ (^\ опреде-
'‘ ' “A v A v  ^ A v A v V 4 /

ляются из условий эксперимента. Корреляционная функция и ее спектральная
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плотность должны определяться в процессе решения обратной задачи. При
решении прямой задачи первое приближение з^ ты в ае т  интегральные свойства сре­
ды через корреляционную функцию ^  , которая входит в выражение для ядра эф­
фективного оператора

—СО

Между операторами ^  0 * существует взаимно однозначная связь

©' = ( г - б о  )£■-'> (1*)
поэтому ВОЗМОЖНО определение п . В экспериментах по прохождению волн через^ЕЕ

неоднородную среду могут быть измерены коэффициент затухания и дисперсия 
скорости волны. Из серии экспериментов, изменяя частоту , можно определить 
зависимость ^  . Подставляя полученные зависимости в дисперсионное
уравнение (19)
где — спектр оператора , тогда

+СО
E \ q ) = \ E \ z ) e ‘̂ d z -  (2°)

Ядро E \ z )  оп^рзтора выражаете^* через корреляционную функцию

следующим образом £ - ( 2) = z = ; ( - x , ’ (2 »)

Из(21)имеем (22)

Таким образом, применяя обратное преобразование Фурье к (20), находим £* ,

а затем из (22) определяем j^^^(^) •
Итак, схема решения обратной задачи следующая:
1) . Из измеренных в ходе эксперимента зависимостей и определяем 

q^={k + i b f -

2)  . Из уравнения (20) находим E*(q) *

3) . Применяя обратное преобразование Фурье к £ ’> , определяем ядро g* .

4) . Из формулы (22) находим »а затем .

5) . Из эксперимента определяем d и (п\ •“ '‘̂ AvAvV‘2/
6) . Подставляя полученные и {q) ® формулу (14), определяем

спектр оператора обращения M{q) •
7) . Применяя к (14) обратное преобразование Фурье, определяем ядро M(z),
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8). Из формулы (16) определяем искомую функцию Е(х). 
Представим неоднородность в слое в виде

г \х )  = S* exp(-/m0jc), s'(0) = e \L )  = 0, Z- =
2% (23)

Пусть наблюдаемся ііоле имеет вид

PІУ)=Y^p(Я-mQ)&^ў[J-i{q-mQy)']■ (24)
ж=-1

в  первом приближении эффективной среды предположим, что случай-

ные независимые величины J ^  ̂ gjJ) = 2 - 'Ą , •

Тоіда ^£^^g(o)=o,

(8'(jt)e’(-* + f ) )  = ■̂ Ą' cos 0̂  ■ (̂ ^̂
Рассмотрим реконструкцию конкретной реализации . Для этого необхо­

димо найти оператор обращения. Пусть корреляционная функция ошибок имеет вид

Лі,4у(г) = Ллу4у(0)5(2)- (26)
Спектральные плотности корреляционных функций (25) и (26) и функции Гри­

на подставляем в формулу (14). Выполняя обратное преобразование Фурье, находим
ядро M(z) оператора М, а затем и реализацию

гХх) = {я “
М [<1 -  /и0) спектр оператора М.
Сравнивая (23), (25), (27), получаем, что периодичность функции восста­

навливается точно при нахождении как интегральных, так и локальных оценок струк­
туры. Погрешность имеет место при нахождении амплитудных значений .
Рассмотрим пример идентификации параметров слоистой среды. Во многих 
экспериментах по распространению волн в неоднородных средах, зависимость 
затухания волн от частоты в длинноволновой области носит линейный характер, а 
дисперсия скорости практически отсутствует. Предположим, что в результате 
эксперимента получено 5 = 5ш*

В этом случае для получим выражение

АВс^ ńnkz  
1th:

(29)

При нахождении учтено, что R(z) —  действительная четная функция.

Дисперсия 2̂  -  АВ{с^т^ ^ »радиус корреляции а=к  ̂порядка длины волны.
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. z  sm —ахи —
Таким образом, корреляционная функция имеет вид ^

z !  а
Спектральная плотность для (30) имеет вид = const *

Спектральная плотность корреляционной функции  ̂ примет вид

const-
Подставляем (31) и (32) в формулу для определения 

M{q)=constR^{q)-
Выполняя обратное преобразование Фурье для (33), получим

(32)

(33)

M (z)  = constR^{z) ' 0 ^ )

Таким образом, конкретная реализация представляется разложением по

функциям Котельникова вида 5Іпл(2Ш  п)
я (2 0 х :-« )

e'W  = Ż  ’ г'Де f i  = т а х ( г ' ) •
l 2 f i j  я (2 П * -и )  ’

(35)
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