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Создание ряда новых материалов в последнее десятилетие обязано бурному раз­
витию техники и технологий. К числу таких материалов принадлежат, в частности, ма­
териалы, из которых выполнены многослойные пластины. Они имеют сравнительно 
нежесткие (обладающие малой жесткостью по сравнению с другими слоями) прослой­
ки из полимерных материалов. Обычно расчет таких элементов тонкостенных конст­
рукций производится по схемам, опирающимся на гипотезы Кирхгоффа-Лява, которые 
не учитывают деформаций поперечного сдвига и поперечной линейной деформации 
(так называемое обжатие). В этом случае многослойная пластина заменяется эквива­
лентной однородной с соответствующими приведенными средними характеристиками. 
Решению подобных задач особенно большое внимание было уделено в работах 
П.Ф.Папковича, Э.И.Григолюка, С.Г.Лехницкого, А.П.Прусакова, С.А.Амбарцумяна, 
А.В.Саченкова, А.Я.Александрова и других исследователей.

Учет поперечных сдвигов и обжатия, играющих в ряде задач существенную 
роль, производился в ряде работ. С.А.Амбарцумяном для слоистых анизотропных пла­
стин и оболочек предложен ряд вариантов теории, учитывающей сдвиг. Применитель­
но к трехслойным конструкциям этому посвящены работы А.Я.Александрова, 
А.П.Прусакова, Л.М.Куршина, Э.И.Григолюка, Е.Рейсснера, Джерарда и др. Уравнения 
равновесия многослойных пластин с легким заполнителем, в котором учитывается 
сдвиг, впервые получены, по-видимому, В.В.Болотиным, и одновременно для слоистых 
оболочек с жестким заполнителем при конечных прогибах П.П.Чулковым. Эти уравне­
ния были выведены на основе гипотезы прямой линии, сформулированной 
Э.И.Григолюком. В дальнейшем этими авторами было опубликовано еще несколько 
работ, посвященных различным аспектам этого вопроса.
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В настоящей работе рассматривается вариант теории расчета пластин, состав­
ленных из жестких и маложестких трансверсально изотропных слоев. При этом гипоте­
зы Кирхгоффа-Лява для каждого слоя заменяются гипотезами о линейном по толщине 
распределении тангенциальных и нормальных перемещений, что дает возможность 
учесть не только поперечные сдвиги, но и обжатие.

Опираясь на гипотезу линейного распределения по толщине нормальных и тан­
генциальных перемещений, при помощи принципа возможных перемещений можно 
вывести уравнения равновесия и граничные условия. Преобразовывая уравнения рав­
новесия и переходя от усилий и моментов к перемещениям, приходим к матричным 
уравнениям. Дополнительное предположение о равенстве нулю коэффициентов Пуас­
сона /Лп и /Л2з , позволяет разделить задачу о деформации пластины на плоскую и за­
дачу изгиба. Плоская задача введением функции напряжений сводится к бигармониче- 
скому уравнению. Задача изгиба в матричной записи дает отдельные уравнения отно­
сительно скалярного и векторного потенциалов. Эти уравнения для случая, когда сдвиг 
и обжатие учитываются во всех слоях или когда жесткостью несущих слоев можно 
пренебречь, записываем в следующем виде:

[Ax) l 2{ X } - [ A 2\ X } - { K } £ w  =  - { 0 ,  № { Q } - {  Q }  =  0 .

Здесь [̂ 4] ], \Л 2 ], [А э . блочные матрицы, структура которых зависит от

общего строения пластины. Вектор {X} = {X(G,W )}, где G  - скалярный потенциал,

число координат которого равно общему числу слоев, а W  - вектор обжатия и W/ .
значение обжатия в /-том слое. Xz и X? - операторы соответственно равные

2г72hiVЛ2 = ^ ;F  = i -м

Здесь - общая толщина пластины, Р  - коэффициент Пуассона, а ^  - нор­
мирующий множитель. W  . прогиб исходной плоскости, с которой связаны коорди­

наты & j (j = 1,2), {Q } - вектор, выражающийся через параметры толщин слоев и 
внешние усилия.

Вектор {П} для трехслойных пластин (как показано в ряде работ) связан с 
краевым эффектом, порождаемым крутящими моментами и продольными связями. В 
большинстве задач они несущественны, и поэтому можно положить {Q} = 0 . Основ­
ную роль в изгибе пластин играет вектор G . Введением функции перемещений р

s*
уравнение относительно {X} и W удовлетворяется тождественно: {X} = ^ / кЛ2кр;

к = 0

м> = ^Гй)кЛ2кр .
ы о

При этом для Уk могут быть получены рекуррентные соотношения, а 0)к ока­
зываются коэффициентами характеристического полинома матрицы [5]=[д1^42] '.  
Функция Р  определяется из последнего оставшегося уравнения равновесия, которое

s*

дает DV2V2̂ i&kZ2lcр = q* +q~ •
к=0
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Здесь q  и q  - внешняя нагрузка, £> = . Eh1 в  

12(1 - М 2)
- приведенная жесткость пла­

станы, отличающаяся от обычного значения коэффициентом в . О < 0  <  3 - коэффи­
циент составности пластины, который может быть выражен через характеристики от­
дельных слоев. Для однородных пластин и пластин с бесконечным числом слоев в  = \ .

0 к -коэффициенты, выражающиеся через 0)к и / к -0к, где вк- вектор, связанный со 

структурой. S* - предел суммирования, который определяется порядком матрицы [5 ]. 
Нети во всех слоях учитываются сдвиги и обжатие, то s, = 2 s , но &2s = О ■ При нали­

чии / слоев, в которых не учитывается обжатие, получим = 2s — I , в силу усечения 
матриц и векторов, входящих в уравнения. В случае, когда обжатием пренебрегаем во

всех слоях, получим S, =  S — / ,  если /  - число несущих и ~  S , =  0  , если
несущих слоев нет. В случае, когда обжатием пренебрегаем во всех слоях, матрица
[•S’]- осцилляционная и разрешающее уравнение имеет только действительные, про­
стые и положительные характеристические корни. В этом случае однородное решение

дтя функции Р  может быть представлено в виде суммы р = Ро + '*ГРк» где Ро - реше-
*=1

ние бигармонического уравнения, а р к - решения метагармоничеоких уравнений типа

Л2р к = Ркр к, Рк > 0. Для коэффициентов 9к, и координат ряда векторов полу­
чены асимптотические оценки.

На практике часто встречаются симметричные и регулярные пластины. Для сим­
метричных пластин введением симметричных и асимметричных составляющих вели­
чин, рассмотренных выше, порядок уравнений понижается. Однако, при этом увеличи­
вается число искомых функций перемещений, хотя прогиб зависит лишь от симметрич­
ной составляющей функции Р  . В случае симметричных пластин регулярного строе­
ния пластина состоит из чередующихся слоев только двух типов. Слои одного типа 
имеют одинаковые механические и геометрические характеристики. Для случая, когда 
сдвиг и обжатие учитываются во всех слоях, могут быть получены выражения первых

трех коэффициентов ^ 0 ,^ 1 »  ^ 2  > векторов У о, У У 2 и коэффициентов

^ 0 , ^ ь ^ 2  для произвольного числа слоев в пластинке. Их обычно достаточно для
приближенного решения полученных уравнений. Так как коэффициенты перед произ­
водными содержат малый параметр, то это позволяет в зависимости от характера на­
грузки и краевых условий ограничиваться необходимым порядком уравнений. Это важ­
но, поскольку в исходной системе все уравнения равноправны и не допускают никаких 
усечений. С математической точки зрения введение функций перемещений равносиль­
но разложению напряженно-деформированного состояния по собственным функциям 
положительно определенного оператора, выраженного в матричной форме и специаль­
но приспособленного к структуре данной слоистой пластины. Усечение разрешающего 
уравнения соответствует удержанию главных коэффициентов в этом разложении.

Для общего случая регулярной симметричной пластины, когда обжатие и сдвиги 
учитываются во всех слоях, получены предельные выражения основных коэффициен­
тов. Детально рассмотрен случай, когда слои первого типа являются несущими, а в сло­
ях второго типа учитывается поперечный сдвиг без обжатия.
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Рассмотрены примеры конкретных расчетов в сравнении с данными проведенных 
экспериментов. В частности, исследован изгиб трехслойной балки, свободно опертой 
по концам. Дано сравнение экспериментального значения прогиба с теоретическим. 
Показано, что значение прогиба предлагаемой теории, учитывающей обжатие и сдвиги, 
хорошо согласуется с экспериментальными данными (разница не более 4-5%).
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Рассмотрим систему ДУ нестационарных краевых задач классической термоуп­
ругости [1] для изотропных материалов:

И ui,kk + + M)uk,ki = ~ X j , (1)

T l t t - i r » - 2 - (2)а а
где: Л и р -  коэффициенты Ламе, ат - коэффициент линейного теплового расши­

рения, а - коэффициент температуропроводности, Xt(x,t) - массовые нагрузки, G - ис­
точник тепла - количество тепла, возникающее в единицу времени в единице объема, се 
- удельная объемная теплоемкость.

С помощью метода граничных интегральных уравнений (ГИУ) осуществляется 
переход от дифференциальных уравнений к интегральным. Для различного рода крае­
вых задач построены ГИУ нестационарных задач термоупругости [1]. Численная реали­
зация интегральных уравнений производится с помощью метода механических квадра­
тур.

Замена интегралов конечной суммой осуществляется путем разбиения границы 
области (плоская кривая с кусочно-непрерывной кривизной) на отрезки А/, с центрами 
Pj. Потребуем, чтобы интегральные уравнения удовлетворялись только в точках Рг . 
Тогда вместо интегрального уравнения получим систему равенств

ATm{Pk,t)=V(Pk,t)+V°{Pk,t)~ )jQ,(Pk,P ,t-r)r{P ,T )-  (3)
0 L

-T,(Pk>P,t-r)Q(P,T) }3LydT.
Разобьем интеграл по всей границе на сумму интегралов по отрезкам А/г-

ATm(Pk,t)= V{Pk,t) + V°(Pk,t)~  JQ.(Pk,P ,t = r)T(P,r)-  (4)
0 '=1 Д l,

-T .(Pk,P,t-T)Q(P,T)]dldT
Для получения алгебраической системы линейных уравнений для неиз­

вестных Q(Pk) представим сумму (4) в виде


