
276

М.:Машиностроение,1978.-208 с. З.Мельников Э.Л. Холодная штамповка днищ. - М.- 
Машиностроение, 1986.-192 с. 4.Попов Е.А. Основы теории листовой штамповки. - 
М.:Машиностроение, 1964-171 с. 5.Бирюков Н.М. Формообразование деталей из листо
вого материала гидроэластичной средой по жесткому пуансону.- М.:МАИ, 1995.-120 с.
б.Исаченков В.Е. Исследование процесса формообразования эластичной жидкостной 
средой крупногабаритных гофрированных элементов из листа. Дис... канд.техн.наук .- 
М.:МАИ, 1975.-156 с. 7. Жигилий С.В., Короткевич В.Г. Исследование технологии 
получения тонкостенных оболочковых деталей. В сборнике «Материалы МНТК «Но
вые конкурентноспособные и прогрессивные технологии».- Могилев,2000.- С.68-69.

У Д К  621 .7 .043

И. А. Миклашевич

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД К ПРОЕКТИРОВАНИЮ МАТЕРИАЛОВ С 
ЗАДАННЫМИ МЕХАНИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ.

Кафедра теоретической механики БГПА 
Минск, Республика Беларусь

Введение
Прогнозирование направления роста трещин в композиционных и неоднородных 

материалах необходимо для проектирования изделий с заданными эксплуатационными 
характеристиками. Работа посвящена определению траектории трещины в неоднород
ной среде при плоском нагружении. В разделе 1.1 рассмотрены методы определения 
эффективных характеристик композитов, в разделе 1.2 обсуждаются подходы к про
гнозированию траектории распространения трещины. В разделе 2.1 рассматривается 
распространение трещины в неоднородной среде как вариационная проблема для энер
гии разрушения. В разделе 2.2 рассматривается распространение трещины вдоль геоде
зической в среде с метрическим тензором, зависящим от дефектности среды. Результа
ты обсуждаются в разделе 3.

1. Э ф ф ект ивны е ха р а кт ер и ст и ки  среды  и  ра сп р о ст р а н ен и е  т р ещ и н ы
1.1. О п и са н и е  среды .
В теории трещин основная идеализация связана с выбором модели среды, в которой 

распространяется трещина. Степень соответствия модели реальной среде обычно опре
деляется структурной чувствительностью ее параметров.

Для механики структурно - неоднородных сред влияние структуры среды учитыва
ется введением неоднородности в модели. Общая классификация неоднородных сред 
приводится в работе Ломакина р]. Им предложено условно разделить неоднородные 
среды на кусочно -, микро- и случайно - неоднородные. Дальнейшее развитие моделей 
неоднородных сред, корректная постановка статистических задач в механике деформи
руемого твердого тела отражены в работах Берана pi] Крёнера [iii], Ломакина pv]. Ос
новные результаты были подытожены в [v].

Одним из методов описания структуры среды бездефектного материала является ме
тод корреляционных функций, который позволяет учесть структурные особенности ма
териала интегральным образом. С помощью корреляционной функции описываются 
свойства эффективной среды, которая является приближением к реальной среде. Осо
бый интерес проблема эффективных характеристик вызывает в связи со всё более ши
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роким практическим использованием композиционных материалов, в которых струк
турные факторы играют определяющую роль.

1.2. С ущ ест вую щ ие пред ст авления
Эффективные характеристики среды необходимы для прогнозирования распро

странения трещин в композиционных материалах. 
Основная масса работ посвящена распространению 
трещины в однородной среде. Так, Лу и Комминоу [vi] 
рассматривали синусоидальную трещину в изотропной 
среде. Они свели задачу нахождения касательных 
напряжений к системе сингулярных дифференциальных 
уравнений. В работе [vii] предлагается проводить 
локальный расчёт траектории трещины и глобальную 
траектории определять последовательными при

ближениями. Причины отклонения траектории от прямолинейной рассмотрены в [viii].
Более широкое использование композиционных материалов стимулировало 

дальнейшую разработку проблем механики неоднородных сред. Фокин и Шермегор 
широко использовали известный из статистической физики аппарат корреляционных 
функций для расчета свойств композиционных материалов [ix].

Среди характеристик материала, важных для механики разрушения, большое 
значение имеет поверхностная плотность энергии. В последнее время предложено вы
числять её на основе квантовой механики, что позволяет избежать проведения трудо
ёмких экспериментов. Это тем более актуально, поскольку наряду с "классическим" 
подходом к рассмотрению механических процессов в неоднородных средах, существу
ет подход [х, xi, xii] существенно использующий квантовые представления. Этот под
ход близок к вариационному принципу теории трещин [xiiij. Это позволило сформули
ровать критерии роста трещины и разрушения в терминах плотности энергии [xiii, xiv], 
выделяющейся при разрушении. Для ГЦК решетки было показано [xv], что разруше
ние происходит в направлении максимальной скорости диссипации энергии.

На основании вариационного принципа теории трещин и известных результатов 
могут быть сформулированы основные принципы обобщённого геометрического под
хода к распространению трещины в неоднородной среде.

2. Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е  Т Р Е Щ И Н Ы  В  Н Е О Д Н О Р О Д Н О Й  С Р Е Д Е .
2.1. С т ационарная  т раект ория т рещ ины
Рассмотрим неоднородную упругую двумерную среду, в которой связь между 

напряжениями а(х,у) и деформациями е(х,у) имеет вид
а(х,у) =Е(х,у)е(х,у).
Е(х,у) - модуль Юнга и а(х,у) зависят от пространственных координат. Рассмат

ривается стационарная траектория. Частично задача уже была рассмотрена ранее [xvi].
Пусть неоднородная плоскость находится под действием растягивающих нагру

зок, приложенных на бесконечности. Для нахождения возможной траектории восполь
зуемся вариационным принципом теории трещин [xiii]. Макроскопический критерий 
разрушения основывается на расчёте работы разрушения под действием внешних сил и 
может быть записан в виде

61 у + а(х, y)j: щи;do = О 
Е

у - плотность поверхностной энергия разрушения, - нормальное напряже
ние на косой площадке, щ - направляющий косинус i-й внешней нормали, da - элемент 
поверхности Е, 8 означает полную вариацию.

Пусть плоскость состоит из i жестко скрепленных кусочно-непрерывных частей 
(Рис.1.). Модули Юнга i -  й полосе обозначены через Ej(x,y). В предельном случае
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уменьшения толщины слоёв кусочно -  неоднородная среда переходит в непрерывно - 
неоднородную, что позволяет распространить метод на случай непрерывного распре
деления свойств материала.

Без ограничения общности мы можем считать, что трещина движется вдоль оси X в 
пределах полосы шириной L. В неоднородной среде траектория трещины у=у(х) пред
ставляет собой кривую, направление которой зависит от физико-механических свойств 
среды и, в общем случае, от напряженного состояния Gij(x,y).

Траектория ищется, исходя из положения о подобии механических и оптических яв
лений распространения волны [xvii]. Обобщая [xv], мы принимаем, что траектория 
трещины суть линия, на которой функционал работы

L
b U  = b \o {x ,y )ijn iUjds = Q ( 1)

О
где ds -  элементарная длина траектории, принимает экстремальное значение. Урав

нение Эйлера -  Лагранжа для функционала (1) имеет вид
dQ d У -n .
dy Q2 ^ Q ^  + y 2

Q - = {°ijniuj v-
 _ II (2)

Уравнение (2) приводится к виду [xvi]:
s \

у"
i

, . '2 -  у h  (*, у )+ h  (*> y i t+у 2)1= о> (3)
V + У*)

Анализ уравнения (3) в линейном приближении представлен в [xvi]. Рассмотрим 
связь траектории трещины с метрическими свойствами пространства.

2.2. М ет р и чески е  свойст ва  среды  и  р а сп р о ст р а н ен и е  т рещ ины  
Отметим, что элемент длины траектории трещины в уравнении (3) для плоской зада

чи принимался как

ds = д/l + y'2dx.
В общем случае метрического пространства элемент длины имеет вид

dl = Sjiv
S c 11 c b c v  j--------- as
ds ds

gMV - метрический тензор пространства, s - натуральный параметр кривой, х - локаль
ная координата. Греческие индексы пробегают значения 1,2, 3.

Поскольку трещину принципиально возможно рассматривать как совокупность то
чечных и линейных дефектов, то полевое представление о трещине может быть сфор
мировано как обобщение калибровочной теории дислокаций. При этом могут быть уч
тена пластическая деформация, возникающая при распространении трещины.

Исходя из вариационного принципа, можно утверждать, что трещина двигается 
вдоль геодезической. Уравнение геодезической в случае аффинно-метрического про
странства имеет вид:

^ , + г к
ds2 a l ds ds

Г -  объект связности (символ Кристоффеля первого рода) [xviiij. Известно, что сим
волы Кристоффеля выражаются через метрический тензор [xviii,xix]
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L
Ь U  -  8 f а  (л  , у  п j и j  ds = 0 ? 

о
rfiL“ W r W -

Через объект связности можно выразить остальные геометрические характеристики
с с

пространства: тензор кривизны R ^y , тензор кручения 7 ^ ,  тензор сегментарной кри-
с

визны . В зависимости от учитываемых типов дефектов, мы должны рассмат
ривать различные типы пространства. Так, например, пространства абсолютного па
раллелизма R = Q = 0;T ф О описывают кристаллы с точечными дефектами, 
R *0;Q  = 0;T ф О- кристаллы с дислокациями и дисклинациями. Таким образом, де
фекты кристалла являются носителями соответствующей геометрии пространства и 
влияют на его метрику.

При распространении трещины естественным параметром, определяющим траек
торию, будет энергия. Лагранжиан, описывающий теорию упругости без учёта 
дефектов может быть представлен [хх], как Lq = 3 +

где 3  - кинетическая энергия, ЩСад) -  потенциальная энергия, являющаяся функци
ей тензора деформации Коши. В общем случае энергия материала, содержащего дефек
ты, имеет вид s = (s, sap, 7 ? ^ , Тфу , ), где S- энтропия, sap- тензор деформации,
характеризующий структуру материала. При этом в случае пластической деформации 
тензор деформации представляется как сумма трёх компонент sap =e£p + .

Так, s^p- тензор упругой деформации, £ф 1- тензор совместной упругопластической

деформации, связанный с дефектами материала, - тензор пластической деформации
бездефектного материала. Общий калибровочный лагранжиан не совпадает с То и со
держит два слагаемых: лагранжиан Lt , связанный с удлинением производной и ла
гранжиан L m , связанный с калибровочными полями, L = Lt + Lm. При кон
струировании материала мы можем учесть и случайное распределение свойств мате
риала, и случайное распределение дефектов. Если рассматривать систему с точечными 
дефектами, т о ,

1 = - * м2- | м 4+* | v f +1<п

где = 5ц -  Гц - удлиненная ковариантная производная, |т(г)|2 = Нш - па-

раметр порядка, 5(г,г') - корреляционная функция.
Обсуждение результатов
Полученное уравнение траектории трещины позволяет прогнозировать траекторию 

распространение трещины для сред с известным распределением свойств. В случае 
больших отклонений траектории от прямолинейной она должна искаться самосогласо
ванным образом. Эта актуально в случае существования сильно неоднородного напря
жённо-деформированного состояния или существенного изменения свойств материала 
вдоль длины траектории.

В то же время, для наиболее ответственных узлов, когда предпочтительней заранее 
планировать возможное направление распространения трещины, изменяя свойства ма
териала можно конструктивно задать геодезическую. Для этого необходимо иметь ин
формацию о распределения дефектов и искусственным образом откорректировать её в 
соответствии с необходимой траекторией.
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Достаточно развитый в настоящее время спектр способов прессования изделий 
самого разнообразного назначения из дискретных изначально материалов требует сис
тематизации областей их применимости с целью наиболее эффективного использова
ния и прогнозирования направлений развития. Такая систематизация предполагает от
дельное рассмотрение взаимовлияния важнейших физико-механических и геометриче
ских показателей исходного дискретного материала и структурных и каркасных 
свойств прессовок с учетом динамики их изменения в процессе прессования.

Вне зависимости от назначения и физико-механических свойств дискретных ма
териалов кинематические и силовые параметры процессов их прессования, а также 
структурные и каркасные свойства прессовки, благодаря существованию структурной


