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Как известно, при создании элементов механизмов, машин первостепенным тре
бованием является снижение их материалоемкости при одновременном обеспечении 
прочностных и жесткостных характеристик.

Для решения такой проблемы важным обстоятельством является создание эф
фективных методов исследования НДС (напряженно-деформированного состояния) 
элементов, которые в реальных условиях подвергаются воздействию механических 
усилий и температурных полей. Часто рассматриваемые элементы представляют собой 
тела вращения.

Материалы, используемые для создания конструктивных элементов имеют оп
ределенную неоднородность, которую можно разделить на микронеоднородность (де
фекты и неправильность кристаллической решетки, молекулярная структура полимеров 
и т.д.) и макронеоднородность (параметры, определяющие свойства среды, зависят от 
координат и осреднены по области, которая является большой в сравнении с размерами 
структуры элементов тел).

С позиции инженерной практики интерес представляет исследование НДС тел с 
макронеоднородностью (упругие тела с непрерывной неоднородностью).

Неоднородность упругих свойств возникает в процессах формирования тел 
(процессы отливки), при различных технологических процессах (различные виды обра
ботки тел), эксплуатации конструктивных элементов на практике (воздействие темпе
ратуры, радиации и т.д.). В зависимости упругих параметров среды (параметры Ламе) 
от координат различают три типа неоднородности тел: непрерывная, кусочная и слу
чайная.

При действии на тела высоких температур изменение температуры Т приводит к 
существенному изменению модуля Юнга Е = Е(Т), коэффициента линейного расшире
ния а  = а(Т) при постоянном коэффициенте Пуассона v [1].

В работе [2] показано, что максимальные напряжения в нагретой толстостенной 
трубе с учетом изменения модуля Юнга от температуры ~ на 40% меньше чем при по
стоянном модуле. Поэтому постановка и реализация такого рода задач актуальна и 
имеет практическую ценность.

Для исследования НДС в осесимметричных телах с непрерывной неоднородно
стью необходимо поставить краевую задачу теории упругости (термоупругости) и раз
работать эффективный метод ее реализации.

Аналитическое решение такого рода задач практически невозможно в связи со 
сложной геометрией области тел и граничных условий поэтому в настоящее время 
применение нашли различные численные методы.

Наиболее распространенным численным методом решения краевых задач явля
ется метод конечных элементов (МКЭ). Однако он не свободен от недостатков.

Для решения поставленной задачи используем метод потенциала с помощью ко
торого дифференциальные уравнения сводится к интегральным уравнениям Фредголь
ма 2-го рода и который имеет некоторые преимущества по сравнению с МКЭ [3].
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Согласно [2] краевая осесимметричная задача неоднородной термоупругости 
сводится к решению дифференциальных уравнений в частных производных: 
уравнения равновесия
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где n ,пг -  направляющие косинусы внешней нормали к поверхности тела,
а также уравнении теплопроводности
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где Т  = |я(7')dT, Л(Т) = 2̂ (1 -  кТ )- коэффициент теплопроводности, к -  эмпирический
0

коэффициент.
Используя метод возмущений [2] краевая задача (1), (2) сводится к решению 

осесимметричной краевой задачи стационарной термоупругости однородного тела (ну
левое приближение) и последовательности краевых задач теории упругости (после
дующие приближения).

Представляя температуру Т* в виде функции Грина вместо (3) получаем инте
гральное уравнение краевой задачи теплопроводности
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Здесь х, у -  параметрическая и текущая точки при интегрировании, 
г2 = р ] + р 2у -  2рхру cosQ + Z2,Z  = Zy - Z x;Q = $y -  9Х, d ly -  элемент дуги меридио
нального контура L; Е, К -  эллиптические интегралы.
Решение системы (1) разыскиваем в виде
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где и" и" -  общие решения однородных дифференциальных уравнений (1) приведены вР’ zт Г[4], и ' и : -частные решения Гудьера, интегральное представление которых имеет вид
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Здесь интегралы/i — In приведены в Г31___(l + v)2ар r _ Y _  , Y
а ~2х{\-у)Е{туС - Щ ’Ь- 1 + Т  

к, у  - постоянные, которые определяются экспериментально.
С помощью соотношений Дюгамеля-Неймана были построены интегральные 

уравнения напряжений <7®р р , <т22, <7^, с г ^ , которые соответствуют (5) (выражения

<7ир р с г ^ , приведены в [4], а для 0 Тр р , построены интегральные уравне
ния, которые здесь не приводятся в виду их громоздкости) и сингулярные интеграль
ные уравнения (СИУ) краевой задачи термоупругости на нулевом приближении
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где vp,vz -  плотности потенциала простого слоя, App,...,Bzz -  коэффициенты, получен
ные в [4], р р (х ) ,р 2 (х) — компоненты механических усилий, р тр{х\ p Tz (х)-  компонен
ты фиктивной температурной поверхностной нагрузки.
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В результате решения (7) определялись плотности vр, vz,a затем напряжения

<jpp,...,cr0sg. Значения напряжений использовались для решения краевой задачи теории
упругости на первом приближении. Здесь решение задачи теории упругости разыскива
ем в виде

u f  = u ; + uNp ,
(9)

Интегральные представления м" и ир известны в [4], а
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Срр,...,Ср -  аналогичны соотношениям в работе [4].
Система СИУ такая же как и (7), но вместо р тр и р\ берется фиктивная нагруз

ка, р  р  , р 2 , интегральные выражения <7р р , Gq,q, здесь приводить не будем.
N ( N Т
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На основе метода механических квадратур разработан алгоритм численного ре

шения интегральных уравнений и составлена программа для ПЭВМ. Интегралы вычис
лялись с помощью квадратурных формул Гаусса и Лащенова. Реализован тестовый 
пример. В качестве примера решена задача о нагреве полой сферы. Результаты числен
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ного решения сравнивались с решением в [2]. Ниже на рисунке показаны соответст
вующие графики напряжений.

Здесь:

Та = 500°С; Ть =400°С. ^  = 0,11 -с; ^ = 0,33; а = 0,5лц Ъ = \м.
см-с- град
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