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Введение
Работа (ч.1. и ч.2) посвящена описаншо моделирования оплавления двухслойной 

композитной плиты движущимся источником тепла, например, в случае плазменного 
оплавления плит, панелей и т.п. для создания защитно-декоративной отделки [1 ].

Отметим, что ранее были получены результаты для одномерных моделей [2, 3], 
осесимметричных тел [4, 5]. Наиболее полные результаты по моделям нагрева пластин 
изложены в [6 -  11]. В этих работах применялись методы интегральных преобразо­
ваний и разностные методы численного решения задач.

В настоящей работе используется метод функциональньк уравнений [12-14] 
хтя построения температурных полей. При решении стационарной задачи использован 
метод конформных отображений [15]. Предьщущие работы касались в основном 
бесконечньк областей, например, полуплоскость, полоса, клин. Данное обстоятельство 
не всегда позволяет учитывать краевые эффекты.

В данной работе (ч.1 и ч.2) краевая задача решена для конечных областей, что 
позволило в дальнейшем получить температурные напряжения на границе плиты.

Рассмотрим в трехмерном пространстве область
D =  \{x,y,z)&R^, х о < : с < 0 ,  2і < г < г з )  прямоугольной ПЛИТЫ с верхним
оплавляемым слоем (рцс. 1).

Пусть область D заполнена теплопроводным кусочно-однородным изотропным 
материалом. Пусть плоскость z = Z2 (z2 = 0) разделяет однородные материалы с 
различными коэффициентами теплопроводности Д2 и Яз с одним коэффициентом 
температуропроводности а.

Предположим, что на каждой грани плиты задана температура. Контакт между 
средами предполагаем идеальным. Теплообмен в системе осуществляется только путем 
теплопроводности. Приведем математическую модель задачи нахождения 
распределения температуры в двухслойной плите, оплавленной, например плазмой.

Краевое условие: и^-О
Требуются найти функции м* (х, у, z, f) (к = 2, 3), удовлетворяющие уравнению 

тетлопроводности



dU]ę _  1

d t

90

Auię (1)
a

Рис. 1 -  Прямоугольная плита с верхним оплавляемым слоем 

в областях £>2 = |(л:, у, 2 ) е  x q < x: < 0,

£>3 = |(х , у, z )е  XQ<x<0, Z2 < г <23 | соответственно,
по условиям сопряжения

М2 у, Z2, І) = Щ {х, у, Z2, о
du2(x,y,Z2,t)  ^ з  (x,y,Z2,t)

и

(2)
d z '' d z

X q <  X < 0,уо<у < 0
Ha краях плиты заданы следующие краевые условия:

u j ę ( x , y , z , t } Q j ^ = f ( x , y , z , t ) ,  t > 0  (3)

Начальные условия для простоты изложения возьмем нулевым:
Uk(x,y, z, 0) = о, (х,у, z) Е  D (4)

Полагаем, что функция /  (х, у, z, t) непрерывна на 5D  и удовлетворяет 
некоторым дополнительным условиям, которые будут вьгаисаны ниже.

Плоские стационарные задачи, аналогичные задаче (1 -  4), рассмотрены в 
статьях [16,17]. Одномерная нестационарная задача изложена в статье [18].

Схема решения задачи (1 -4 )  повторяет рассмотрение схемы статьи [18]. 
Решение задачи.
Будем считать, что функция /  (х, у, z, t) = 0 на всех гранях, кроме верхней, где 

функция / (х, у, Z,  f) моделирует воздействие движущегося точечного источника. 
Рассмотрим сначала краевое условие на нижней грани

M2 (x,y,zi, 0 = 0
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Предположим, что функция щ (х, у, z\, f) известна. Построим функцию щ (х, у, z, 
i), удовлетворяющую уравнению теплопроводности (1) при О < х < хо, уо < У < О, z< zi, 
такую, что

(х, y , z \ , t  )= (х, у, ZI, t ). (5)

niV14,iriIV̂
/ Ч [ u \ { x , y , z , t \  Z<z\ ,  0

v i { x , y , z , t ) = \  . (
[U2 (x ,y , z , t ) +u \  (x,y.

d z  " '   ̂ ' d z
Краевая задача (5) с нулевыми начальными условиями имеет решение, 

удовлетворяющее условию щ (х,у, - оо, г) = О [19].
Введем вспомогательную функцию

{ x , y , z , t \  Z<z\ ,  0 < X < X Q ,

l z \ - z , t \  Z \ < Z < Z 2 ,  У 0 < У < 0 ,
Функция vi (x, у, z, /) удовлетворяет уравнению теплопроводности (1) в области 

определения. Это следует из лемм 1, 3 статьи [17] и соотношений

{x , y , z \ , t )  = v i  (x,y,zi , r) ;  —J - ( x , y , z i , / )  = ^:p-{x, y,zi,r)»
* dz dz

проверенных непосредственно по определению функции vj (х, у, z, t).
Здесь, например,

vj*” (х,у,Z1 , / )=  lim VI (х,y , z , t \  
z -> Г| 
z < Z[

Найдем предельные значения функции vi (х,у, z, t) при z = Z2:
VI (х, у,  Z2 , t ) = U 2  (х, у, Z2 , / ) +  «1 ~ t )•

Пользуясь первым равенством (2), перепишем последнее равенство в виде
/ ч ^ 2 - ^ Ъ  I - ч

VI ( x , y , Z 2 , / j  + — т :;-------vi ( x ,y ,2 z2  - Z 2 , t )  =
2Я2 2Я2

I \ ^2  / \
= M3 ( x , y ,  Z2, / ) ------— ------u\  ( x , y ,  2zi - Z 2 , / ) -

Я2 ~^Ъ 
2^2

2Я2

U\ (x,y, 2zj “ (2 z2 - ^ 2 ) , / )

Исходя из последнего соотношения, введем функцию

VI (х, у, Z,  ̂ ------Щ { x , y , 2 z \  - ( 2 z2 ~ z \ t \

v'2 (х, y , z , t )  =

2Я' 2Л

z < Z2 ,

м3 (х, у, z, t )
Л 2  Я 

2Л7
и\ (х, у, ( 2 zi -  z \ t ) -

Л 2  ~ Л 

2Л2
VI (х, у, (2 z2 -  z) ,  t )

XQ < X < О, УО < З' < 9, Z2 < z < Z3
удовлетворяющую уравнению теплопроводности в области определения.

Доказательство этого факта проводится так же, как и для функции vi (х, у, z, f), 
аналогично статье [18].

Найдем предельные значения функции V2 (х, у, z, t) при z = Z3:
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V2 {x , y , z^ , t )  = U2 (x,>-, Z3, ? ) - - ^ - — -Щ {x,y,{2zi  - z ^ \ t ) -
2^2 (6)

Л2  -  Я3 

2Я2
VI (jc, y , { 2 z2 ~Z2 ),t)

Представим функцию щ (jc, у, zs, t) = / (x, y, Z3,f) в виде 
f (x,  у. Z,  t) = /  (X, у, Z3, t) - f  (x, y, Z3, t),

где /  * (x, y, Z3, f) -  потенциалы двойного слоя по верхней грани области D. 
Предположим, что все функции, входящие в равенство (6), известны.

Введем функцию uą {х, у, z, f), удовлетворяющую уравнению теплопроводности 
при хо < X < О, уо < у  < О, z > Z3, такую, что

2 ^ ( * . y , Z 3 , 0  = fOZ oz
,^»4

dz

Л2  - Я 3

2 Я2

/ \ ^ 2  I \V2 {х, у, z , r ) + ——-----щ (х, y ,2z i  - z , t )  +
2 Л2

Vj (х, y , 2z2 - Z , t )
Z =  Z-,

Последняя краевая задача с нулевым начальным условием имеет решение, 
удовлетворяющее условию W4 (х,у, + оо, ^) = О [19].

Введем функцию
/ \ ^2 ^3 i f  \ \М4 [ x , y , z , t ) ---- —-----щ (x ,y , (2zj - z ) , t ) -

V3 (х, у, z,t)-.

2Я'

Я2 - Я 3 
2Я2

v i ( x , y , { 2 z2 - z ) , ( ) - f  [ x , y , z , t \  z>Z3,

V2 {x, y , z , t )  + UĄ{x,y,{2 z2 ~ z \ t ) ~  (x, y , z , t \
z<Z3, x o < x < 0, Уо<>'<0,

удовлетворяющую уравнению теплопроводности в области определения.
Функция V3 (х, y , z , t )  удовлетворяет уравнению теплопроводности при хо < х < О, 

- oo<z< + co, ? > 0, исчезает при z —»± оо, удовлетворяет нулевым начальным 
и граничным условиям. Следовательно, V3 (х, y , z , t )  = d.

Из определения функций vi,2,3 {х,У, z , t )  следуют соотношения

М4 (х, у, z, t )-  ̂  ̂ щ ( x , y , (2 zi - z \ t ) --- 1 - — - щ  {x , y , { 2 z2  -  z \ t )  =
2Я' 2Я' (7)

(8)

/  { x , y , z , t \  z>max(z3 , ( 2 z2 -Z] ))

^2  + ^3  ( > ^ 2 - ^ 3  (— ------- u\ { x , y , z , t ) + —— ------Щ { x , y , z  + 2 { z x - Z 2 ) , t )  +
2 Я 2 2 Я2 (8)

+ u ^ { x , y , { ' ^ Z 2 - z \ t ) =  ( x , y , z , t \  z <z \ .
Из равенства (7) найдем функцию М4 (х, у, 2гз -  z, Г) и подставим ее в соотношение
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Щ (^^,>^,(2 2 3 - z \ t )  = ^ ^ — - щ  {x , y , 2z i  - ( 2 z3 - z ) , t )  +
2 Я 2

Л-2 >̂ 3
+ — ------ Щ ( x , y , 2 z 2  ~ ( 2 z2  - z ) , t ) + f ~  (x, y , ( 2 z s  - z \ t \

2 1 '

z < 2 z3 -  max (z 3 , ( 2 z2 -  z\ )),

Щ { x , y , z , t )  + -:^— ( x, y, z + 2 (zi - 2 2 ) , / )  +
І 2  + I 3

+ u\ {x , y , z  + 2{z\  - Z 2  ),0 +T ^— z + 2 ( z2 -2 3  ^ r ) =  (9)

21 '

І 2 + 13

\ f ^  { x , y , z , t ) - f ~  { x , y , ( 2 z2 - z ) , r ) l
І 2 + ^3
2 < 2o: = min(z i ,2 z3 -  max ( 23, (222 -  z\ ) ) )

Равенство (9) представляет собой линейное функциональное уравнение со 
сдвигом в область в классе функций, удовлетворяюпщх уравнению теплопроводности 
(1).

Если функция

/■̂  ( x , y , z , t ) - / ~  ( x , y , ( 2z2 - z),?)], Z<ZQg { x ,  y , z , t ) :  =
І 2 + 1 3  

удовлетворяет условию

il + a
при z -  00

равномерно no x, y, t, где c > O и a > O, то к функциональному уравнению (9) применим 
метод итераций [14]. В работе [20] аналогичное функциональное уравнение решено 
методом преобразования Фурье через интегральное представление неизвестной 
функции.

Случай теплообмена по поверхности плиты с соблюдением краевого условия

—  + /гм = О ■ закона Ньютона рассмотрен в 4.2. Там же приведены результаты 
дп
численных расчетов -  кривые распределения температур по поверхности плиты.
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Обзор ряда работ по моделированию нагрева тел и методов решения задач 
приведен в ч.1. Здесь дополнительно отметим, что для решения ряда двухмерных и 
трехмерных задач нестационарной теплопроводности был применен впервые метод 
парных интегральных уравнений [1], а также метод прямого интегрирования уравнений 
и его видоизменения [2 -5 ].

1. Теплообмен по закону Ньютона
Рассмотрим распределение температур в оплавляемом слое в случае 

теплообмена по закону Ньютона.
Краевое условие


