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Аннотация. В статье представлена система взаимодействия балочной плиты и упругого ос-

нования с учетом касательных напряжений в контактной зоне. Для решения рассматриваемой 

задачи авторами применяется вариационно-разностный метод (ВРМ), который реализуется в 

перемещениях через конечно-разностные соотношения теории упругости при использовании в 

решении функционала полной потенциальной энергии деформации системы, состоящей из 

плиты, упругого основания и зоны контактного взаимодействия. 

Предлагаемая методика статического расчета позволяет определить внутренние усилия в ба-

лочной плите и осадки упругого основания под плитой с учетом касательных напряжений в 

контактной зоне, достаточно полно исследовать эту зону взаимодействия балочной плиты с 

упругим основанием, а также получить полную картину влияния касательных напряжений на 

напряженно-деформированное состояние упругого основания. Численная реализация ВРМ 

производится методом конечных разностей в вариационной постановке в программном пакете 

Mathematica. 
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Abstract. The article presents a system of interaction between a beam plate and an elastic founda-

tion, taking into account shear stresses in the contact zone. To solve the problem under consideration, 

the authors use the variational-difference method (VRM), which is implemented in displacements 

through the finite-difference relations of the theory of elasticity when using the total potential energy 

of deformation of the system, consisting of a plate, an elastic base and a zone of contact interaction, in 

solving the functional. 

The proposed method of static calculation makes it possible to determine the internal forces in the 

beam slab and the settlements of the elastic foundation under the slab, taking into account the tangen-

tial stresses in the contact zone, to study this zone of interaction of the beam slab with the elastic foun-

dation quite fully, and also to get a complete picture of the effect of tangential stresses on the stress-
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strain state elastic base. The numerical implementation of the CRM is carried out by the finite differ-

ence method in the variational setting in the Mathematica software package. 

Keywords: beam slab, elastic foundation, adhesion forces. 

Введение. 

Из-за разнообразия конструктивных решений плит и грунтовых условий в настоящее время 

нет возможности дать строгое решение пространственной задачи. В связи с этим допускают 

использование приближенного решения, согласно которому влияние жесткости балочной пли-

ты и реактивных касательных напряжений на расчетные величины плитного фундамента опре-

деляют строго в плоской постановке. Затем результаты такого расчета используют для прибли-

зительной оценки влияния указанных факторов на результаты расчетов по действительной 

пространственной схеме, выполненных по существующим методам без учета этих факторов [1]. 

Взаимодействие балочной плиты и упругого основания ленточного фундамента с учетом ка-

сательных напряжений в зоне контактного взаимодействия по сути является разновидностью 

контактных задач теории упругости [2], решение которой возможно в нелинейной постановке 

при работе упругих сред в зоне небольших упруго-пластических деформаций, т. е. с учетом фи-

зической нелинейности. 

 Учет нелинейности деформирования балочной плиты позволяет увеличить, как правило, 

допустимую нагрузку на плиту за счет перераспределения и уменьшения максимальных значе-

ний усилий, но при этом обнаруживается резкое возрастание  

неравномерности осадок. Данные нелинейного расчета позволяют выполнить достоверную 

оценку работы конструкции по предельным состояниям эксплуатационной пригодности. 

Постановка задачи. Балочная плита ленточных фундаментов неглубокого заложения нахо-

дится на упругом однородном слое глубиной (толщиной) H с приложенной внешней нагрузкой 

q(x). Параметры плиты следующие: высота плиты h, ширина плиты 2l, изгибная жесткость EJ.  

Вводим гипотезы (предположения) и допущения для расчета балочных плит на упругом ос-

новании:  

1. Допущения и гипотезы теории упругости справедливы для рассчитываемой области упру-

гого основания. 

2. Допущения и гипотезы плоского изгиба балки (плиты) справедливы для плиты.

3. При моделировании контактной зоны между балочной плитой и основанием могут возни-

кать и растягивающие, и сжимающие напряжения, силы трения при моделировании учитыва-

ются, также учитываются касательные напряжения в зоне контактного взаимодействия. 

Алгоритм решения задачи. Для решения рассматриваемой задачи авторами применяется ва-

риационно-разностный метод (ВРМ) [3], который реализуется в перемещениях через конечно-

разностные соотношения теории упругости (случай плоской деформации) при использовании в 

решении функционала полной потенциальной энергии деформации системы, состоящей из 

плиты, упругого основания и зоны контактного взаимодействия. 

Основание при расчете заменяется прямоугольной расчетной областью, на границах которой 

перемещения равны нулю; в контактной зоне справедливо равенство осадок основания проги-

бам плиты.  

Основание аппроксимируется разбивочной сеткой конечных размеров с постоянным шагом 

по осям (рис. 1).  

Рисунок 1 – Разбивочная сетка расчетной области 
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За неизвестные принимаем: ui(x,y), vi(x,y) – компоненты вектора перемещения i-той узловой 

точки основания, направленные вдоль осей X и Y соответственно; py
(i)

(x, y) – реактивные давле-

ния в зоне контакта балочной плиты с основанием.  

Рисунок 2 – Прямоугольная ячейка метода конечных разностей 

Соотношение Коши в выражениях деформаций в точке k 

         (1) 

(2) 

Энергия деформаций прямоугольной ячейки 

                            (3) 

Величина полной потенциальной энергии балочной плиты на упругом основании Э состоит 

из энергии деформации плиты U, энергии деформации упругого основания A и работы внешней 

нагрузки П: 

.Э U A П      (4) 

Хотелось бы отметить, что при составлении соотношения полной энергии деформации 

упругого основания A в формуле (4) авторами был выполнен учет касательных напряжений в 

контактной зоне в дополнительном слагаемое: энергия сцепления в контактной зоне плиты с 

основанием, т. е. 
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,f tА U U     (5) 

где fU  энергия деформации упругого основания (плоская деформация) [3]; tU   энергия 

сцепления в контактной зоне плиты с основанием. 

Энергия деформаций упругого основания 

(6) 

, 

где NX − число узлов по оси X; и MY − число узлов по оси Y. 

Энергия сцепления в контактной зоне 

                            ,    (7) 

где EA – жесткость плиты при продольных деформациях. 

Энергия деформации плиты при изгибе 

                                               
         (8) 

Потенциал  внешней нагрузки 

          (9) 

      Вначале решается задача в линейной постановке. По вычисленным значениям переме-

щений i−той узловой точки ui(x), vi(y), используя геометрические уравнения Коши и конечно-

разностные соотношения (1, 2), определяется интенсивность деформаций и интенсивность 

напряжений в центрах ячеек (см. формулы теории упругости). 

     Имея значения напряжений и перемещений, полученных в результате решения задачи в 

первом приближении, определяется касательный   или секущий модули деформации для каждой 

ячейки и задача решается во втором и последующих приближениях, с учетом  изгибной жест-

кости балочной плиты. 

     Итерационный процесс заканчивается, как только разница между последующим и преды-

дущим приближением исследуемой функции будет соответствовать требуемой точности реше-

ния задачи.  

Решение задачи. Для решения задачи составлена расчетная программа Mathematica 10.0 и 

проведена ее числовая апробация для однослойного основания (песок средней плотности)  

МПа
y

2,0σ  3,0ν  ; МПаE 20 ;  железобетонная плита фундамента (бетон марки С20/25)  

P = 90 000 Н; l = 1,6 м, h = 0,2 м; Па.1035,2
10


б

E Определяем критерий сходимости 4 %. 

На рис. 3 приведены результаты расчета осадок основания и плиты, с учетом касательных 

напряжений и без них в контактной зоне для первых двух итераций, а так же линейный расчет 

для сравнения. Сходимость составила 3,2 %. 
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Рисунок 3 – График сравнения результатов осадок основания и плиты с учетом касательных напряжений 

и без них в контактной зоне для первых трех итераций, а так же линейного расчета 

 

На рис. 4 представлена эпюра изгибающих моментов балочной плиты с учетом касательных 

напряжений и без них в контактной зоне для первых двух итераций. Эпюры реактивных давле-

ний и поперечных сил почти полностью между собой совпадают. 

 

 

Рисунок 4 – Эпюра изгибающих моментов 

Выводы. 

Предложенная авторами методика расчета системы балочной плиты с однородным упругим 

основанием вариационно-разностным методом с использованием конечно-разностных уравне-

ний полной потенциальной энергии, позволяет определить внутренние усилия в балочной пли-

те и осадки упругого основания под плитой, более полно исследовать эту зону биконтактного 

взаимодействия с учетом касательных напряжений. 

Полученные результаты уменьшения осадок (рис. 2) и изменения формы изогнутой оси 

эпюры изгибающих моментов (рис. 3)  говорит о влиянии касательных напряжений, что так же 

подтверждается в работах Гудушаури И. И. [8]. 
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