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Рассмотрен изгиб круговой симметричной по толщине пятислойной пластины под 

действием равномерно распределенной нагрузки. Принимается, что для тонких несу-

щих слоев выполняются кинематические гипотезы Кирхгофа. Сравнительно толстый 

заполнитель деформируется в соответствии с гипотезой Тимошенко о прямолинейно-

сти и несжимаемости деформированной нормали. Уравнения равновесия получены 

с помощью вариационного метода Лагранжа. Учтена работа тангенциальных напряже-

ний в заполнителе. Получено аналитическое решение краевой задачи и проведена его 

численная апробация.  

Введение. В последнее время значительно возрос спрос на использование слои-

стых тонкостенных элементов конструкций в авиа-, ракето-, машиностроении и строи-

тельстве. Это обуславливает необходимость разработки математических моделей и ме-

тодов их расчета на различные виды и типы нагрузок.  

Методы расчета и постановки краевых задач для расчета слоистых элементов 

конструкций приведены в монографиях [1–4]. В статьях [5–7] рассмотрены задачи ди-

намики слоистых оболочек. В работах [8–11] содержатся результаты исследования ко-

лебаний неоднородных балок и круговых трехслойных пластин. Публикации [12; 13] 

посвящены деформированию трехслойных круговых пластин со сжимаемым заполни-

телем, или связанных с упругим основанием Пастернака [14; 15]. Неосесимметричное 

растяжение-сжатие трехслойных пластин рассмотрено в [16; 17]. Изгиб трехслойных 

пластин и стержней в тепловом потоках исследован в статьях [18; 19].  Постановка 

краевой задачи о динамическом деформировании пятислойной круговой пластины при-

ведена в [20]. Уравнения равновесия круговой пятислойной пластины в усилиях полу-

чены в [21]. Здесь рассмотрен изгиб защемленной по контуру упругой симметричной 

по толщине круговой пятислойной пластины с жесткими заполнителями.  

1. Постановка и решение задачи.  
Рассматривается симметричная по толщине пятислойная круговая пластина (ри-

сунок 1). Постановка задачи и ее решение проведены в цилиндрической системе коор-

динат, которая связана со срединной плоскостью центрального несущего слоя. В тон-

ких внутреннем и внешних несущих слоях (1, 2, 4) справедливы гипотезы Кирхгофа: 

нормаль остается несжимаемой, прямолинейной и перпендикулярной к деформирован-

ной срединной поверхности слоев. В жестких несжимаемых по толщине заполнителях 

(3, 5), воспринимающих нагрузку в тангенциальном направлении, нормаль остается 

прямолинейной, не изменяет своей длины и поворачивается на некоторый дополни-

тельный угол (r).  
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Рис. 1. Расчетная схема 

 

На внешний слой пластины действует осесимметричная равномерно распреде-

ленная поперечная нагрузка q. На контуре пластины (r = r0) предполагается наличие 

жесткой диафрагмы, препятствующей относительному сдвигу слоев ((r0) = 0). Через 

w(r) обозначен прогиб пластины, hk – толщина k-го слоя. Продольные и поперечные пе-

ремещения в слоях u
(k)

(r, z) и выражаются через две искомые функции: w (r) – прогиб 

пластины и (r) – относительный сдвиг в заполнителях. В результате 

 в несущих слоях 1, 2, 4 

 
(4)

3, ,r ru zw h      
1 3 1 3 20,5 0,5 ,h h z h h h      

(1) , ,r ru zw    
1 10,5 0,5 ,h z h    

(2)

3, ,r ru zw h     
1 3 2 1 30,5 0,5 ,h h h z h h        

 

 в заполнителях – 3, 5 

 
(5)

1, ( 0,5 ),r ru zw z h       
1 1 30,5 0,5 ,h z h h    

 
(3)

1, ( 0,5 ),r ru zw z h      
1 3 10,5 0,5h h z h     . (1) 

 

где z – координата рассматриваемого волокна; запятая в нижнем индексе обозначает 

операцию дифференцирования по следующей за ней координате. 

Деформации в слоях следуют из перемещений (1) и соотношений Коши: 
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Напряжения связаны с деформациями законом Гука 

 
( ) ( )2 ,k k

ks G э    
( ) ( )σ 3 ,k k

kK    
(3) (3)

32 ,rz rzs G э  (3) 

 

где ( ) ( ),k ks э 
– девиаторы, ( ) ( )σ ,k k – шаровые части тензоров напряжений и деформаций; 

(3) ,rzs  (3)

rzэ  – касательное напряжение и деформация в заполнителе; Gk, Kk – модули сдви-

га и объемной деформации материала k-го слоя, причем G1 = G2, K1 = K2.  

С помощью компонентов тензора напряжений 
( )k

  (α = r, φ; k = 1, 2 ,3, 4, 5), вво-

дятся обобщенные внутренние усилия и моменты:  
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Считается, что к контуру пластины приложены заданные силы и моменты 
0 0 0 0, , ,r r rT H M Q . Вариация работы внешней поверхности нагрузки будет  

 

1 d d .
S
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Виртуальная работа контурных усилий  
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Вариация работы сил упругости 
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  
   

 

 (7) 

 

Проведя необходимые преобразования и приравнивая  виртуальную работу внут-

ренних усилий (7) к работе внешних и контурных нагрузок (5), (6) получим систему 

дифференциальных уравнений равновесия в усилиях [21]:  

1
, ( ) 0,r r rH H H Q

r
     

 

,

1
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На контуре пластины r = r0 должны выполняться силовые граничные условия 

 

0 0 01
; ; , ( ) .r r r r r rr rH H M M M M M Q

r
      (9) 

 

Используя закон Гука (3), деформации (2) и соотношения (4), получим выражение 

обобщенных усилий через две неизвестные функции: w(r, t), ψ(r, t). После подстановки 

полученных выражений в уравнения (8) имеем систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений равновесия для определения перемещений w (r) и (r):  

 

2 4 5 3 3( , ) 2 0,rL a a w h G     

3 5 6( , ) ,rL a a w q    (10) 

 

где, коэффициенты ai вычисляются через механические и геометрические характери-

стики слоев  
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L2, L3 – дифференциальные операторы  
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На контуре пластины должны выполняться  силовые (9) или кинематические гра-

ничные условия. В дальнейшем принимаем, что контур пластины шарнирно оперт, т. е. 

при r = r0 должны выполняться условия   

 

0  , , 0rw w  . (11) 

 

Решение краевой задачи (10, 11) получено в виде  
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,
 (12)

 

 

где I0, I1 – модифицированные функции Бесселя нулевого и первого порядков.  

ψ
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2 Численные результаты. Численно исследован максимальный прогиб (12) в за-

щемленной по контуру пятислойной пластине, несущие слои которой набраны из дю-

ралюминия, заполнители – фторопласт-4. Упругие характеристики этих материалов 

приведены в [1]. Величина нагрузки – q0 = 10 МПа, Геометрические параметры пласти-

ны и радиальная координата отнесены к ее радиусу r0. 

На рисунке 2 показана зависимость максимального прогиба от толщины внутрен-

него несущего слоя при различных значениях суммарной толщины несущих слоев 

H = h1 + h2 + h4: 1 H = 0,03; 2 – H = 0,06; 3 – H = 0,09. толщина заполнителей постоянна 

h3 = h4 = 0,2. Увеличение толщины центрального несущего слоя за счет внешних слоев 

приводит сначала к некоторому росту прогиба, т. е. увеличению жесткости конструк-

ции. Затем жесткость и, соответственно прогиб уменьшаются 

 

 
 

Рис. 2. Максимальный прогиб в центре пятислойной пластины 

 

Выводы. Механико-математическая модель изгиба пятислойной упругой пласти-

ны и предложенное аналитическое решение краевой задачи позволяют исследовать ее 

перемещения не только при постоянной, но и при любой осесимметричной нагрузке.   
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