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Введение. Композитные трехслойные элементы конструкций давно заняли свою 

нишу в инженерном деле. Их явное преимущество над элементами, выполненными из 

одного материала, заключается в возможности контролировать и задавать требуемые 

проектными и техническими условиями физико-механические параметры элемента: 

прочность, жесткость, тепло- и электропроводность, звуко- и магнитную проницаемость 

и т. д. Это возможно как раз благодаря сочетанию в рамках единого пакета свойств разно-

родных совместно работающих материалов. Кроме того, благодаря включению связующих 

срединных прослоек из легких материалов можно достичь существенного снижения обще-

го веса конструкции без значимого ухудшения показателей прочности и жесткости. В то 

же время, проектирование слоистых конструкций с точным изменением толщины в наибо-

лее напряженных местах повышает их рациональность с точки зрения материалоемкости. 

Объем публикаций и научных исследований, направленных на моделирование 

и изучение работы слоистых конструкций, воспринимающих воздействие внешних на-

грузок, включает несколько тысяч работ. Это обусловлено существованием различных 

методов приведения трехмерной задачи теории упругости к двумерной и подходов 

к моделированию и решению поставленных задач. Однако и на сегодняшний день 

трехслойные конструкции и, в частности, элементы с функциональным изменением 

толщины не утратили своей актуальности. Приведем обзор научных разработок схожей 

проблематики последних лет.  

Собственные частоты и формы колебаний круговых пластин с функционально-

изменяющейся толщиной заполнителя широко рассмотрены в работах Р. Лала и Р. Рани 

[1–5]. Схожая задача о свободных колебаниях трехслойной пластины с переменной тол-

щиной срединного слоя обозревается в работе Ч. Чанга и Х. Чена [6]. Ч. Лу в работе [7] 

поднимает вопрос об изменении аэродинамических свойств трехслойной балки при из-

менении ее толщины вдоль пролета. В работе С. Суслера и Х. Туркмени [8] представ-

лены теоретические и численные исследования нелинейного динамического деформи-

рования пластин с конической формой сердцевины и коническим изменением толщины 

внешних слоев. В [9; 10] представлен способ изменения несущей способности прямо-

угольных сэндвич-панелей путем ступенчатого изменения толщины их внешних слоев, 

рассмотрены вопросы изгиба и устойчивости таких пластин, а также исследована зави-

симость между собственными частотами и формой ступенчатого профиля. 

В данной работе будут рассмотрены вопросы динамического деформирования 

круговой трехслойной пластины со ступенчатым изменением толщины внешних слоев. 

Основная теоретическая часть. Рассмотрим вынужденные колебания круговой 

жестко защемленной по наружному контуру трехслойной пластины. Толщина ее внеш-

них слоев ступенчато изменяется вдоль радиуса. Толщина срединного заполнителя по-

стоянна (рисунок 1). 

Пластина находится в покое. Начальные деформации в пластине отсутствуют. 

В некоторый момент времени t0 пластина воспринимает действие внешней многократ-

но повторной нагрузки, выводящей ее из состояния равновесия (рисунок 2). Функция 

рассматриваемого воздействия имеет вид: 
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Рис. 1. Круговая трехслойная пластина со ступенчатым изменением толщины внешних слоев 

 

 
 

Рис. 2. Многократно повторная линейно-убывающая внешняя нагрузка 
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В приведенном выше выражении (1) I, II – номер рассматриваемого участка пла-

стины (см. рисунок 1); q0 – максимальная интенсивность внешнего воздействия; τq – 

продолжительность действия нагрузки; τ – временно й интервал длительности цикла 

загружения, представляющий собой сумму времени действия внешней нагрузки и вре-

мени свободных колебаний пластины до восприятия следующего воздействия; m – но-

мер цикла; N – количество ударов; H0 – функция Хевисайда [11]: 
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Деформирование пластины моделируется в рамках дискретно-структурного подхо-

да, основанного на предположениях о характере работы каждого слоя в отдельности, об-

разующих единую систему гипотез. Считаем, что относительно толстый срединный за-

полнитель пластины подвержен сдвиговым деформациям при его изгибе, то есть для не-

го справедлива сдвиговая модель Тимошенко [12]. Деформирование относительно тон-

ких внешних слоев описываем в соответствии с классической гипотезой Кирхгофа 

о прямолинейности и перпендикулярности нормали к срединной поверхности до и после 

изгиба пластины [13; 14]. То есть при изгибе пластины нормаль, проведенная к средин-

ной поверхности, во внешних слоях поворачивается на некоторый угол θ, и при этом 

остается прямолинейной и перпендикулярной к деформированной срединной плоско-

сти. В то же время в пределах заполнителя нормаль повернется на некоторый угол ѱ, 

причем ѱ > θ, но также останется прямолинейной и не изменит своей длины. 

Таким образом получаем, что при колебаниях пластины в ней возникают следую-

щие перемещения: изгиб w(r, t), сдвиг в заполнителе ѱ(r, t) и радиальное смещение коор-

динатной поверхности u(r, t). В дальнейшем перечисленные функции будем считать ис-

комыми. 

Опираясь на вариационный принцип Гамильтона [15–17], в [18; 19] была получена 

система дифференциальных уравнений движения для каждого прямолинейного участка 

пластины, имеющего постоянную толщину. При этом общее решение для пластины 

в целом может быть представлено путем сопряжения частных решений для отдельных 

прямолинейных участков: 

 

        0 II II Iw w w w H r R     ;           0 II II I H r R       ; 

        0 II II Iu u u u H r R     . 
(3) 

 

Для решения системы уравнений движения пластины функции искомых переме-

щений w(r, t), u(r, t), ѱ(r, t) представим в виде суммы квазистатических ws(r, t), us(r, t), 

ѱs(r, t) и динамических wd(r, t), ud(r, t), ѱd(r, t) составляющих: 

 

     I,II I,II I,II ;s dw w w          I,II I,II I,II ;s du u u          I,II I,II I,II .s d    (4) 

 

Выражения для определения квазистатических составляющих перемещений имеют 

вид [20]: 

 

              2 2
I,II 5 I,II 6 I,II 7 I,II 8 I,II I,II I,II

1 1
ln ln d d d d ;s s s s sw С С r С r С r r D r rq r r r r

r r
          



42 

   
 

   
   

     
2 II 7 I,II 1 I,II

I,II 1 I,II 6 I,II 1 I,II 8 I,II 1 I,II2 2ln 1
s s

s s s s

C С b
u C r С b r С b r r

r r
        

   
  I,II 1 I,II

I,II

1
d d d

D b
r rq r r r

r r
    ; 

   
 

   
   

     
4 II 7 I,II 2 I,II

I,II 3 I,II 6 I,II 2 I,II 8 I,II 2 I,II2 2ln 1
s s

s s s s

C С b
C r С b r С b r r

r r
         

   
  I,II 2 I,II

I,II

1
d d d

D b
r rq r r r

r r
    . (5) 

  

Константы интегрирования квазистатического деформирования Csi определяются 

из граничных условий жесткой заделки, условий равенства всех перемещений и внут-

ренних усилий в точке изменения толщины пластины, а также сингулярности логариф-

мических функций в начале координат.  

Выражения для определения динамических составляющих перемещений имеют вид:  

 

       (I, II) 5 (I, II) 0 (I, II) 6 (II) 0 (II) 7 (I, II) 0 (I, II) 8 ( II) 0 (II)
0

d d n n d n n d n n d n n
n

w C I r C K r C J r C Y r


   



         
 
  

           
0

cos sin cos sinn n n n n n n n n
n

A t B t W r A t B t




         ; 

 
2

2 (II) 1(I, II)
(I, II) 1 (I, II) 5 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 1(I, II)

0 (I, II)

d n n
d d n d n n n

n n

С m
u С r C I r b

r


 




  
        

   

  

   
2 2

1(I, II) 1(I, II)
6 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 1(I, II) 7 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 1(I, II)

(I, II) (I, II)

n n
d n n n d n n n

n n

m m
C K r b C J r b   

 

    
           
       

 

      
2

1(I, II)
8 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 1(I, II)

(I, II)

cos sin
n

d n n n n n n n

n

m
C Y r b A t B t 



 
        

   

; 

 
2

4 (II) 2(I, II)
(I, II) 3 (I, II) 5 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 2(I, II)

0 (I, II)

d n n
d d n d n n n

n n

С m
С r C I r b

r


 




  
         

   

  

   
2 2

2(I, II) 2(I, II)
6 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 2(I, II) 7 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 2(I, II)

(I, II) (I, II)

n n
d n n n d n n n

n n

m m
C K r b C J r b   

 

    
           
       

 

      
2

2(I, II)
8 (I, II) 1 (I, II) (I, II) 2(I, II)

(I, II)

cos sin
n

d n n n n n n n

n

m
C Y r b A t B t 



 
        

   

.    (6) 

 

Здесь γ
±

n – коэффициенты, зависящие от частоты собственных колебаний пласти-

ны ωn; I0(rγ
+

n), K0(rγ
+

n), J0(rγ
–

n), Y0(rγ
–
n) – функции Бесселя от действительного и мни-

мого аргумента [21; 22]; Аn и Вn – временны е константы интегрирования, определяемые 

из начальных условий колебания пластины. Подробный вывод (6) представлен в работе 

[23]. 

Исходя из свойств ортогональности Бесселевых функций и условий нормировки 

выражения для временны х констант интегрирования Аn и Вn будут иметь вид: 
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где f1(r), f2(r) – функция прогиба и функция скорости движения точек пластины соот-

ветственно в начальный момент времени t0;  

Wn(r) – координатная функция формы колебаний. 

Опираясь на исходные условия задачи об отсутствии колебательных процессов 

и начальных деформаций до момента приложения внешней нагрузки, учитывая (3)1, 

можно записать: 

 

     ,0 ,0 ,0 0s dw r w r w r   ; 

     1 ,0 ,0d sf r w r w r      и        2 ,0 ,0d sf r w r w r   . 
(8) 

 

Рассмотрим загружение пластины многократно повторной внешней нагрузкой 

(см. рисунок 2). Представим данную нагрузку в виде циклически повторяющейся крат-

ковременной нагрузки. Примем, что каждый цикл внешнего воздействия имеет собст-

венную локальную координатную ось времени t
*
(m). Взаимосвязь между основной коор-

динатной осью t и локальными t
*
(m) можно представить следующим выражением: 

 

   1mt t m     . 

 

В то же время, аналитическое решение для функции прогиба пластины при дейст-

вии кратковременной нагрузки представим в виде суммы двух решений на различных 

временны х участках колебаний: «1» – от момента приложения внешней нагрузки 

t
*
(m) = 0 до момента завершения действия нагрузки τq – w

q
(m) (r, t); и «2» – от момента 

завершения внешнего воздействия τq до момента приложения нового внешнего воздей-

ствия t
*
(m+1) = 0 – w

0
(m) (r, t). Второй временной участок представляет собой свободные 

колебания пластины, начальными условиями для которых служат функции прогиба и 

скорости движения точек пластины при вынужденных колебаниях предыдущего времен-

но го участка в момент времени t
*
(m) = τq:  
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Отличие первого цикла внешнего воздействия от всех последующих будет заклю-

чаться в начальных условиях для первого временно го участка. В момент времени 

t
*
(m) = 0 при m = 1 прогиб и скорость движения точек пластины будут отсутствовать – 

начальные условия для первого временно го участка представлены выражениями (8). 

При m > 1 начальными условиями цикла будут служить функции прогиба и скоростей 

движения точек пластины предыдущего цикла в момент времени τ, то есть, учитывая 

алгоритм построения решения, прогиб и скорости движения точек будут определяться 

свободными колебаниями пластины предыдущего цикла в момент времени (τ – τq): 
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Общее выражение для функции прогиба m-ного цикла внешнего воздействия: 
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Здесь время функции динамического прогиба свободных колебаний определено 

как [t – (m – 1)τ – τq] в виду того, что выражения (7) для констант интегрирования An 

и Bn получены из условия начала колебаний, то есть при t = 0. 

Итоговое выражение для функции прогиба пластины при вынужденных колеба-

ниях, побуждаемых многократным ритмичным внешним воздействием 
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Для многократно повторной линейно-убывающей внешней нагрузки константы 

интегрирования Аn и Вn для функции первого временного участка первого цикла будут 

иметь вид: 
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Константы интегрирования для функции первого временно го участка m-ного цик-

ла при 1m   могут быть определены с помощью следующих выражений 
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Константы интегрирования для второго временно го участка m-ного цикла: 
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Численные расчеты. Для численной апробации полученного решения рассмот-

рим защемленную по внешнему контуру круговую трехслойную ступенчатую пласти-

ну, имеющую уширение в центральной части (см. рисунок 1).  

Геометрические параметры пластины: внешний радиус – RII = 1  м; радиус цен-

трального участка I – RI = 0,5RII; толщина внешних слоев пластины на участке I – 

h1(I) = h2(I) = 0,04  м;  толщина внешних слоев пластины на участке II – 

h1(II) = h2(II) = 0,02  м; толщина срединного заполнителя – h3 = 0,3  м. 

Состав слоев пластины представлен материалами «сталь–ПС-1–сталь».  

Физико-механические характеристики материалов слоев [24–26]: сталь – 

ρ1,2 = 7850 кг/м
3
; K1,2 = 1,913·10

11
 Па, G1,2 = 0,78·10

11
 Па; полистирольный пенопласт 

(ПС-1) – ρ3 = 60  кг/м
3
; K3 = 10·10

6
 Па, G3 = 15·10

6
 Па. Здесь ρ – плотность; K – модуль 

объемной деформации; G – модуль сдвига. 

Пластина воспринимает нагрузку из 6-и последовательных внешних воздействий, 

временно й интервал между которыми привязан к первой частоте собственных колеба-

ний пластины ω0. Продолжительность приложения нагрузки совпадает с полупериодом 

и периодом первой формы колебаний пластины: τ = 134π / ω0 = 1,00 с, τ = 135π / 

ω0 = 1,01 с; τq = π / ω0 = 7,4·10
–3

 с, τq = 2π / ω0 = 14,9·10
–3

 с. 

Максимальная интенсивность каждого внешнего воздействия q0(I) = q0(II) = –

100  кПа. 

На рисунке 3 представлены графики изменения прогибов пластины во времени. 
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Рис. 3. Изменение прогиба пластины «сталь–ПС-1–сталь» при приложении многократно 

повторной линейно-убывающей нагрузки: а, в – длительность приложения каждого 

воздействия τq = π / ω0; б, г – длительность приложения каждого воздействия τq = 2π / ω0 

 

Выводы. Из приведенных графиков видно, что временно й интервал между внеш-

ними воздействиями оказывает существенное влияние на характер вынужденных коле-

баний.  

Выразив интервал между нагрузками как τ = kπ / ω0 можно сказать, что если k пред-

ставляет собой натуральное четное число, то с течением времени колебаний происходит 

постоянное нарастание амплитуды прогибов. При этом для многократно повторной ли-
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нейно-убывающей нагрузки длительность самого внешнего воздействия τq никак не влия-

ет на характер колебаний.  

В случае, если интервал между воздействиями представлен выражением τ = kπ/ω0 

с нечетным значением k, характер колебаний пластины строится по принципу поперемен-

ного возбуждения и гашения амплитуды прогибов. При этом, как и в предыдущем случае, 

длительность загружения τq  не оказывает влияние на характер колебаний. 

 

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фунда-

ментальных исследований (проект № Т22М-072).  
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