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В этой работе мы будем находить ряды Фурье для больших степеней так 
как в литературе [2, 3] рассматриваются только формулы нахождения для ряда 
Фурье для малых степеней, для которых придется брать интеграл 10 раз. Для 
этого используем операторский метод на основании метода операторов.  

Как известно [2, 3] функцию f(x), периодичную с периодом T=2L и удо-
влетворяющую условиям Дирихле, можно разложить в ряд Фурье на отрезке [-L, 
L]: 

𝑓(𝑥) = 𝑏𝑛 sin 𝛿𝑛 𝑥 
где     𝛿𝑛 =

𝜋𝑛

𝑙
 ,          𝑏𝑛 =

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝛿𝑛𝑥𝑑𝑥
𝑙

−𝑙
      𝑛 = 1,2… .    

Если же f(x)- нечетная функция , то 𝑎𝑛 = 0, 𝑛 = 0, 1, …,  
𝑏𝑛 =

2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝛿𝑛𝑥𝑑𝑥
𝑙

0
   𝑛 = 1,2…  . 

Введем свойства отдельных операторов. На их основании выводим 
формулы, которыми будем пользоваться. 

Рассмотрим оператор 

𝑇1[𝑓(𝑥)] =
𝑓(𝑥 + 𝑙) − 𝑓(𝑥 − 𝑙)

2
 

Используя известные тригонометрические формулы, определяем: 

   
1sin sin ( ) sin ( ) cos sin 0
2l n n n nT x x l x l x n    = + − − = = , 

Аналогично 

   
1sin ( )sin ( )sin ( )
2

sin cos cos sin ( 1) sin

l n n n

n
n n n

T x x x l x x l x l

x n x l n x l x

  

    

= + − − − =

= + = −  
Кроме 𝑇𝑙    введем оператор 𝑉𝑛[𝑓(𝑥)] =

𝑓(𝑥)

1+
𝑑𝑥
2

𝛿𝑛
2⁄
 



402 

На основе принципа суперпозиций устанавливаем свойства операторов 

0
l

x

TD
ld

=
,  𝐷1 = 𝑇𝑙𝑉𝑛 и 𝐷2 = 𝑙𝑑𝑥𝐷1  в классе функций. 

 𝐷1 =
𝑠ⅈ𝑛ℎ(𝑙𝑑𝑥)

1+
𝑑𝑥
2

𝑑𝑛
2

 

𝐷1[sin 𝛿𝑚𝑥] = {
(−1)𝑛+1𝑙𝛿𝑛

2
cos 𝛿𝑛𝑥

0 

      
при 𝑚 ≠ 𝑛     

при 𝑚 = 𝑛
             

Рассмотрим конкретные примеры нахождения коэффициентов рядов 
Фурье операторным методом. 

1. Пусть  
2 1

1

sinr
n n

n
x b x


+

=

=
, r=1, 2, 3 ... . 

Произведем над обеими частями записанного ряда операцию D1. 
Непосредственно устанавливаем: 

𝑉𝑛[𝑥
2𝑟+1] = (1 −

𝑑𝑥
2

𝛿𝑛
2 +

𝑑𝑥
4

𝛿𝑛
4 −

𝑑𝑥
6

𝛿𝑛
6 +. . ) [𝑥

2𝑟+1] = 

𝑥2𝑟+1 −
(2𝑟 + 1)2𝑟𝑥2𝑟−1

𝛿𝑛
2

+
(2𝑟 + 1)2𝑟(2𝑟 − 1)(2𝑟 − 2)

𝛿𝑛
4 𝑥2𝑟−3+ . . +(−1)𝑟

(2𝑟 + 1)!

𝛿𝑛
2𝑟 𝑥 

Кроме того,  

3 3 2 1 2 1

( ) ... ...
3! 5!

r r
x x

x
l d l dsh ld ld

+ +

= + + + +
 

В результате получим: 
2 1 2 1 2 1 2 3

1 2 4

2

(2 1)2 (2 1)2 (2 1)(2 2)

(2 1)!... ( 1)

r r r r

n n

r
r

n

r r r r r rD x l l l

r l

 



+ + − −+ + − −
  = − + + 

+
+ + −

 
Выражение в правой части, на основании (3.11) принимает вид: 

1

1
1 0

( 1)sin
2

+

= =

− 
= 

 


n
n

K K n
K x

lD b x b 


 
Приравнивая их между собой, окончательно находим: 

𝑥2𝑟+1 = 2∑ (−1)𝑛−1
∞

𝑛=1
[
𝑙2𝑟

𝛿𝑛
−
(2𝑟 + 1)2𝑟

𝛿𝑛
3 𝑙2(𝑟−1)+ . . +(−1)𝑟

(2𝑟 + 1)!

𝛿𝑛
2𝑟+1 ] 𝑠𝑖𝑛 𝛿𝑛𝑥 

𝑙 = 𝜋           𝛿𝑛 =
𝜋𝑛

𝑙
=
𝜋𝑛

𝜋
= 𝑛  

r=4     =>      x9    
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𝑥9 = 2∑(−1)𝑛
∞

𝑛=1

[
𝜋8

𝑛
−
8 ∗ 9 ∗ 𝜋6

𝑛3
+
6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9 ∗ 𝜋4

𝑛5
−
4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9 ∗ 𝜋2

𝑛7

+
9!

𝑛9
. ] sin 𝑛𝑥 

𝑟 = 5     =>       𝑥11   

𝑥11 = 2∑(−1)𝑛
∞

𝑛=1

[
𝜋10

𝑛
−
10 ∗ 11 ∗ 𝜋8

𝑛3
+
8 ∗ 9 ∗ 10 ∗ 11 ∗ 𝜋6

𝑛5

−
6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9 ∗ 10 ∗ 11 ∗ 𝜋4

𝑛7
+
4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9 ∗ 10 ∗ 11 ∗ 𝜋2

𝑛9

−
11!

𝑛11
] sin 𝑛𝑥 

В результате получим формулы для вычисления ряда Фурье для больших 
степеней. 
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