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ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ ПАРАМЕТРОВ 
СИСТЕМ ПОДРЕССОРИВАНИЯ ОБЪЕКТОВ

Хотя оптимальное проектирование систем подрессоривания яв- 
.ляется актуальным, лйтеіратуры по данному вопросу немного [1—5]. 
Рассмотрим алгоритм градиентного метода оптимизации парамет­
ров подрессоренных систем. В качестве примера подрессоренного 
объекта возьмем подрессоренную транспортную машину.

Система дифференциальных уравнений, описывающая про­
дольно-угловые колебания л-осного транспортного средства, при 
известных допущениях может быть записана в виде

■« +  S  S  =  0,у = 1

? +  S  S  =  о>г = 1 / — 1

Уі — Ti S  Fij + S  Fij =  0,
/-І / =  4

( 1)

где i — номер оси автомобиля; n — число осей; j — номера харак­
теристик элементов, включенных между подрессоренной и непод- 
рессоренной массой /-й оси, / =  1, 2, 3.

Для удобства приведем систему (1) к нормальному виду Коши:
dx ’ = (^і- ......Яь я%.............. ku h ............. ki),

Xi(to) — Хі ,̂ i = 1, 2......  n.

(2)

рдеХьХг, — выходные координаты системы подрессоривания, 
подлежащие оптимизации; ki, ki — параметры системы под­
рессоривания, подлежащие оптимизации; qi, q̂ , ..., q,— случайные 
величины, характеризующие случайное дорожное воздействие, ве­
роятностные характеристики которых известны.

Будем предполагать, что существует область 2 значений пара­
метров k\, k2, ..., ki, имеющая непустую общую часть с областью 2*
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допустимых значений этих параметров, причем в любой точке {ku 
k2, существует единственное решение системы (2 ) для
любой выборки случайных величин q\, ^2, q s ^ любых допусти­
мых начальных условий.

Предположим также, что имеется некоторый положительный 
функционал (критерий качества подреосоривания)

■̂2> ••*> ^1’ •••> k̂ t /)> (3)
определенный на множестве решений системы (2 ) и характеризую­
щий систему подрессоривания таким образом, что последняя счи­
тается лучшей, если Q принимает наименьшее значение [6].

Функции Хи Х2, .... Хп ^ общем случае зависят от t, начальных 
условий, случайных величин qu q2, •••, q s и параметров k\, k2, . . . .  k i. 
При фиксированных начальных условиях функционал (3) можно 
рассматривать как функцию случайных переменных 9 1, <72, q̂  и 
оптимизируемых параметров подвески k\, А2, •••, т. е.

Q =  Q(9o ku 2̂» ...» ku t). (4)

С целью получения оценки качества системы подрессоривания, 
не зависящей от случайных параметров, произведем осреднение. 
Тогда

M{Q) == M[Q{qu 2̂> •••> ku 2̂» ku t)] =  Q*{t, ku 2̂» ki), (5)

где M — символ математического ожидания.
Значение параметров системы подрессоривания назовем опти­

мальными, если

Q ^ t  ą.  k% ..., fe;) =m inQ (/, ku ^2. ki). (6)

Для обеспечения этого условия следует предположить, что об­
ласть является замкнутой, а функция Q ("/̂ 1./^2. . . . ,k i , t)  не­
прерывной в любой точке {ku ^2»

Для нахождения экстремального значения функции Q (ku k2, 
ku О ^ замкнутой области ^kCl^ необходимо иоследовать эту 

функцию на экстремум.
В настоящее время для нахождения экстремума функций все 

большее применение находят градиентные методы, идея которых 
состоит в том, что градиент функции представляет собой вектор, 
направленный в сторону наибольшего возрастания функции в дан­
ной точке.

Если вычислить градиент функции Q (t, ku ^2. -v ki) в некото­
рой точке {kPp k% ...,

8 Зак. 282
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где частные производные функции Q, вычис-щ..
ленные в точке ki^) \ i\, /2, ii — ррты соответствующих
осей, то сможем определить направление наибольшего возрастания 
(убывания) функции Q и, следовательно, получим возможность 
смещаться вдоль этого направления в сторону увеличения или 
уменьшения Q.

Напишем уравнение прямой, проходящей через точку 
^2^ и имеющей (направление градиеета в этой точке. Пусть
rQ =(ki^ ,  /̂ 2^ , й;®) представляет собой радиус-(вектор точки 
^2®. •••. /̂®)> а ^ = (kh  ^2, k i ) — радиус-вектор произвольной 
точки, лежащей па искомой прямой [1].

Известно, что уравнение искомой прямой в векторной форме 
будет иметь вид

=  ''о +  Р grad Q, (8)
где Р— параметр; р =  0 в начальной точке, имеющей радиус- 
вектор Го (полюжителыны’м вначениям р отвечают точки прямой, 
смещенные от точки го в сторону наибольшего возрастания функ­
ции Q, а отрицательным значениям—точки прямой, смещенные от 
точки Го в сторону наименьшего возрастания функции Q). Поэто­
му при отыскании наибольших значений функции нужно брать 
Р>0, а при отыскании наименьших значений— Р<0.

Пусть нам требуется определить Q =  min. Так как прямая (8) 
имеет направление градиента, то при некотором достаточно малом 
Ро >  О в точке Гі =  Tq — Po grad Q будет выполнено неравенство

Q(/-iXQ{ro). ■ (9)
Если вычислить теперь qrad Q в точке Г\ и провести в направле­

нии градиента в точке Г\ прямую, то при некотором достаточно ма­
лом Pi >  О в точке Г2 >  Г\ — Pigrad Q будет выполнено неравен­
ство

Q ir iX Q in ) .  (10)

Продолжая действовать подобным образом, получим убываю­
щую последовательность значений функции Q

Q{r^) >  Q(ri) >  Q(r*) >  ... >  Q(r„) >  Q(r„, j),

которой отвечают последовательности

Го, Гі, ...,

Po> Pl> p2> •••> Pn+r

( 11)

(12)
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Последовательность (12) является монотонно убывающей и 
ограниченной снизу Q (г)>0, следовательно, она имеет предел 
Q* (г*). Из сходимости последовательности Q (г„) следует, что при 
достаточно больших п >  N для любого сколь угодно малого S бу­
дет выполнено неравенство

I Q (0  -  Q(''„+J к  S. (13)
ИЗ которого следует, что разность ( г„— будет также 
сколь угодно малой при достаточно большом п. Таким образом, по* 
следовательность Го, Гь ... тоже сходится к некоторому вектору г*.

Из формулы "(8) следует, что

 ̂п+1 ■'■«1 =  P«grad Q„<PogradQo-
Переходя к пределу в этом неравенстве и учитывая, что 

Q (г) >  О при любом /г, получим
grad Q* =  0. (14)

Формула (14) показывает, что в предельной точке, найденной 
по методу градиента, выполнено необходимое условие наличия эк* 
стремума для функции многих переменных.

Рассмотрим вычислительный алгоритм градиентного метода 
оптимизации параметров системы подрессоривания, обеспечиваю* 
щий сходимость к минимуму, независимо от выбора начального 
приближения. Формулы для вычисления последовательных при* 
ближений имеют вид:

kf  +'> =  k f  +  (/ +  1) (15)

/ =  1, 2, /; г = 0 , 1, 2.......

f  если Q*,-<Qo„_„.ОЦ-1)’

если Qoi >  Qo(,_i).
(1&)

где
^Q u = Q(t /sf +  Р ,  .......

A Q i i ^ Q i t ,  kT,  .... Щ
или сокращенно

А Qii =  Qii — Qoi-
8*
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Следует обратить внимание на точное соблюдение знаков нера­
венств в формулах (16), так как от этого существенно зависит 
сходимость вычислительного процесса.

Для сокращения объема вычислений необходимо сначала вы­
брать оптимальные значения параметров ^2, по критерию
(3), положив значения случайных параметров равными их матема­
тическим ожиданиям, причем оптимизацию нужно проводить не по 
всем параметрам сразу, а разбив их на группы. После выбора опти­
мальных параметров по группам (значения параметров в других 
группах временно фиксируются) производят оптимизацию, исходя 
из найденных оптимальных значений параметров по группам, для 
всех параметров одновременно.

Для вычисления математического ожидания можно применять 
любые методы (интерполяционный, Доступова, Казакова и т. д.).

Таким образом, процесс вычислений сводится к следующему. 
При помощи чйісленного интегрирования системы (1) определяют­
ся решения. На основе полученных решений вычисляются зна­
чения функции Q, затем по формулам (15) и (16) производится вы­
числение последующего приближения оптимизированных парамет­
ров системы подрессоривания.

Конец счета определяется условием

р(‘> < ;
Qoi — Q(0(/-l

где §1, ^2 — некоторые достаточно малые числа.
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