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П.В.Зе л е н ы й

К ВОПРОСУ МЕХАНИКИ КАЧЕНИЯ КОЛЕСА ПО 
ДЕФОРМИРУЕМОЙ ПОВЕРХНОСТИ

При описании движения механических систем в первую оче­
редь необходимо составить уравнения наложенных на систему 
связей, так как характер последних определяет не только вид 
траектории движения системы, но и выбор приемов для его 
изучения. К одним из основных при решении прикладных задач 
по устойчивости движения транспортных средств, в частности 
КРУТОСКЛОННЫХ, относят ограничения,, налагаемые опорной по­
верхностью на движение системы,тесно связанные с ее физико­
механическими характеристиками и особенностями ходовой части.

В соответствии с терминологией Герца все кинематические 
связи в классической механике разбивают на голономные и 
неголономные [ 1 ]  . Неголономность обычно имеет место в 
системах с контактами качения. Условием качения является 
равенство мгновенных скоростей двух частиц принадлежащих 
соприкасающимся телам в точке контакта [[2 J ,

У

где
У

-  проекция скорости качения колеса на ось,

( 1)

рас­
положенную в плоскости его вращения; -  динамический ра­
диус колеса (рис. 1, а и б ); ^  -  угловая скорость колеса.

Это утверждение не подлежит сомнению, когда речь идет о 
моделировании движения пневматического колеса по недефор- 
мируемой поверхности, характеризуемого отсутствием прос­
кальзывания в пятне контакта (качение колеса автомобиля по 
асфальту или бетону). Однако типичным режимом работы
тракторных шин, особенно на склоке, является качение при 
наличии буксования порядка 15,..20%  вследствие деформируе­
мости опорной поверхности и значительного касательного уси­
лия, развиваемого колесом. Иными словами, имеет место не-
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равенство мгновенных скоростей двух частиц, принадлежащих 
шине и грунту, в пятне контакта. Тем не менее и в этом слу­
чае система является неголономной, так как, согласно [2  ]  ,
ее конфигурацию невозможно описать с помощью обобщенных 
координат Яр (р= 1,2, ..., п ) и времени t , которые могли 
бы свободно и независимо изменяться. Действительно, положе­
ние колеса в плоскости его вращения может быть задано дву­
мя обобщенными координатами У и ^  , где У -  положение 
оси; ^  -  угол поворота колеса вокруг оси (рис. 1, б ). А так 
как поверхность качения шероховата (она допускает лишь час­
тичное скольжение колеса, а не полное, которым характеризу­
ются идеально гладкие поверхности), то изменение любой
обобщенной координаты У или ^ непременно повлечет изме­
нение второй, т.е. соответственно ^  или У.

Рис. 1. Механика качения колеса.

Исходя из приведенных рассуждений, условие неголономнос- 
ти (1 )  для качения колеса с буксованием

^ ^ ~  100  ̂  ̂ ^ ^со
У

= г 
д

<5̂
), где ^ * назо-

где -  буксование колеса, %.

Введем обозначение (1 -  Ю О
вем условной угловой скоростью вращения колеса,которая при 
отсутствии проскальзывания в пятне контакта обеспечит такую 
же скорость его качения, как и действительная угловая ско­
рость при наличии проскальзывания. Тогда ^ * будет 
представлять собой угловую обобщенную координату.
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Откуда условие неголономности (2 )  примет вид

со =
(3)

Очевидно, что при полном (100% ) буксовании колеса, 
причиной которого могут послужить недостаточные сцепные 
качества и большое сопротивление качению, рассматриваемая 
система превратится в голономную, а уравнение (3 )  потеряет 
силу, так как в этом случае обобщенные координаты окажут­
ся независимыми, т.е. их можно произвольно изменять, не на­
рушая связей* Нарушение неголономности рассматриваемой свя­
зи по выражению (3 )  свидетельствует о приобретении систе­
мой дополнительной степени свободы.

.Для абсолютно жесткого в осевом направлении колеса 
(жесткий диск) условие второй неголономной связи заключа­
ется в равенстве нулю боковой скорости [2 ,3 ] (рис. 1,а)

и) О, (4 )

где сл> -  проекция скорости качения колеса на ось, перпенди­
кулярную плоскости его вращения. Это же условие для дви­
жения эластичного колеса (^3, 4 ] имеет следующий вид:

О) = со . (5)  
X У У

Здесь под понимается так называемый ^чистый*" уводили, 
по Рокару, псе^доскольжение, причина которому -  упругая 
деформация щины в поперечной плоскости при отсутствии прос­
кальзывания пятна контакта в деформации опорной поверхности.

Связь, налагаемая опорной поверхностью на перемещение 
колеса в осевом направлении, неголономна и при наличии по­
перечной деформации опорной поверхности, так как и в этом 
случае ее уравнение также неинтегрируемо

со §  и>
X у

(6 )

где -  суммарный угол отклонения траектории движения 
колеса вследствие боковой деформации шины и грунта.

Последнее заключение справедливо лишь в случае, когда в 
первом приближении можно пренебречь свободными боковыми 
смещениями колеса, т.е. считать, что со ^ строго связано с
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О) у и Условие связи при таком допущении, очевидно ,
состоит в том, что вектор скорости середины геометрической 
оси колеса составляет с плоскостью его вращения угол 3 '̂ ,
или ^ /со *  tg  ^ ^  ч̂ го при малых значениях <5* * и дает 
условие нег^лономности на основе выражения ( 6 ) ,

Рассмотренная связь так же, как и первая, сохраняет не- 
голономность до тех пор, пока не произойдет срыв почвы и 
не наступит скольжение колеса под действием постоянной си­
лы. Как только это произойдет, условие неголономности свя­
зи (6 )  будет нарушено и система приобретет еще одну допол­
нительную степень свободы, т.е, сможет совершать свобод­
ные боковые перемещения.

При отсутствии связей колесо, как и всякое твердое тело, 
обладает шестью степенями свободы, а его положение в прос­
транстве может быть однозначно задано шестью обобщенными 
координатами, например, тремя координатами центра тяжести и 
тремя углами Эйлера. Появление же связей обусловлено ус­
тановкой колеса на остове транспортного средства и введением 
его во взаимодействие с опорной поверхностью. При этом сис­
тема получает две голономные, а при отсутствии полного
скольжения колеса дополнительно и две неголономные (3 )  и (6 ) 
связи, первые две из которых уменьшают число ее обобщенных 
координат, а две оставшиеся -  число степеней свободы на две, 
переводя систему одновременно в разряд неголономных. Тогда 
число степеней свободы колеса, установленного на остове
транспортного средства, при наличии пробуксовывания и попе­
речной деформации почвы так же, как и при их отсутствии, 
равно двум, а число обобщенных координат -  четырем. Это -у, 
X, ' и угол  ̂ поворота колеса в горизонтальной плос­
кости (рис, 1, а ). •
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