
учитывать физические процессы, происходящие в зоне неполного насыщения 
при наличии инфильтрации, и тем самым существенно повышать точность и 
надежность прогнозных расчетов,
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НАПОРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ОБЛАСТИ С ДВУХШПУНТОВЫМ ФЛЮТБЕТОМ МЕТОДОМ 

^-ТРАНСФОРМАЦИИ

В местах строительства мелиоративных сооружений геологическая обста­
новка при схематизации нередко аппроксимируется сравнительно простыми 
областями фильтрации, в том числе прямоугольной формы. Но даже и в этом 
относительно несложном случае гидротехнический расчет подземного контура 
регулирующих водоподпорных сооружений ни точными методами математи­
ческого анализа [1], ни приближенными инженерными способами [2, 3] не 
может быть выполнен аналитически из-за отсутствия решений возникающих 
задач.

Преимущество использования численного методар-трансформации в срав­
нении с конечно-разностными методами заключается в возможности сведения 
рассматриваемой задачи фильтрации к решению сравнительно небольшого 
количества линейных алгебраических уравнений, Следовательно, во многом 
устраняются трудности в достижении сходимости методов последовательных
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приближений, обычно используемых при решении конечно-разностных уравне 
ний [4,5].

Пусть в проницаемой (изотропной) замкнутой прямоугольной области 
фильтрации имеется флютбет со шпунтаі|йй и5  неодинаковой длины и па 
нуром (рис. 1), Обозначим через \  = const коэффициент фильтрации, а через 
Н — действующий на сооружение напор относительно линии у , Если выбрать 
плоскость сравнения на уровне воды нижнего бьефа ( /  ̂ = О), то рассматри­
ваемая задача стационарной напорной фильтрации относительно функции тока 
ф ( X, у) может быть сформулирована следующим образом: решить уравне­
ние Лапласа (1) при краевых условиях (2), В дифференциальной форме она 
запишется так:

д'̂ ф д^ф
дх^ ду^

= 0. ( 1)

дф
= 0 ф

дф
= 0 . Ф

дп
АВ

дп
BLMNOPR RD А А ' D ' D

де Q — неопределенный параметр, равный по модулю фильтрационному рас­
ходу в области фильтрации [51.

Для упрощения решения задачи фильтрации методом р-трансформации 
краевые условия записываются следующим образом:

дф I 
дп I

Ф
дф

Ф= Q ---- = 0,
дп

BLMNOPR RD

= 0,

AA  ̂D' D (3)

т.е. к значению расхода —Q прибавляется величина, равная ему по модулю, 
Для решения задачи в конечно-разностной постановке воспользуемся 

квадратной сеткой с шагом h , при котором начало понура, концы шпунтов и 
линия водоупора совпадают с узловыми точками (рис. 1, 2) [6], Тогда задача 
(1) и (3) в конечно-разностной постановке может быть сформулирована сле­

дующим образом: найти в сеточной области решение уравнения Лапласа [6]
д ,  ♦  = 0,

удовлетворяющего краевым условиям

ІХ,) -  ф̂  {х.) =
о, / /• >т^

Ф, К ) = о ,

, 0 - ф ^  (x.), i =т^+ 1, 1, т  ̂+

-  1; (4)
(/• =0,

= .... ” >• (5)

Воспользуемся при решении задачи способом описанного прямоугольни­
ка, согласно которому задача фильтрации, удовлетворяющая уравнению Лап­
ласа (1), в области G* заменяется идентичной ей задачей, описываемой ураа 
нением Пуассона (6)
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Рис. 1. Расчетная схема двухшпунтового флютбета с понуром в прямоугольной области
фильтрации. Функции тока ф:

1 — теоретические; 2 — экспериментальные (ЭГД А), Q = 0,357

Рис. 2. Потенциалы скорости фильтрации 9:
1 — теоретические; 2 — экспериментальные (ЭГДА)

= f ( x , y )  (6)
при следующих ограничениях: правая часть принимается равной нулю во всех 
внутренних узловых точках прямоугольника G*, за исключением узловых то­
чек на линиях шпунтов [5, 6], В последних зачения функции f (х, /) рассмат­
риваются как неизвестные параметры  ̂ устанавливаемые приравниванием 
искомого решения (7) модулю расхода |—Q| = Q, т,е. принятому значению 
первой линии тока ф {х, у ) ,

Общее решение конечно-разностного уравнения Пуассона (6) в сеточном 
прямоугольнике неограниченных размеров получено Г,Н, Положим в матрич­
ном виде І4—6], Для непосредственного использования этого уравнения при 
решении задачи фильтрации его выражение И,И, Ляшко [5] установлено в раз­
вернутом виде. С учетом условий Неймана (4) и Дирихле (5) соответственно 
по верхней ( /  = / ,)  и нижней ( у = у границам области фильтрации 
относительно функции тока ф после некоторых преобразований уравнение 
может быть представлено в виде третьей формулы р-трансформации:
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у Р

^к; 1 ijip+ i _  j / 7 7
У

i - 1

3. ■ Б — У- - - - - -
V Р = /77^ +  1

к = 1 , . . . ,  /7 ) .

6 z1У P=ni -̂ l̂ IXj -

і̂ :jL, w* (x„) -  F j b ’ } j  ;/ p

(7)

F.(/) =

>4̂. (/ ) , / ;

У

л.(/) =■

^̂ .(/ )
u . - v .  I)

i—m  ̂ i—m  ̂ /\„
> '0 >''■ = 

1

= /77 + 1,...,/77 ;
1 2

A j  (/•) -

1

Г ( и ' ~ ' ^
i — m

1 -  '

Л .

Ч <ч
^ ■ -

L \ Р :  
V .   ̂

У

/ —

М м .

2 7  ^  2  .
V .  )  f . > / 7 7 ^  .

м '  - V '
/77+ 1 — Л7

1

------------7____
/

[ ( м .

(^m + l _ + i , i n . - v . )

m + 1-Л7

( 8)

—
У

/77+1-Л7 /77+1- Я7

u ) =
У Р

/" п
I J

 ̂ і̂і ' р = ;2 _ j 7 y i / 7 7 j  i

,  о , р ф т ^ , т ^ ,

a ĵ устанавливается по формуле (12) приАг = / ,

(10)
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^  *  i \ J
о, , р - т ^ ,  р>т ^\

â J [ Q -  ’/'j (Хр)], p = m^+^,„„m^-^,

+- 1 „ ” ,т^ -  1,

где II. и V. — корни обыкновенного однородного конечнсьразностного ура&>
нения второго порядка, равные

Ру = т?у + >/т?у -  1; V. = 7}. -  Vł?y -  1; Г). = 1 + у ^  -

-  cosp , ( 11)

a^j— член квадратной матрицы = [ а^у]", используемой в операциях р- 
трансформации при получении решения (7);

2 2/  -  1
а. . = -= = =  sin ( л + 1 -Аг) |3.,|3. = — -------я ( Аг,/= 1,...,л)„ (12)

V 2 n  + 1 ! ‘  2 л +1

В решение (7) входят неизвестные параметры: (я  ̂ ) (/ ^
^Л7^- 1, Л7̂  + 1„..,Л7  ̂ - 1 ) , f^ (х^ ) (Аг= 1,„„л^),^^(х^ ) (Аг= 1„.„л^) и
Q, которые необходимо установить для получения решения задачи в замкну* 
том виде.

Неизвестные параметры Л ( х „  ) и Л ( х „  ) установим из системы л + 
+ линейных алгебраических уравнений, записанной на основании гранича 
tłbix условий (3) вдоль шпунтов Z.M/V и ОЯЖрис, 1) как

ф^( х ^^) ^0  (A :=1 , . „ a7 )̂,V/ (̂x ^ )̂ = Q  (13)

Подставляя в условие (13) значения функций тока ф, устанавливаемые по (7), 
получим систему уравнений:

Ш^_1 /7>И-.р ІШІ — Р
*/ -■ *'/  ̂ и  ̂ V
1 -------- i _  [ 2  ^ ^
["?**_ Р̂ 'По + І Ру -  I'y '

/л —р1 рСТ7і-Р_ 1 ^

-  *'/
ш ; ( х р - я . ( / )  = 0

(14)

( Аг = 1„.„ л̂  ),
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F.  (т^)

-  V. J

■a . Б 
Р=

■ — 1/. 
J

/77+ 1
(Му -

/77+ 1
■ ' ’ I  '

) /*
' Ч ’

'^2 Р. 2У

м 7 " ‘ -
/̂77 + 1
У

- 1 т ^ р

h L -

m*\-tn
[ (My

'7 /
m*i -  m

+ (M
2 m+i- m 

- V .  2 ) у

1
I I

n?*l-p П7+1-Р
~ V.____ JL--------

F, -  V.

m —p
-  V.

My -  V .
й *  { X ^ ) - F . ( D \  = Q

(15)

( к 2̂ '̂

Здесь

F . (т^) = —i---------- i----
Д7+ 1-

-  l/Г *^) (yL. -  V .)
[ ( My

m + 1 -  Ш . A
- /

/77+1 —  Ш  * 2
Ч ) + (м̂ . ‘ _V .

J m

~^j
---------- ----------  f* {x ),My - P j  > "’l

Для определения ( 2) неизвестных параметров ф̂  {х.) по за*
висимости (7) запишем систему (/т?̂  ~ — 2) уіэавненйй как

= F . . V

и. ~ V.w у
У=1 "  I „" ’* V  j,/r»+iMy -  "у

[а

^̂ 2  ̂ /77+1-Р /77+1-р
и. .. £ «----

»^ р=т^*1 Му “ Ру

А  * / -  1
х ш у ( х р ) ] - а ^ у  Б

Р=А77̂  + 1

/-Р  /-Р
А .  - .1 /^
Му -  V .

іх^) -  F. и ) 1
(/ =/Пр + 1,..., /Wj -  1; -  1),

где F ( /  ) определяется по зависимости (8).

(16)
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Для установления недостающего уравнения в 'системе из (п + л +л? —1 2  2
-  А77̂  — 2) уравнений соединим произвольным контуром концы флютбета В и
R (см, рис. 2) и проинтегрируем вдоль проведенной кривой Г функцию 
д Ф/ds, представляющую скорость изменения потенциала скорости фильтра­
ции по ее длине s, С учетом краевых условий (1) и (3) и условия Коши- 
Римана ( ć^/ds = --дф/дп ) в рассматриваемой области комплексного потен­
циала G* зтот криволинейный интеграл первого типа выразится как

дф
S — d s = x H ,  
Р дп

(17)

Предполагая, что функции тока ф рассматриваемого фильтрационного 
потока — потенциалы некоторого фиктивного потока, а потенциалы  ̂— 
функции тока  ̂ и перй<одя к конечно-разностной интерпретации (17), полу­
чим недостающеё уравнение (18), Оно представляет собой расход фиктивного 
потока, движущегося в щель BLMNOPR (подземный контур действительного 
потока, рис. 3) [5, 6],

S  )) + S  ( 2 Q -
* = 1 к к + i J

( Q - l / ' j ( X /  ))4-
A77j-1

 ̂к A77_--l к А77 +1

"h.
/=ш^ + 1 1 1 2  2

Полученные выражения (14), (15), (16) и (18) в развернутом виде пред­
ставляют замкнутую систему линейных алгебраических уравнений, решение 
которой позволит установить величины неизвестных параметров и, следова­
тельно, получить решение задачи фильтрации (7) в замкнутом виде относи­
тельно линии тока ф.

Рис. 3. К выводу уравнения (23): схема фактивного фильтрационного потока «р

к); к)
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Решим задачу в численном виде, Пусть длина области фильтрации ЛО = 
= 30 м; ширина АА* = Г  = 6 м; длина флютбета = 9 м; длины шпунтов: 
королёвого S = 2 м, низового = 1 м. Примем = 0, Тогда при шаге квад’
ратной сетки/?=1 м (7=1) получим /77^=10,A?7^=15,m^=20,m=29, п = 5 ‘ =
= 2,п, = 1.

Решение задачи во внутренних точках области фильтрации с учетом (7) 
примет вид

19/ /
) =  2  а̂ , [ а , ,  2

у-= 1 Р=11

30-Р 30~Р
І І ____

4j -  V •

/ -  1 t-P I-P
X соГ (Xp)] - З у .  2_ OJ

Р = н  lij -  V.
» ;(X p )-F . (/) j

где

^  *  i кOJj (Xp) =

(19)

( / 1# Mł/ 29j Ar 1łM*ł 5) f

0, ;p <10, p = 15, p >  20;

a ,у (Xp) ) , p= 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18.....19, (20)

Ha основании (8) и (9) получим

F .U  ) =

A j (/ ), / < 15;

/-15 /” 15

^  ( / ) _  JLl------f*(x )̂,i= 16, . , „ 20;

O  У
1 /— 15 /— 15 A.

'7  /
/— 20 /— 20 A,

+ (Hj -  V. ) f. (Xj^)],  i  >20, (21)

A.( i )  = i . , . - : /
( p j » -  p?°) (Aty-i'y)

+ (p;o - v ? » ) ? ‘ ( x , „ ) ] . (22)
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Причем с учетом (10)

®1/̂ 1 -̂̂ 20̂ ' Р
о , pф^Ъ,20,

(23)

Значения ix.  ̂ v. и определяются по зависимостям (11), при этом 
= 2 —cosj3., а|3. и квадратная матрицаР на оснований (12) определяются

соответственно как

У̂ =
2/  -  1

_ _ я  и/>з=[а, . ]^ — — sin (6-/г)/3 ..
\ЛТ •

Входящие в решение(19) неизвестные параметры (х )̂ (р  = 11—14; 
16—19); (Xj )̂ (/: = 1, 2); \х̂ )̂ и Q определены путем решения системы
из 12 линейных алгебраических уравнений (14), (15), (16), (18) (послепод" 
становки в нее численных размеров флютбета и области фильтрации) для 
случая хН  = 1 с помоцдэю ЭВМ ЕС-1020 на основании разработанных алгоритм 
ма и программы.

Из структуры канонических уравнений, к которым приводится система 
уравнений (14), (15), (16), (18), следует, что при 1 <р| = 1 упомянутые
неизвестные будут прямо пропорциональны величине Следовательно, они 
примут вид

ф̂ (х ^ ^= 0 ,251х /^ ; Ф̂ (х^^) =0,284х//; Ф̂ и^з) =  0,304ХЯ; 

=0.326ХЯ; ф̂ (х^^) =0,331ХЯ; ф̂ (х^^) = 0 ,3 17 х //;

Ф̂ (х з̂) =0,312Х//; ф̂  (х^̂ ) =0,319ХА/; (х^̂ ) =-0,0571ХЯ;

(х з̂) = -  0,259Х/У; (х^̂ ) =-0,271 ХЯ; О-=0,ЗБ7 ХН. (24)

Полученное решение задачи в замкнутом виде относительно функции тока 
ф — (19) — (24) посредством разработанной с помощью ЭВМ ЕС-1020 програм­
мы представлено графически, в виде семейства линий тока ф через интервал 
I Аф\ = 0,20 (см. рис. 1), которые затем перестроены в потенциалы скорости 
фильтрации  ̂ [6] (см, рис. 2). Сопоставление теоретических и эксперимен­
тальных значений функции тока ф и эквипотенциалей  ̂в целом свидетельст­
вует о достаточно хорошей их сходимости, а следовательно, о корректности 
решения задачи [6].

Найденное решение позволяет построить гидродинамическую сетку движе­
ния грунтового потока и количественно Оценить ограничение области при 
фильтрационном расчете подземного кбнтура гидросооружения, В какой-то 
степени оно компенсирует отсутствие аналитических разработок в этой облас­
ти. По разработанной схеме можно решать аналогичные задачи фильтрации не 
только экспериментальными методами, но и численно-аналитически, не озна- 
комливаясь с математическими аспектами метода р-трансформации.
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НАТУРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ВЛИЯНИЯ ВОЛНЕНИЯ НА ПОЛОЖЕНИЕ 
КРИВОЙ ДЕПРЕССИИ В ЗЕМЛЯНОЙ ПЛОТИНЕ

Лабораторными исследованиями фильтрации через напорные дамбы с вер­
ховым ОТКОСОМ , покрытым водопроницаемым креплением, установлено: при 
воздействии регулярных волн наблюдается подъем кривой депрессии над ее 
положением, соответствующим спокойному уровню [1], т.е. изменяются ха­
рактеристики грунтового потока в сооружении. Это вызывает необходимость 
изменения исходных расчетных условий, характеристики которых были поло­
жены в основу фильтрационного расчета сооружения. Исследование этого воп­
роса представляется важным, так как неучет влияния волнения на фильтра­
ционный режим может привести к нежелательным последствиям, особен­
но на водохранилищах со значительным волновым режимом.

В работе [1] влияние волнения на режим фильтрации рекомендовалось 
учитывать условным дополнительным напором для определения которо­
го была найдена зависимость:

ДН„=аЛ„, ( 1)

где — высота наката волны; т  = ctga — коэффициент верхового откоса; 
а -  угол наклона откоса к горизонту; а = 0,075ат7 + 0,475 (при т >  7 а = 1).

Нами были проведены натурные исследования фильтрации с целью провер­
ки наличия подъема депрессионной кривой при волнении, а также предложен­
ной зависимости для учета этого явления. Исследования проводились на зем­
ляной плотине малого водохранилища ГЭС, краткие сведения о котором и об 
условиях волнообразования приведены в источнике [2].

Плотина (рис. 1) отсыпана из мелкозернистого песка, В основании пло­
тины залегают мелкозернистые, а также разнозернистые пески; ниже, на глу­
бине 4,5-5,0 м, — суглинки. Верховой откос первоначально был укреплен в 
соответствии с проектом каменным мощением на гравийно-щебеночной под­
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