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НАПРЯЖЕНИЯ БЫСТРОЗАГРУЖАЕМЫХ АНИЗОТРОПНЫХ 
ПО ВОДОПРОНИЦАЕМОСТИ ОСНОВАНИЙ

В работе [1 ] начальные фильтрационные напряжения были определе
ны в предположении гидростатической схемы их распределения, т.е. при 
коэффициенте бокового расширения д = 0,5. Однако исследования, прове
денные в последние годы, указывают на то, что д зависит от плотности сло
жения грунтовых частиц, структурных связей, наличия защемленного 
воздуха и может принимать значения от 0,3 до 0,5 [2]. В связи с этим про
анализируем влияние этого фактора на начальное распределение напряжений.

Основные уравнения равновесия с учетом коэффициента бокового рас
ширения для анизотропного по водопроницаемости водонасыщенного ос
нования при наличии объемных фильтрационных сил, возникающих при 
быстрых нагружениях, будут иметь вид:

Эт

Эт

эн

' Д ў  Эу Эх ^ ”̂ 0 Э у  ® ;
ЭН

(1)

(2)

---------- + v k . . -------------------- ----- -

+ к = 0 ,
УЭу2

Эу̂ =
Г  + J O

1-м^^х
Э%

дx̂ ■

(3)

где к^, ку — коэффициенты фильтрации в горизонтальном и вертикаль
ном направлениях; Н — избыточный напор в поровой воде; 7^ — объем
ная масса воды.

Решение этих дифференциальных уравнений с использованием метода 
комплексного переменного [3] является суммой общего и частного реше-
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эн энния для однородных (когда g— = 0) и неоднородных
уравнений. ^

Принимая во внимание следующее преобразование:

Эх Эу bz ЬТ ’

перепишем (1), (2), (3) в виде двух уравнений:

Э_
32 L- — V-X '"У" ^  3z '-уŁ  [2г ху + i(<r^ -  G^) + i + a j  + 7 „ i(\/k ^  —  -

i V 5 T j ? ) = 0 ;У ]у

э2((5^ + <? ) 02н
+ =0*

(4)

Эг Эг 1 -ІХ 0Z bz

где z  = X + i у/к^Іку  У ; z  = х — i\/k^ /ky  у , а — объемная масса воды.
В момент приложения (при 0,5) часть ее нагрузки воспринимается 

скелетом, часть водой.
Решение неоднородного уравнения (5 ),по Г.В.Колосову, представится

как

(5)

«■х* 5 у " - Т - ; Г » ' (6)

Из уравнения (4) с учетом зависимости (6) получаем:

ЭН . ЭН,-- ._ ‘Т'о , ,  /р  ЭН1Уг
i T c / C V ^  Эх

-  d Ź -  b j ( V k ;  I ?  -  iV i^  )d ?У Эу 

или окончательно:

л- ^ 4. 0 - -  1-2м f . / p  ЭН . ^  э а , _ОГу (>ĵ  + 2iTj^y 2 і - д ^ ^ ' ^ х э х

Уравнения (6) и (7) являются частными решениями неоднородных 
уравнений (1), (2) и (3).
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Общее решение однородных уравнений будем искать в виде [3]:

<?  ̂+ бу = 2 [Ф  (2) + 0 1 ^ 1  ]; ( ? )

б у - б ^  + 2І Г^у = 2 [ 2 ф'(2) +'f' (2) ] , (9)

где 0 (z )  и Ф (z) служат двумя независимыми аналитическими функциями 
которые определим из краевых условий.

Общее решение неоднородных уравнений (4) и (5) в функциях комп
лексного переменного будут иметь следующий вид:

б  =2 [ Ф ( 2 ) + Г ( Г ) ] - - - е - н ;  (10)
^ у l - ^ x

б-у -б х  + 2І Гху = 2 [2 ф' (2) + <Р (z) ] + Jo  -

• n r  Э Н , dz . (11)

Складывая и вычитая равенства (10) и (11), получим выражения ком
понент напряжений в удобной для дальнейших рассуждений форме:

(о + г = [ Ф (z) + Ф (z) ] -------—----- Н + z oV z) (z) +
У ху  ̂  ̂  ̂  ̂ 2(1 -м)

1-2^. /  /Г “  • Л Г
- J  Эу~  “  Эу ^

ЭН,
l-M Эу У Эу (12)

б -х -  i Гху = [Ф(г) +Ф(2)] -  — f - j -  Н -  ^ -

Tq 2 — 2 М г / п — • л —  ч
-  - f  1 - 7 “  '  Эх -  Зх“ ^  ■ (13)

Используя (12) и (13), перейдем к рассмотрению двух основных слу
чаев определения начальных напряжений водонасыщенного анизотропно
го основания в момент приложения нагрузки.

1. Действие равномерно распределенной полосовой нагрузки, прило
женной к основанию бесконечной толщины.

Компоненты напряжения для расчетной схемы, изображенной на рис.
1, определим по формулам (12) и (13), исходя из следующих граничных 
условий:

приу = 0 ,сГх=^у;
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при у = 0,Гху = 0;

при г = \ /х ^  + (о , 6  и гX' у ху 0 .

Действительную часть функции Ф (z ) , удовлетворяющей условиям 
задачи, найдем из уравнения (10). Приняв /і = 0,5, получим

\ + ^ y  = 4 R e O ( z ) - 2 7 o H . (14)

Так как при принятом значении коэффициента Пуассона изменений 
объема не происходит, равенство (14) необходимо приравнять к нулю. 

Отсюда
1

Re Ф (z) = Н , (15)

где Re обозначает понятие ’’действительная часть” . Напорная функция по [1]

_Рр
Уо^

-г, . V k „ /k  у
Н= — ( arc t g ------—  — arc tg

X -  b X + b
(1 6 )

Рис. 1. Расчетная схема.

Функцию же Ф (z) для анизотропной по водопроницаемости среды най
дем по известной действительной ее части, используя формулу Милне-Томп- 
сона [4]

ф (Z) = 7о и  Щ- (Z . 0) -  i ( Z ,0 )  ] dz. (17)

Взяв производные от функции Н и подставив вместо действительных пере
менных комплексные, получим

ЭН

Ф (г) = - i - 0 _ l n ^ . ^ - ,
2п z + Ь

откуда ф '(z ) = -  •
" z^ -

(18)

(19)
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Вычислим выражение

У  о  1 - 2 ^-  7 ------J I V K x  д4 1 - м  ^ Эу

входящее в формулы (7), ( И ) ,  (12), (13).
Дифференцируя и подставляя вместо действительных переменных х 

и у комплексные

z = X + i V к ^ /к у  у ; z =х - i \ / k j k ^ y  , 

получим после взятия неопределенного интеграла выражение вида 

Ь 1 -  2л_ z-л -Р -  ̂ 1п 1 — М z ^ —
(20)

Полагая, что на границе т = 0, находим аналитическую функцию 9 (z)ху
из равенства (12) или (13) :

Р„Ь 1 - 2 д  z Р„Ь
f  (z) = i  - О --------------------------- + І - 0 -

^ 1 -  д z^ - 2 u2z - Ь
(21)

Используя выражения (15), (18), (19), (20) и (21) в равенствах (12) 
и (13), получим:

1 -  2д Р V „
б  + ІТ  -------------- — ^ ^ -(arctg------- ^ ^

У ^У 2 (1 -д )  я  ̂ ® х - Ь

Л о  , Ь z 1 -  2м z
я z2—Ь2 2тг 1 — М z^-b2 7Г

Р^Ьi _ o _ 1 - 2 м "ź
( arc

2я 1 - м 2 (1 -д ) я

X + Ь

z

 ̂ х — Ъ

V у . 3 - 4 д Р  Ь yV к /к (z  ̂-  Ь̂ ) 
arc t g --------------------------------- o ------------ ---------------------

і _ д  ^ ( z ^ - b 2 )  ( ż 2 - b 2 )
^  1 - 2 д  Pq / .  V  к  /к  у6 x  — 1 т ху = ------------ — — (arc t g ---------—

(2 2 )

V к /к  у 3 - 4 д  P b
arc t g -------— ^-----) + ---------------- —- —  X

X + b 1 — М ^
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( z 2 - b ^ )  ( l 2 _ b 2  )
(23)

Знаменатель последнего слагаемого в равенствах (22) и (23) — дейст
вительная величина,

т.е. (z^ -  ) (z^ -  + ~ ~  )^ + 4Ь^у^--^- .
ку ку

Отделив действительную часть в числителе, получаем

^  ̂ / * V V^Sc у V к /к у6̂  = ------------^—  ( arc tg — ------------arc tg — —У-----)
X — b X +  b2 ( 1 - iu)  я

3 - 4  M Ppb ч / ў к 7><х^- IT  y ^ - b ^ ) _____

 ̂ [ (x^ + - -  y^ -  b^) ^ + 4b^y^ - Ч
ky ky

(24)

1 -  2/j P V  к /к^ у V  к /к у
(э = ---------- - й - ( arc t g --------X - х _  _  arc t g -------X - i -  +

 ̂ 2 (1 -д )  n  'X -  b x  +  b

+ i o b _  у j t  у _ г Л І
 ̂  ̂ -  к  n n к

(25)

[ ( у  ̂_  ь  ̂)^ + 4 -І^у^ Ь̂  ] ̂ N
2 Р Ьх у2

^ху
( 1 - / ^ )  к

(26)

я [ ( х^ + у^ -  Ь^ ) ^ + 4у^ -2 1 - Ь^ ]
ку ку

Подставив выражения для (э , б" и г в уравнения (1), (2) и (3),X у ху
убеждаемся, что они обращаются в тождество. Следовательно, равенства 
(24), (25) и (26) удовлетворяют условиям равновесия и неразрывнос-
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выражения нормальных и касательных напряжении для изотропного слу
чая, в точности совпадающих с формулами Н.МТерсевановаиВ.А.Флорина, 
выведенные другим путем (рис.2).

2. Действие равномерно распределенной полосовой нагрузки на слой 
грунта конечной толщины.

Рассмотрим слой грунта толщиной Н, расположенный на жесжом не
сжимаемом основании.

тиЛоложив ~  =1 и /X = 0,5 в формулах (24) , (25) и (26), получим

Рис. 2. Эпюра распределения на
чальных напряжений ^у/Р^ во
донасыщенного неоднородного
основания (при к /к = 1 й1і/Ь= X у
= 1,2) от полосовой нагрузки:
1 -  д л я іІР 0 ,5  и х /Ь = 0 ; 2 ~  /і= 0 ,4  
и х / Ь = 0 ;  3 - /Х=0,3 и х /Ь = 0 .

Нормальные и касательные напряжения определим по формулам (12) 
и (13) при следующих граничных условиях:

У = 0 , в ^ = б у ;

г =  У  х^ + у^-*«>  ; и

Функция напора Н определена:

Р^ 2sh mbchmx sin ny
н  = - 0 _  arc tg —  ----------— — -  ,

mx + sin^ny -sh"^ mb
(27)

где m = -
2 h s / y i ę ‘

, n = —  
2h
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Используя формулы (14), (15) и (17), найдем Ф(z) по известной дей
ствительной ее часта Н:

0 (z )  = i — In 
2тг

sh mz + sh mb 

sh mb — sh mz
(28)

Отсюда

Ф (z)
sh mb ch mz

2 \ /  k  J k  h sh^ mz -  sh^ mb X у

(29)

Определим выражение, входящее в формулы (7), (11), (12), (13), 
для данного случая:

_2о_ ± z ł “ I  ( -  i ч Л С - - )  ■

Проделав аналогичные операции, как и в предыдущем случае, полу
чим:

1 -  2д Pq_____  ___________ _ z  chm ^_________
2 ( l - / i )  2 V k ^ / k y  h sh^ mz -  sh2"mb (30)

Принимая BO внимание, что на верхней границе слоя ^у ~ ^ ’ опреде

лим аналитическую функцию ^ ( z )  из равенства (12) или (13) :

«с (z) -  4 о sh mb z ch mz

2 \/ hx/ky h sh^ mz -  sh^ mb

1 -  2 Д P sh mb + i -------- Z  ЛІ-----------
z ch mz

l2 „u2 ,2 (1 -л )  2 V T O T h  sh^ mz — sh"̂  mb X у

(31)

Подставим полученные выражения (27), (28), (29), (30) и (31) в 
уравнения (12) и (13):

1 — 2д Р 2sh mb ch mx sin ny
+ ІТ = --------------arc t g -------------------------------------------

у xy 2(1- m) 7Г 2 2 7
sh mx + sin ny -  sh mb
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9 — 93 — 4̂ 4 Р_ sh mb у ch mz (sh mz -  sh mb)---------_ o ----------------  i:-------- 2:--------------------- L ---------. (32)
2 (1-jLi) ^  (sh^m z-sh^m b) (sh^mz -sh ^  mb)

1 -  2д P 2sh mb ch mx sin ny
 ̂^xy = -------------- —  ----------------------- — ------ -- +

2 (1—m) ^ sh"̂  mx + sin^ny-sh^mb

3-4iU у sh mb ch mz (sh mz — sh mb )

2 (1—m) h ĝĵ 2 _  gĵ 2 (sh^m^-sh^mb)  ̂ ^

Знаменатель последней дроби в равенствах (32) и (33) — действитель
ная величина, которую можно изобразить в виде

(sh^mz — sh^mb) (sh^mź -  sh^mb) = (sh^mx + sin^ny-sh^m b) ^+

9 9 2+ 4sh^mb ch *mx sin^ ny.

Отделяя действительную часть в числителе, получаем

1 Р_ 2sh mb ch mx sin ny
^  = _ L z :J ^  - - ^ - a r c t g --------------------------- ----------

2(1 —д) M sh^mx + s in^ny — sh^mb

9 9 93—4д Pq у sh mb ch mx cos ny (shm x+cos ny—ch mb)

2 (1—д) h [ (sh^ mx + sin^ny -  sh^mb) ^+4sh^mbch^mxsin^ny]

1 9,, P^ 2sh mb ch mx sin ny
=L -2m------ o _ a r c t g -------^ ^  l y - ~  +

^ 2 (1—д) Д sh mx+sin ny -sh  mb

, 2 9 9^ 3 -  4jU P^ysh mb ch mx cos ny (sh mx+cos ny-ch mb)

2(1 —ju) h [ (sh^mx + sin^ny — sh^mb) ̂ +4sh^mbch^mxsin^ny]

(35)

^  _ 3—4д P^ysh mb shmxsin ny ( sh^ mx+ cos^ny+ch^mb)

^ 2(1—m) h [ (sh^mx+sin^ny -  sh^mb) ̂ +4sh^mbch^mxsin^ny
(3
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Выражения (34), (35) и (36) дяя 6 ^ ,6 '^  и г , подставленные в ху
дифференциальные уравнения (1), (2) и (3), обращают последние в тож
дество. Приняв в этих равенствах м = 0,5, получим выражения для нор
мальных и касательных напряжений, рассчитанных нами ранее.

Рис. 3. Эпюра распределения на
чальных напряжений G /Р во- 

 ̂ одонасыщенного неоднородного
основания (при к /к = 100 и 

X  у

h/в =1,2) от полосовой нагруз
ки:
1 -  для /і= 0,5их/Ь = 0; 2 —Д«*
= 0,4их/Ь=0; 3 -  М =0,3и
х/Ь = 0.

Из приведенных на рис. 3 эпюр следует, что как для изотропной, так 
и для анизотропной по водопроницаемости грунтовой массы коэффициент 
Пуассона оказывает существенное влияние на начальное напряженное сос
тояние. Так, при ц = 0,3 нормальные напряжения увеличиваются более чем 
вдвое по сравнению с напряжениями для коэффициента д = 0,5. Недоучет 
этого фактора может привести к нарушению устойчивости основания и к 
неправильной оценке сроков консолидации.
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