
УДК 5 3 2 .5 1 7 .4

Э.П.Ко в а л е н к е ,  канд. техн. наук (ЦНИИКИВР)

К ПОСТРОЕНИЮ ПЛАНОВ ТЕЧЕНИЯ ПЛАВНО 
ИЗМЕНЯЮЩЕГОСЯ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ПОТОКА

Дифференциальные уравнения, списывающие неустановившее- 
ся движение воды, представляют собой гиперболические урав
нения с частными производными, непосредственное интегриро
вание которых не представляется возможным в настоящее вре
мя. Поэтому решение таких задач произвс'дится приближенными 
методами.

В настоящей статье рассматривается один из возмоишых 
методов решения задачи построения планов течений плавне из
меняющегося неустановившетося потока, позволяюпщх и з-
бе^сать ряд трудностей, связанных с наличием единственности и 
устойчивости решения.

Приближ.енная система дифференциальных уравнений дву
мерного открытого неустановившегося движения имеет следу
ющий вид Г 1 ]
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Уравнение неразрывности приводится к виду

( 1 )

 ̂ / тг \ 9 ч эн
Э х   ̂ х^ Э у   ̂ у ' di = О, (2 )

где u -  средняя скорость истока на вертикали; Н -  глуби
на на вертикали; iQx " уклон вдоль оси х, направленный по 
направлению вектора скорости потока; io y  -  уклон по оси у, 
перпендикулярный в плаке сси х; t -  время; q -  ускорение 
силы тяжести; К -  napaN^eTp, спределяю:ш.ий среднк:ю на вер
тикали проводимость русла Cl 1 .

Предлагаются последовательность решения paccKjaTpKBaeNioH 
задачи в общем случае:

1. Решаем одномерную задачу, в результате находим сред
ние отметки поверхности хтдкости в поперечных сечениях в 
заданные моменты времени.
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2 . Определяем значения К , предполагая, что в поперечных 
сечениях отсутствуют поперечные; уклоны.

3 . Распределение глубин к скоростей в начальном и конеч
ном створах: задается или. опрещешяется пр̂ и доп>ніечшй, что от
сутствуют поперечные составляюише скоростей.

4 . Нахе>дим распределение глубин и средних на вертикали 
скоростей в последующем створе в заданный момент' времени, 
зная значения срещихих на вертикгши скоростей и глубин в 
предыдущий момент времени.

5 ,Если полученные зна
чения глубин не совпадают 
достаточно точно с их зна
чениями, принятыми при 
определении К^, расчет 
повторяется, для чего 
предварительно находятся
значения К , соответст- нвующие поперечному сече
нию, профиль которсгс оп
ределен в резутльтате
предыдушего приближения [l]. 

Позднее т а к е \ я  последова
тельность решения рас
сматриваемой задачи была 
рекомендована в работе [ 2 ] ,

Рис. 1 .  Расчетная схема для момента 
времени t|.

Допускалось (рис. 1 ) , что

u ХІ , j , 1
x i + 1  J,1 XI -  I j  ,I ,

u
y ij 1

u . , . , + u .  ̂ . 1 
y i - b l  j  Д  y i  -  I j  , 1 ^

(3 )

H.
H. . . . + H. . . .

u  . =XI j l

u . . , + u . .x i , j , l - h l  x i , j l - l  .
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126



н. . , . + н. . , .
ТЛ _  1 , J , U 1  .in. . , — }

ГД̂ ' і» j » 1 -  индексы последовательных шагов по оси х,
у и по вpe^^eни t ^

В этом случае в конечно-разностном виде система уравне
ний (1 )  -  (2 )  приБюдится к виду

а , u .x i + l j ,  I '^ x i+ lJ  ,1 "^^xi+l , j + l , l ^ ^ x i + l , j  + l , lu .

^ x i + l , j  1,1 x i + l , j  1 ,1  1 ,j,e ^ i + 1 ,j ,e^

 ̂ *^x i+ l , j ,e

+ a , . .  Л - - i i H  ^  ■ -11 + Ч •

x H i + l j l  H i+ l j . l '^ ^ H x i  + l  j , O x i + l . j  r ^ 'y H + l.  ̂ . , + a iX

^ ^ i + 1 ,j + 1,1 ^ y Д+1 ,j - 1  , Л + 1 ,j -  1,1^

+ a H y i + l  J + l . l ’̂ y i + l ,  j + l , H  ^ ^ H y i + l , j - l , l ' " y i + l , j  +1+ a .

‘̂ uHi =  0 .

где

a .
u .x jjl

X U I J I  8 ( x . ^ i j _ , - x . _ ^ j l )

u. . ,

2K

-У Ы .І
“ x i + l J  + 1 , 1 -  2 g ( y y ^ ^  j - y . _ . _ ^  j) ;
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Если Б уравнении неразрывности системы уревнений (4 )  
пренебречь изменением отметок поверхности воды в рассмат
риваемом поперечном сечении, то

Н. . , Н. .

*1+1 *1-1

^1,1+1 **1Д-1

* 1 + 1 - * 1 -1
( 5)

где Н.  ̂ 1 -1  ■“ средняя глубине потока в створе
i , соответственно, ’в момент вpe /̂ êни 1 + 1 и 1 - 1 ,

Тогда правая часть соотношения (5 )  находится из решения 
одномерной задачи и уравнения неразрывности можно привести 
к виду

Н х1+1 J ,l'^xi+1 ,j ^^Нхі+1 , j - 1 ,l'" x i+ 1 , j - 1 , r  "‘H y i+ 1 ,j ,1, + a u . X

^ % + l ,j , l '^ ^ H y i+ l , j - l , l '^ y i+ l , j - l , l '^ " * u H i+ l , j , l  ^ )
Учитывая это, система уравнений (4 )  имеет на одно урав

нение меньше, чем число неизвестных, Замкн;уть систему мож
но, принимая допущения, что средняя глубина потока, опреде
ленная при речиении задачи ке\к одномерная, равна средней
глубине потока при решенити двумерной задачи, т ,е ,

-------------------------------------------------------------------( 7)н c p i
^ j f ^ 4 = i , j , i  4 + i , j - i , i

ИЛИ
n

j = 1
где

( * ^ i + l , j ,0 * ^ i+ lJ - l ,P  ^ 3 n i + l , i , l  ^ 3 n - l , i + l , j , l

a 3 n -  1 ,1+ 1 ,j,l
_ 4 + i , j , i  4 + i , j - i , i 1 ■ 1 • i=H в .3 n - l , i + l , j , l  c p  c p

Решив предварительно задачу каік одноміерную, одним 
с>ществующрг.х методов можно определить значение

из

g

П Зак. 6533

du  Э Н
dt Э х (8 )
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где

1.J.1

I •
u -  средняя скорость.

Значение » считаем достоянным для'каадой верти-
кгши ааданного расчетного стьюра.

Тогда, пренебрегая изменением отметок поверхности воды в 
поперечном створе i + 1 , можно найти распределение глубин 
и продольных скоростей в этом же створе из ( 3 ) ,  если их 
распределение в створе i -  1 известно в заданный момент 
времени.

Причем значение  ̂ данном случае приближенно
находим из соотношения

u . . = I /  К I. . , ( 9 )

Зная распределеште продольных скоростей и глубин в створе 
І -  1 и i  + 1 , из уравнения неразрывности ( 2 ) ,  записанного в 
конечном разностном виде, находим значение • i.

Приняв полученные значения t ^
j j в первом приближении за  исходные для определения 

элементов а и q , систему уравкештй ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  ( 7 )  сеюдйьі 
к системе линейных уравнений.

Определитель пслученьой системы уравнений имеет вид

^11*^12^13^14*^15^1 6®17®18°19” *^1,Зп...^1,Зп+3’

°21®22^23*^24^25*^26*^27^28^29*** *^2,3п +3*

®31^32*^33®34^35*^36*^37*^38*^39**‘ *^3,3п + 3*

< * ^ 4 1 * ^ 4 2 * ^ 4 3 ^ 4 4 * ^ 4 5 * ^ 4 6 ^ 4 7 * ^ 4 8 ^ 4 9 % 1 0 ...* ^ 4 ,3  п + 3»

*^51*^52*^53*^54^55^56*^57^58*^59*^5,10*’* *^5,3п+3*

*^61*^62*^63®64^65*^66^67^68*^69*^6,10*** *^6,3п+3*
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° 3 n - l , l ‘̂ 3 n - l , 2 ® 3 n - l , 3 ° 3 n - l , 4 ° 3 n - l , 5 ® 3 n - l , 6 . . .

3 n ~ l , 3 n + 3 ( 10 )

Если ^  ̂ ^ f каждая последу
ющая строка матрицы D , соответстэующая динамическим
уравнениям. ( 1 ) ,  содержит элемент, отличаюищйся от нуля, ко
торый отсутствует в предыд>тдих строках.

Так, вторая строка имеет элементы ^2 8   ̂ ^2 9* которые 
отсутствуют в первой и которые, учитывая* ( 4 ) ,  йе равны 
нулю. Четвертая строка содержит элемент а^ который не 
имеется в двух первых строках и не равен ну^ю, и т.д. Необ
ходимо отметить также, что в каждой такой i -ой строке 
нет первых i -  1 элементов.

Строки, соответствующие уравнениям неразрывности ( 2 ) ,  
не имеют ряда элементов, отличакпщхся от нуля, которые со
держатся Б соответствующих им динамических уравнениях*Каж-  
дое последующее уравнение имеет элементы , не равные нулю, 
не содержащиеся в предыдущих строках или в их линейных ком
бинациях. В предыдущих строках также есть такие же элемен
ты. не имеющиеся в последующих строчках.

Если строка С = (^^'^З****  ̂ является линейной ком-
бингщией строк А -  ( а ^ , а ^ , а ^  ) и В = ****  ̂ ^
коэффициентами Л \i р  ̂ для этого необходимо, чтобы [ ’3 ]

оСа.+ /Зв. = с ^ . ,  ( i = 1 ,2 , . . . ,п )  . ( 11)

Но, учитывая вышесказанное для всех строк матрицы D , 
образованных динамическими уравнениями и уравнениями не
разрывности, всегда имеются элементы С , для которых не 
соблюдается условие ( 1 1 ) .  Так, строка к = 4  имеет элемент 

О, который не может быть линейной комхбинащгей эл е-
MołiroB а^ а^ ю '^ ^З 1 0  * Аналогично строка к = 5
не являетсік линеийой комбинацией строк к -  1 , 2 , 3 , 4 , по-

втому что она содеркшт элементы ^ 5  ,̂1 ^ ^  ̂ ^5 12  ^
то время как соответствующие элементы строк * к «  1 , 2 ,
? , 4 , а. именно = ^ 2 , 1 і “^ 3 , і Г Ч і  °  “ ^ ’12=^2,1^

■' ^ 3 ,1 2  "" ^ 4 ,1 2  “
Для строки к « 6 строка к = 5 исключается из линей

ной комбинации, ибо она содержит элементы а^ і і ^ ®  ^

10 Зак. 6533 131



а t- -1 о ^ о , не содержащиеся в строках к - 1 , 2 , 3 , в .

Строка к =* 4  исклкчается также из линейной комбинацией, как 
содер>1сащая элемент ^ 4 1 9  ^ который отсутствует в эле
ментах строк к - 1 , 2 , 3 , ^ 0  и 6 . Действительно, если строка 4  
входит Б  линейную комбинацию, одно из условий ( 1 1 )  с эле
ментом ^^4 ] о  ^ ^ может быть удоБ^іетворено.

Учитывая, что строки к -  5 и 4  исключаются из линей
ной комбинации, аналогично исклк>чается строка к -  2  (эле
мент а^ 2  ^ ^ может быть линейной комбинацией элемен
та а  ̂ гч** О или а^ ^ О и элемента ^2 9 ^ О).1 ,9  ' 3 ,9

Оставшиеся строки к = 1 и 3 не могут составить такую
линейную комбинацию*, которая удовлетвс'рила бы условия ( 1 1 ).
Так, элемент а^  ̂ ^ С не может быть линейной комбинат ей Ь .о ^элементов а . о “ о ~

1,0  0,0

Аналогичные? рассуждения справедливы для строк к -  7 , 8 , 
9 , к « 1 0 , 1 1 , 1 2  и т.д.

Докажем, что строка к = 3  п -  2 не является линейной
комбинацией строк к 1 , 2 , 3  . . .  3  п -  ,3.

Как следует из рассмотрения матрицы D , из возможной 
линейной комбиналии нeoбxoди^^o йсклк ч̂ріть строку к = 2  ( эле
менты а^._ гл о "=* £1о._ гл гч-а^ _ и а" З п - 2 , 3  Зп - 3 , 3  
за  исключением элемента а

" Ч з "  °З п - 4 ,3  3 ,
^̂  ^ ). В этом случае нельзя удов

летворить условие ( l l ) , y 4HiłSBaH это, необходимо из линей
ных комбинаций исключить строку к = 3 по аналогичной при
чине, Тогда для строки к -  1

“4 , 1  “

имеем  ̂ ^ О, в то время
^ З п  2  1 ~^ * Тогда при отсут- 

линейных комоиыациях нельзя обеспе-ствии ^элемен^а а^ . 
чить одно из услюшш ( 1 1 ).

Исключив из линейных ксмбиналий стрюки к = 1 , 2 и 3 , 
анелогўчно докгізываем, что к « 4 , 5 и 6  должны быть тбік- 
же исключены (и т. д, до 3 п -  3 строки включительно),

Следовательно, З п  -  2 стрсжа не может быть представлена 
линейной комбинацией предыдущих с:трок.

Отсюда, первые З п  -  2 строк включительно явля
ются линейно независимыми.

Однако (3  п -  1 )-ая строка, соответствующая ypaBBeHHpj 
( 7 ) ,  в общем случае может быть линейной комбинацией пре
дыдущих строк. Но, как это следует из ( 4 ) ,  все элементы

Зп -1 являются фyнкция^^и л у -  у .  ̂+
J  J + 1 , Е то время

1 з :



как соответствующие им элементы функции У* 1 ^

j-1 X. "i •1 + 1  1 - 1
Пусть для столбца З п  -  1 справедшво соотношение ( 1 1 ) ,  

где = (^2.*^2***  ̂ является строкой З п  -  І.Т огда, из
менив местоположение линии j (см, рис, 1 ) в расчетной схе
ме и оставив без изменения остальные линии j , изменим 
значения элементов только в двух столбцах матрицы D , ос
тавив без измгенения остальные.

Если для i -ых элементов выполнялось соотношение ( 1 1 ) ,  
то при иамекешш значения л у имеем

, ДУг л У^— ) + /3 b.f ( —  ̂ С. . •1 i'̂  д у   ̂ 1 2  ̂ Ау  ̂ к і л у ^ ( 1 2 )

U . о  
y i j , i

где у -  первоначальная ширина расчетной полосы; А у  -  из
мененная ширина той же полосы, г то время когда для двух 
элементов продолжает оставаться справедливым ( 1 1 ) ,

Таісйм образом, изменив значение л у путем изменения по
ложения линии j , можно добиться, чтобы и строка З п  -  1 бы
ла линейно независимой при условии, что 
U xiJ ,  1 ^ о .

Проанализируем взаимосвязь элементов, образующих столб
цы матрицы D .

Каждый предыдуший столбец матрицы D имеет элемент, 
отличный от нуля, который не содержатся в последующем
столбце или в Кбіждцом последующем столбце содержится эле
мент, отличный от нуля, отсутствующий в линейной комбинации 
предыдущих столбцов.

Если один из столбцов Aj является линейкой комбинацией 
произвольного столбца В и линейной комбинацией предыдущих 
столбцов С, то

= Х В  + [ 3 ]  , ( 1 3 )

с =

п ,
где X , /X. -  коэффициенты линейной комбинации.
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Тогда равенстве ( 1 3 )  означает, что выполнено п соотно
шений

а .. = "ХЬ. + U. с .
1J 1 ^ 1 ( i  = 1 ,2 ......п) (1 4 )

между элементами этих столбцов.
В силу вышесказанного имеется по крайней мере одно 

значение i , для которого условие ( 1 4 )  не выполняется.
Например, столбец } -  4  нельзя представить линейной

комбинацией столбцов j = 1 , 2 , 3 , так как и ^ ^
*

6 ,4  О, в то время как а^ 2^ ^ 4  3  * ®  ̂ 2
-  О.= а6 ,3

Аналогично столбцец j =* 5 не является линейной 
нацией столбцов j -  1 , 2 , 3 , 4

комби- 
аи з-за  того,что а^ ^ 0 ,

а,  ̂ и “ О, т ,е , в этих случаях не  ̂ выполня-
е ^ я  одЪ ? из^Условй# ( 1 4 ) .

Столбец j = 6 в своей линейной комбинации не может со
держать столбца j = 4 , потому что ^ 0 | в то время
как а^ х^^4 2^^4 3 ~ ^4 6 ~ Если и5 данной линейной ком
бинаций йскійючен ’столбец* j == 4 , по той же причине (а^ =

6,1
“ ® 6.2~® 6,3 ^ 6 ,6  'бинацйи элe^^eнтa а

О и а ком-^ ^ О при отсутствии в 
’q ) исключается из названной 

линейной комбинации и йк>лбец j = 5 , В этом! случае элемент6 .4

5 .6 О столбца 6 не может быть линейной комбйнашіей эл е-
меЬтов остальных столбцов 
= а^  ̂ а^ о =* О).

1 , 2 , 3 (эти элементы а̂J  \C 7 X JT J . X и х  ^  J

5 ,2  ^5,3
Аналогичные рассуждения справедливы для столбцов j = 7 , 

8 и 9 , а также 1 0 , 1 1 , 1 2  и т.д.
Таким образом, столбцы матрицы D являются линейно не- 

зaвиcимы^'Ш,
Следовательно, при условии, что ®  ̂ ^

ф О, подбором значений д  у (или л  х) можно получить сис
тему линейных уравнечшй, имеющую матрицу D , в которой 
все столбцы и строки являются линейно независимыми..

Матрица D ( 1 0 )  является матрицей системы рассматрива
емых алгебраических уравнений ( 4 ) ,  ( 7 ) ,

Согласно следствию 1 теоремы о базисном миноре , опреде
литель D тогда и только тогда равен нулю, когда его столбцы
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линейно зависимы , В paccj/:raTpnBaeMOM случае столбцы 
линей>ю н^^зависимы, поэтому D не равен ь̂ улю.

Тогда, р соответствии с теоремой Крамера, если опреде
литель рассматриваемой системы отличен от нуля, система 
совместна и имеет единственное решение. Решение систем,ана
логичных рассматриваемой, приводится в работе [ 4 ]  ,

ТакйМі образом, если в момент времени t известен план 
распределения средних на вертикали скоростей и глубин, а так
же их значения в створе i -  1 в момент времени t + Л t , 
решая рассматриваемую системху линейных алгебраическихурав^ 
нений, можно методом постепенного приближения найти расп
ределение средних на вертикали скоростей и глубин в створе 
i + 1, затем i + 3 и т,д.

Необходимо отметить, что допущение о линеаризации пере
менных по расстояник» явхдяется приемлемым лишь в случае 
плавного изменения этих переменных по длине, У стенок, дна 
и при резком изменении глубин происходят обычно резкие и з-  
менешія градиентов таких переменных. Этот фактор необходи
мо учитывать, например, путем; введения специальных попра
вочных коэффициентов.

Предлагаемый метод позволяет производить решеше рас
смотренной задачи, гарантируя его единственность и устой
чивость.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ПРОДОЛЬНЫХ ОСРЕДНЕННЫХ СКОРОСТЕЙ В КАНАЛАХ 

ТРАПЕЦЕИДАЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ

При проектировании мелиоративных систем гидравлические 
расчеты параметров каналов выполянются по зависимостям для
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