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Введение 
 

Какую роль играет теоретическая механика в подготовке инженера лю-
бого профиля? 
 Теоретическая механика наряду с высшей математикой и физикой состав-
ляет научный фундамент, на котором строятся общеинженерные и специальные 
дисциплины. Она дает те знания, без которых специалисту невозможно изучить 
все новое, с чем приходится сталкиваться в процессе его практической деятель-
ности. Теоретическая механика является теоретической базой ряда областей со-
временной техники. 
 Какое значение имеют учебные задачи при усвоении курса теоретиче-
ской механики? 
 Учебные задачи являются неотъемлемой составной частью усвоения про-
граммного материала. Их решение способствует закреплению теоретического 
материала, более глубокому пониманию важнейших понятий и определений, 
формирует умственную деятельность обучающихся, развивает у них научный 
подход к постановке и решению не только учебных задач, но и тех задач практи-
ки, с которыми придется встретиться будущему инженеру. 
 Как научиться решать задачи по теоретической механике?  
 Научиться решать задачи можно в результате упорного систематического 
труда, что под силу также студентам заочной и дистанционной форм обучения. 
Приступая к решению задачи, прежде всего необходимо уяснить, к какой теме 
она относится. Затем следует изучить по учебнику теоретический материал этой 
темы, обратив особое внимание на формулировки определений, теорем и правил. 
После этого рекомендуется познакомиться с методикой решения задач и приме-
рами, помещенными в специальных учебных пособиях. Теперь можно присту-
пить к выполнению решаемой задачи. В процессе решения возникает ряд вопро-
сов, в результате чего приходится неоднократно обращаться к учебнику и посо-
биям. 
 Чем отличается предлагаемое пособие от ряда других? 
 В нем, как и в других, дается краткий теоретический материал, необходи-
мый для решения задач, излагается методика решения задач и их решение. 
 Отличие состоит в том, что решение ведется путем последовательной по-
становки кратких самостоятельных вопросов, ответы на которые подводят уча-
щегося к поэтапному решению задачи. Помещенные в пособии ответы на вопро-
сы помогают учащемуся реализовать обратную внутреннюю связь, осуществить 
самоконтроль усвоения. 
 Преимущество пособия состоит в том, что дозирование материала в форме 
вопросов и ответов на них концентрирует внимание учащегося на важнейших 
положениях теории и основных этапах решения задач, чем достигается управле-
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ние познавательной деятельностью. Постановка характерных для многих задач 
вопросов и наличие ответов делает пособие своеобразным справочником по ста-
тике. 
 Как рекомендуется пользоваться пособием? 
 Оно служит дополнением к существующей учебной и методической лите-
ратуре  по теоретической механике, но может быть  использовано в качестве са-
мостоятельного руководства к решению задач статики. 
 Вначале необходимо усвоить такие фундаментальные понятия статики, как 
сила, пара сил, проекция силы на ось, момент силы относительно точки и оси, 
затем изучить типы связей, направления реакций. Затем можно приступить к за-
дачам. При решении их необходимо давать обоснование выбранному ответу на 
вопрос. Не надо торопиться заглянуть в ответ, помещенный во второй части по-
собия. Это важно. Если ответ, выбранный учащимся, и приведенный в пособии  
расходятся, следует проанализировать причину и характер расхождения. 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ СТАТИКИ 
 

Статикой называют раздел теоретической механики, в котором изучают-
ся различные преобразования сил и условия равновесия тел. 

Из определения вытекают две основные задачи статики: 1) упрощение си-
стемы сил, т.е. замена одной системы сил другой, более простой, но произво-
дящей на одно и то же тело одинаковое действие; 2) определение условий, при 
которых силы, приложенные к телу, уравновешиваются. Обе задачи могут быть 
решены геометрическим или аналитическим способом. 

Положения статики широко используются на практике. Различные соору-
жения (здания, мосты), машины и приборы могут выполнять свои служебные 
функции, находясь только в равновесном состоянии. Поэтому важно опреде-
лить условия, при которых эти устройства находятся в равновесии под действи-
ем приложенных сил. 

Чтобы успешно решать отмеченные выше задачи, необходимо четко знать 
важнейшие понятия статики. К ним относятся, прежде всего, тело, сила, момент 
силы, связь и др. 

 
1.1. Понятие тела 

 
Телом, иначе – объектом, в механике называется любой предмет независи-

мо от его формы, содержания и других свойств. Исключительно разнообразны 
тела, равновесие которых приходится рассматривать в механике: детали машин 
и сами машины, элементы конструкций и сложные сооружения. Однако многие 
свойства тел не влияют на равновесие или влияют несущественно. Поэтому 
изучаемый объект часто упрощают, или идеализируют. Так, вводят понятие ма-
териальной точки, твердого тела, тела с гладкой поверхностью, невесомого тела 
и др. Часто рассматриваемые тела имеют сложную структуру. Их приходится 
расчленять на части, и рассматривать равновесие частей отдельно. 

Выбрать объект равновесия и определить его взаимодействие с окружаю-
щими телами – первое необходимое условие умения решать задачи статики. 

 
1.2. Понятие силы 

 
Все тела взаимодействуют с окружающими их другими телами. Эти взаи-

модействия могут иметь различную природу, интенсивность и проявление. По-
этому для характеристики взаимодействия вводят меру, называемую силой. 

Силой называют количественную меру механического воздействия одного 
тела на другое. 

Сила характеризуется численным значением, местом приложения (точкой 
приложения) и направлением. 

Взаимодействия тел в природе и технике исключительно разнообразны. 
Поэтому наряду с силой в качестве меры принимают другие величины: пару 
сил, момент силы относительно точки или оси. 
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Силы могут называться внешними или внутренними, активными или реак-
тивными, могут иметь равнодействующую, быть уравновешенными и др. 

Правильно определить силы, приложенные к выбранному телу – второе 
необходимое условие умения решать задачи статики. 

 
1.3. Понятие момента силы 

 
Различают момент силы относительно точки и момент силы относительно 

оси. 
1.3.1. Момент силы относительно точки 

 
Моментом силы относительно точки называется алгебраическая вели-

чина, равная произведению модуля силы на кратчайшее расстояние от точки до 
линии действия силы. Сокращенно: момент силы относительно точки равен 
произведению силы на плечо, т.е. 

  dFFmA  . (1) 

F

A

MA

d

 

Знак «+» ставят, если сила стремится 
вращать тело против часовой стрелки, 
«–» – если – по часовой стрелке). 

При изучении пространственной 
системы сил вводится понятие векторно-
го момента силы относительно точки 
следующим образом. Его модуль равен  
 

произведению силы на плечо; приложен в точке, относительно которой вычис-
ляется момент; направлен перпендикулярно к плоскости, где лежат сила и точ-
ка, таким образом, что, глядя с конца этого вектора, видим силу, стремящуюся 
повернуть тело против часовой стрелки (см. AМ ). 

 
1.3.2. Момент силы относительно оси 

 
Моментом силы относительно оси называется алгебраическая величина, 

равная произведению проекции этой силы на перпендикулярную к оси плос-
кость на кратчайшее расстояние от линии действия проекции до оси, т.е. 

  11dFFmz  . (2) 

d
1

F

F 1x

y

z

O

 

Знак «+» ставится тогда, когда сила стре-
мится повернуть тело против часовой 
стрелки, «–» – когда – по часовой стрелке 
(смотреть на силу с положительного конца 
оси). Таким образом, чтобы найти момент 
силы относительно оси, необходимо: спро-
ектировать силу на перпендикулярную к оси 
плоскость, т.е. найти 1F ; определить крат-
чайшее расстояние от линии  
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действия проекции силы до оси 1d , и составить затем алгебраическое произве-

дение 11dF . 
Из определения следует, что если сила параллельна оси или ее линия дей-

ствия пересекает ось, то момент силы относительно оси равен нулю. 
П р и м е ч а н и е. Иногда момент силы относительно оси (точки) проще вы-

числить следующим образом. Сначала силу раскладывают 
на составляющие, а затем определяют моменты каждой со-
ставляющей (теорема Вариньона). 

Момент силы относительно оси (точки) равен алгебраической сумме 
моментов составляющих сил относительно той же оси (точки). 

       zzyzxzz FmFmFmFm  . (3) 
Рассмотрим пример. 

О

Fy

у

x

F

Fz

Fy



 

Пусть требуется вычислить момент 
силы F относительно оси x (F = 20 Н, 
ребро куба равно 40 см). 

Первый способ. Разложим F  на 

xyF  и zF . Согласно теореме 
     zxxyxx FmFmFm  ,       (4) 

но xyF  пересекает х, поэтому 

  0xyx Fm . Отсюда  
     aFFmFm zzxx  

462cos  aF   Н ∙ см;      (5) 
3/3cos  . 

Второй способ. Разложим F  на составляющие zyx FFF ,, . По теореме Ва-

риньона 
       zxyxxxx FmFmFmFm  , (6) 

но xF  параллельна оси, и   0xx Fm , а yF  пересекаетесь, и   0yx Fm . Поэто-

му  
    462 zxx FmFm  Н ∙ см; (7) 

Третий способ. С помощью формул 
 
 
  ;

;

;

xyz

zxy

yzx

yFFxFm

xFFzFm

zFFyFm







 (8) 

где  zyx ,,  – координаты точки приложения силы; 
zyx FFF ,,  – проекции силы на оси координат, получаем 

    46245cossin0cos   FFaFmx   Н ∙ см; (9) 

xyF  
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1.4. Понятие связи и ее реакции 
 

Все тела можно разделить на две группы свободные и несвободные. 
Тело называют свободным, если оно может получать перемещение в лю-

бом направлении (свободно падающий камень). 
Тело называют несвободным, если оно не может получать перемещения 

хотя бы в одном направлении (шарик на нити не может удалиться от точки 
подвеса). 

Физические тела, ограничивающие свободу других тел, называют механи-
ческими связями, или просто связями. 

Сила, с которой связь действует на рассматриваемый объект, называется 
реакцией связи, или реактивной силой. 

В подавляющем большинстве тела являются несвободными. Это значит, 
что связей имеется бесчисленное множество. Однако их можно объединить в 
группы (типы) по различным признакам. 

 

NA

NB

A

B

 

 Гладкая поверхность. Связь ограничивает пе-
ремещение тела лишь в одном направлении. Ее реак-
ция совпадает с нормалью к поверхности связи в 
точке касания (см. AN ). Если в точке касания к связи 
нельзя провести нормаль (край стены, острие), то ре-
акцию направляют по нормали к поверхности каса-
ющегося тела (см. BN ). 

 
N

Fтр

R

 

 Негладкая (шероховатая) поверхность. В 
этом случае кроме нормальной реакции имеется 
также составляющая в касательной плоскости 
(силы трения). 

 

 
 Гибкая связь (трос, канат, ремень, цепь, нить). Такая связь считается неве-

сомой, нерастяжимой, гибкой. Ее реакция всегда направлена вдоль связи. 
 

N1 N2

 

 Невесомый стержень. Такой стержень 
является промежуточным звеном между телом и 
опорой. Он соединен с ними посредством шар-
ниров без трения, и его реакция всегда направ-
лена вдоль прямой, соединяющей шарниры (см. 

1N  и 2N ). 
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 Шарнирные опоры. Различают три случая таких опор.  
YA

XA

A

 

Тело соединено цилиндрическим шарниром с не-
подвижной опорой (шарнирно-неподвижная опора). 
Соединение позволяет телу поворачиваться вокруг оси 
шарнира. Реакция в шарнире перпендикулярна к его 
оси и при решении задач раскладывается обычно на 
две перпендикулярные составляющие. 

RB

B B

RB



B

RB

 

Тело соединено цилиндрическим 
шарниром с опорой, которая может пере-
мещаться по другой опорной поверхности 
(шарнирно-подвижная опора). Если эта 
поверхность – гладкая, то реакция направ-
лена по нормали к опорной поверхности. 

Тело соединено сферическим шарниром с неподвижной опорой. Соеди-
нение позволяет телу поворачиваться вокруг центра шарнира. Реакция в шар-
нире может иметь любое направление и при решении задач обычно расклады-
вается на три перпендикулярные составляющие. 

 
а) 
 

 

x

z

y

RA

 

б) 
 

 

A

XA

YA

ZA

RA

 

Gt  

Петля, завеса, цилиндрический подшипник. Соединение позволяет те-
лу поворачиваться вокруг центра петли и перемещается в отверстии. Для упро-
щения расчетов принимают, что данный вид связи ограничивает только линей-
ные перемещения в плоскости перпендикулярной оси вращения вала. Опору 
считают бесконечно узкой и моменты реакций не учитывают.  
 Реакция лежит в плоскости и при решении задач обычно раскладываются 
на две перпендикулярные составляющие.  

 
 



11 

Подпятник. Связь позволяет телу поворачиваться, т.е. ограничивает пе-
ремещение вала по осям координат, не препятствуя его поворотам относи-
тельно осей координат. Реакцию в подпятнике при решении задач обычно рас-
кладывают на три перпендикулярные составляющие. 

 
 

 

MA

XA

YA P

 

Жесткая заделка. Если тело со связью 
соединено жестко (не допускаются никакие 
перемещения), то такое соединение назы-
вают жесткой заделкой, или защемлением 
(конец балки в кирпичной или бетонной 
кладке, конец столба в земле). Реакция 
 

такой связи состоит из силы и пары. Силу раскладывают на две перпендику-
лярные составляющие, а пару сил прикладывают к защемленному концу, 
направляя ее по ходу или против хода стрелки часов (для плоской системы 
сил). Или на три перпендикулярные составляющие и на три пары сил вокруг 
трех перпендикулярных осей (для пространственной системы сил). 

RА

МА  

Скользящая заделка. Связь ограничи-
вает линейное перемещение тела в одном 
направлении и не позволяет телу поворачи-
ваться вокруг опоры. Ее реакция расклады-
вается на силу AR , которая направлена по 
нормали к заделке и на пару сил прило-
женных к телу с моментом AM . 

МА

 

Двойная скользящая заделка. Связь 
препятствует повороту тела. Ее реакция 
представляет собой пару сил приложенных 
к телу с моментом AM .  
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Следует помнить, что рассмотренные выше связи во многом идеализиро-
ваны (гладкая поверхность, невесомые стержни, шарниры без трения и прочее). 
 

Кроме того, в инженерных или даже в учебных задачах по теоретической меха-
нике часто не оговариваются типы связей, действующие на тело. В этих усло-
виях необходимо самому проанализировать свойства связей и отнести их к то-
му или иному типу. 

Правильно определить типы связей и показать направление их реакций – 
третье необходимое условие умения решать задачи статики. 

 
2. УПРОЩЕНИЕ СИСТЕМЫ СИЛ (ПЕРВАЯ ЗАДАЧА СТАТИКИ) 

 
Упрощением (по иному – сложением) называют замену одной системы сил 

другой, более простой, но оказывающей на одно и то же тело одинаковое дей-
ствие (такие системы сил называются эквивалентными). 

Наиболее часто системы сил упрощают двумя способами: первый основан 
на аксиоме о сложении сил с помощью параллелограмма, – применяется для 
сходящихся сил; второй основан на теореме о параллельном переносе силы 
(Лемма Пуансо), – применяется для произвольной плоской и пространственной 
систем сил. 

 
2.1. Упрощение сходящейся системы сил 

 
Сходящиеся силы всегда могут быть заменены равнодействующей силой. 

Ее модуль и направление находят: при графическом решении по замыкающей 
стороне многоугольника, построенного на силах; при аналитическом решении с 
помощью проекций сил на координатные оси по формулам 

     222
  iziyix FFFR ; 

       RRkRRRjRRRiR zyx /,cos;/,cos;/,cos  , (10) 
где yxiziyix RRFFF ,,,, , zR  – проекции сил и равнодействующей на коорди-

натные оси; причем   izziyyixx FRFRFR   ,, . 

x



F

F x  

Проекция силы на ось равна произве-
дению модуля силы на косинус угла между 
силой и положительным направлением оси. 

   cosпр FFF xx .             (11) 

При решении многих задач приходится иметь дело с силами, лежащими не 
в плоскости, а в трехмерном пространстве. В этом случае силу на оси коорди-
нат проектируют обычно в два приема (метод двойного проецирования). Сна-
чала ее проецируют на одну из осей (угол между которой и вектором силы из-
вестен) и на координатную плоскость двух других осей. Проекция силы на 
плоскость является вектором. Этот вектор затем проецируют на оси координат, 
расположенные в плоскости.  
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Fz

y

F
Fу

Fху

Fх





 

Пример использования метода двойного про-
ецирования. 
1. прz   cosFFF z

 
  прxy   sinFFF xy

  
2. прx ( ) xF F  =пр x    cossincos FFF xyxy  
    прy ( ) yF F пр y    cossinsin FFF xyxy  

 
2.2. Упрощение произвольной системы сил 

 
Произвольную систему сил в общем случае можно заменить одной силой 

(главным вектором – R ) и одной парой (главным моментом относительно цен-
тра приведения – OM ), что принято записывать 

),(),...,,( 21 On MRFFF   или ),(~,...,, 21 On MRFFF  . 
Модуль и направление главного вектора находят с помощью проекций сил 

на координатные оси по формулам 
     222

  iziyix FFFR ; 
       RRkRRRjRRRiR zyx  ;cos;,cos;;cos , (12) 
где    izziyyixx FRFRFR ,, . 

Модуль и направление главного момента относительно центра находят с 
помощью моментов сил относительно координатных осей по формулам. 

        222
  iziyixO FmFmFmM ; 

      OOzOOOyOOOxO MMkMMMjMMMiM /,cos;/,cos;/,cos  , (13) 
где      iziyix FmFmFm ,,  – моменты сил относительно осей; 

OzOyOx MMM ,,  – проекции главного момента на оси, причем   ixOx FmM ; 
     izOziyOy FmMFmM ; . 

П р и м е ч а н и е. В частных случаях систему сил можно заменить: 
 парой сил, если 0R , а скалярное произведение – 

0 OzzOyyOxxO MRMRMRMR ; 
 динамой (динамическим винтом), если 

0 OzzOyyOxx MRMRMRMR . 
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Вопросы и задачи 
2.2.1 

 
z

х

F



х

1

 
 

На куб, ребро которого 20a  см, 
действует сила 120F  Н. Найти 
момент этой силы: 
1) относительно х; 
2) относительно z; 
3) относительно х1. 

2.2.2  

О

z

у

x

F1

F2

 D



B

А

С

 

На куб, ребро которого – 24 см, 
действует сила 1F  и 2F , как пока-
зано на рисунке. 

Дано: 201 F  Н, 302 F  Н, 
ВЕ = ЕА, BD = DC = 12 см, 

30 , хF 2 . Вычислить момен-
ты этих сил:   
1) относительно х; 
2) относительно y; 
3) относительно z. 

 

2.2.3 

x

у
F






Аb

а

О

 

К прямоугольной пластине со 
стороны а и b приложена в точ-
ке А сила F , составляющая уг-
лы  ,   и   с прямыми, парал-
лельными координатным осям. 
Вычислить моменты силы: 
1) относительно х; 2) относи-
тельно y;  3) относительно z. 

 

2.2.4 На прямоугольный параллелепипед действуют силы  
Дано: 101 F  Н; 202 F  Н; 303 F  Н; АВ = ВС = 20 см; 301 AA см. 

F3

x

у

А1

D

В
С

А 

F1

F2

 

Вычислить суммы моментов 
сил: 
1) относительно х; 
2) относительно y; 
3) относительно z. 
Вычислить суммы проекций сил 
на: 
1) ось х; 
2) ось y; 
3) ось z. 

Е 



15 

 

2.5.2 На куб действуют равные по модулю силы. Требуется упростить эту 
систему сил. Величина силы – F; ребро куба – a. 

у
А

С

F2

F3

F4

F1

В

х
 

1. К какому центру можно привести силы? 
2. Имеет ли значение, как направить ко-

ординатные оси из выбранного центра? 
3. Найти модуль и направление главного 

вектора системы сил. 
4. Найти модуль и направление главного 

момента системы сил относительно 
центра А. 

5. Чему равен момент сил относительно 
центра С? 

6. Можно ли эту систему сил заменить парой сил? (см. примечание к пунк-
ту 2.2) 

 

2.2.6 На куб действуют три равные по модулю силы, как показано на ри-
сунке. 200321  FFF   Н. Ребро куба а = 20 см. Упростить систему сил, при-
ведя ее к центру А. Выяснить, приводится ли эта системы сил к равнодейству-
ющей. 

у

F2

F1
F3

х
А

 

1. Определить величину и направление глав-
ного вектора. 

2. Определить суммы моментов сил относи-
тельно координатных осей. 

3. Найти модуль и направление главного мо-
мента относительно А. 

4. Приводится ли система сил к равнодей-
ствующей? 

 

2.2.7 На пластинку со сторонами а и b действуют силы 321 ,, FFF  и пара 
сил с моментом m, расположенные в плоскости пластинки. 

Упростить систему сил. 

х

В

F3

F1 F2

m

С

 

Дано: 2031  FF  Н; 402 F  Н; 
20m  Н ∙ см; 20 aCDAB  см; 

30 bBCAD  см. 
1. Найти модуль и направление главного 

вектора. 
2. Найти модуль и направление главного 

момента системы сил относительно 
точки А. 

3. Можно ли систему сил заменить парой 
сил, равнодействующей? 
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3. РАВНОВЕСИЕ ТЕЛ ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛ 
(ВТОРАЯ ЗАДАЧА СТАТИКИ) 

 
Изучение равновесного состояния тела в теоретической механике сводит-

ся, как правило, к определению неизвестных сил, приложенных к телу. Знание 
сил позволяет инженеру выбрать подходящий материал, размер и форму тела 
(сооружения, технического устройства) и рассчитать его на прочность, устой-
чивость и другие показатели качества. Поэтому определение условий равнове-
сия тел и нахождение сил имеет важное практическое значение. 

Решая задачи статики, необходимо стремиться, чтобы наиболее коротким 
путем прийти к решению. Такая методика устанавливает, что надо делать и в 
какой последовательности. 

 
Методика решения задач по статике 

 
1 этап. Изучить задачу (что дано, что определить, что главное, что второсте-

пенное – для этого иногда следует несколько раз читать условие  зада-
чи). 

2 этап. Выбрать объект равновесия (им может быть узел, тело любой формы, 
сложная конструкция или ее часть, машина, механизм и прочее). 

3 этап. Показать заданные (известные) силы, приложенные к выбранному объ-
екту равновесия. 

4 этап. Установить связи, действующие на объект, определить типы связей и 
показать их реакции. 

5 этап. Определить вид системы сил, действующей на объект, и записать для 
нее уравнения равновесия (каждый вид имеет свои уравнения). 

6 этап. Выполнить действия, предусмотренные уравнениями равновесия (спро-
ектировать силы, вычислить их моменты и прочее),  найти искомые ве-
личины, результаты проанализировать. 

 
3.1 Равновесие системы сходящихся сил 

 
Для равновесия сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы суммы 

проекций этих сил на координатные оси равнялись нулю, т.е. 
0,0,0   iziyix FFF . (14) 

Если сходящиеся силы лежат в одной плоскости, то силы проектируются 
только на две оси, расположенные  в этой плоскости. 

 
Вопросы и задачи 

 
3.1.1 Груз весом Q подвешен в точке D. Крепления стержней в точках А, В, 

С, D – шарнирные. OBAO  . 
Определить усилия в невесомых стержнях AD и BD. 
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С

D

Q

у

x

А

О

В
 

1. Выбрать объект равнове-
сия. Обосновать направ-
ление в стержнях AD и 
BD. 

2. Определить вид системы 
сил, приложенной к объ-
екту. 

3. Записать аналитические 
уравнения равновесия 
сил, действующих на 
объект. 

4. Определить усилия в 
стрежнях AD и BD. 

 
3.1.2 Горизонтальная невесомая балка АВ закреплена так, как показано на 

рисунке. На нее действует сила 7P  кН. Угол 45 . Рассмотреть равнове-
сие балки и ответить на вопросы. 
1. Назвать типы связей, действующие на балку. 
2. С помощью какой теоремы можно определить линию действия реакции опо-

ры А? Укажите направление реакции AR . 

хВА

Р

4м 3м



 

3. Определить вид системы сил, 
приложенной к балке. Записать 
уравнения равновесия этой си-
стемы сил. 

4. Определить ВR  геометрическим 
способом. 

5. Определить ВR  аналитическим 
способом. 

 

z

х

у

Р

А

В L

М

D

Н
Q

30°

60°
50°

K

1

2

3 4

5

6

 

3.1.3 Шесть невесомых стержней 
соединены своими концами шар-
нирно друг с другом в узлах М и K. 
К ним приложены силы Р и Q. 

DMKD  ;  OXQ  ;  OYP || . 
Ответить на следующие вопро-

сы: 
1. В каком порядке следует рас-

сматривать равновесие узлов при 
определении реакций в стержне-
вой конструкции? 

2. Составить уравнения равновесия 
для узлов K и М. 

3. Определить усилие в стержне МK. Что можно сказать о 3S  и 3S ? 
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Определить усилие в стержне АМ. 
 

3.2. Равновесие произвольной плоской системы сил 
 

Для равновесия плоской системы сил необходимо и достаточно, чтобы 
суммы проекций сил на две оси и сумма моментов сил относительно любой 
точки равнялись нулю, т.е. 

      0;0;0 iAiyix FmFF .  (15) 
Вместо уравнений (16) иногда лучше использовать другую систему урав-

нений 
                                0;0;0 iBiAix FmFmF ,   (16) 

где A  и B  – произвольные точки; ось x  не перпендикулярна к прямой AB , или 
третью 

         0;0;0 iCiBiA FmFmFm ,   (17) 
где BA,  и C  – произвольные точки, не лежащие на одной прямой. 

 
Вопросы и задачи 

 
3.2.1 Балка СЕ удерживается в горизонтальном положении и нагружается 

так, как показано на рисунке. 

G

3,5м 3,5м

3м 2м

В
Е

А

Р

K

С

D

М 



q
max

1м

 

Дано: 2max q кН/м; 5G кН;      
2P кН; 3M кН ∙ м; 15 . 

Размеры указаны на чертеже. 
Определить: 

1. Виды связей, действующие на 
балку СЕ. 

2. Точку, в которой груз Р дей-
ствует на балку СЕ. 

3. Момент силы 1P  относительно 
точки А (см. ответ на в.2). 

4. Равнодействующую нагрузки, 
распределенной по линейному 
закону, и точку ее приложения. 

5. Какое уравнение необходимо составить, чтобы определить горизонтальную 
составляющую реакции опоры А? 

 
3.2.2 Т-образная балка закреплена так, как показано на рисунке. На нее дей-

ствует нагрузка, распределенная по линейному закону, причем 2max q кН/м; си-
ла 1P кН; 3M кН ∙ м. К балке привязан трос, перекинутый через блок и несу-
щий груз 2Q кН. Рассмотреть равновесие балки и ответить на вопросы. Трени-

ем на блоке пренебречь. 
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Q

М

Р

4
м

В Е

2м1м

D
q

max

А
 

1. Что необходимо выбрать в качестве 
объекта равновесия для определения 
реакций жесткой заделки А? 

2. Показать на рисунке активные и ре-
активные силы, приложенные к объ-
екту равновесия. Чему равна равно-
действующая нагрузки, распреде-
ленной по линейному закону? 

3. Назвать вид системы сил, приложен-
ной к объекту равновесия, и записать 
аналитическое условие равновесия. 

4. Какое следует составить уравнение 
для определения МА? Определить 
численное значение МА. 

 
3.2.3 Жесткая рама закреплена в точке А шарнирно, а в точке В прикреплена 

к невесомому стержню с шарнирами на концах. Рама нагружена так, как показано 
на рисунке. 

Рассмотреть равновесие рамы и ответить на вопросы: 
1. Что следует выбрать в качестве объекта равновесия для определения реакций 

шарнирно-неподвижной опоры А и стержня ВС? 

q

а
b

с

С В

Р

А

 

2. Изобразить на рисунке раму с приложен-
ными к ней активными и реактивными 
силами. Определить величину равнодей-
ствующей равномерно распределенной 
нагрузки. Где она будет приложена? 

3. Назвать вид системы сил, приложенной к 
раме. Сколько необходимо составить 
уравнений равновесия для определения 
реакций опор А и В? 

4. Записать уравнение, с помощью которого 
можно определить BR . Как направлена 
реакция стержня? 

 
3.2.4 Изогнутый стержень АВС находится под действием нагрузки так, как 

показано на рисунке.  
Дано: 40Q Н; 120G Н; 30P Н; 2a м; 4 BCAB м; KBAK  ; 

60 ; 30 . 
Рассмотреть равновесие стержня и ответить на следующие вопросы:  

1. Назвать типы связей для изогнутого стержня АВС. 
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G90°

K
А С

В
Р

Р




aQ

 

2. Чем определяется количественная харак-
теристика действия пары сил  PP ,  на 
стержень с приложенными к нему актив-
ными и реактивными силами. 

3. Указать вид системы сил, приложенной к 
стержню. 

4. Записать уравнение, с помощью которого 
можно определить cy . 

3.2.5 

2м 2м

2
,5
м

q

A B60°

F1

2
м

2м

C

 

Составная конструкция нагружена 
и закреплена так, как изображено на ри-
сунке. 

Ответить на вопросы: 
1. Какой общий прием используется 

при решении задач на составные 
конструкции? 

2. Определить реакцию в т. D. 
3. Записать уравнения равновесия для 

второй части составной конструк-
ции (для АСВ). 

4. Записать момент силы 1F  относи-
тельно т. D. 

3.2.6 На балку АС составной конструкции АСВ действует пара сил  PP ,  и 
сила Q. На балку ВС действует  равномерно распределенная нагрузка интенсив-
ности q. 

2
м3
м

0,5м

А

С

y
B

8м

Q

Р

Р

 

Дано: Р = 2 кН; Q = 0,5  кН; q = 3 кН/м; 
30 . 

1. Назвать типы связей в опорах А и В. По-
казать на чертеже реакции связей. 

2. Как следует расчленить конструкцию для 
определения реакции BR ? Показать силы, 
действующие на АС и СВ после расчле-
нения конструкции. 

3. Составить уравнения равновесия сил, 
действующих на АС и СВ. 

4. Вычислить BR . 
5. Зная BR , найти наиболее просто МА. 
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3.2.7 Конструкция состоит из жесткого угольника и стержня, которые в точ-
ке С соединены шарнирно. Конструкции нагружена так, как показано на рисунке. 
Рассмотреть равновесие конструкции и ответить на вопросы. 

М

60°

3м 2м 4м

2
м

В

2
м

С

А

D
Е

q
max

K

 

1. Назвать виды связей, дей-
ствующих на конструкцию. 
Изобразить на рисунке кон-
струкцию и показать все си-
лы, действующие на нее. 

2. Рассмотреть равновесие 
стержня АС. Записать урав-
нения равновесия, опреде-
лить реакцию гладкой стенки 
и реакцию соединительного 
шарнира С. 

3. Какое уравнение позволит  
определить реакцию стержня ED? Запишите его (с учетом пункта 2). 
 

3.2.8 Конструкция составлена из жесткого угольника и стержня, соединен-
ных шарниром С. Она нагружена так, как показано на рисунке. Рассмотреть рав-
новесие конструкции и ответить на вопросы. 
1. Как можно классифицировать силы, действующие на рассматриваемую си-

стему тел: жесткий угольник, стержень? 
2. Показать на рисунке все внешние силы, действующие на конструкцию. 
 

4
м

4м

Р

3м 3м
q

А

С
Е

D
В

 

3. Записать уравне-
ние, которое поз-
волит определить 

EDR . 
4. Записать уравне-

ния, которые 
позволяют опре-
делить реакцию 
шарнира С. 

5. Записать уравне-
ние, позволяю-
щее определить 

AM . 
 
 
 
 
 
3.2.9 Составная конструкция нагружена и закреплена так, как изображено на 

рисунке. 
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Р



а

С

В

l1 l 2 l 3
h

1
h

2

b

q

 

Дано: Р = 18 кН; q = 3 кН/м; 
М = 40 кН/м; 61 l м; 62 l ; 03 l м; 

61 h м; 42 h м; 30 ; a = 3м; 

4b м. 
1. Назвать типы связей в опорах А и С. 

Показать на чертеже реакции свя-
зей. 

2. Расчленить конструкцию. Показать 
силы, действующие на АВ и ВС по-
сле расчленения конструкции. 

3. Составить уравнения равновесия 
сил, действующих на ВС и АВ. 

4. Вычислить давление в опорах А и С, 
а также усилие в шарнире В. 

 

3.3. Равновесие системы сил с учетом трения 
 

При стремлении сдвинуть одно тело по поверхности другого в касательной 
плоскости поверхностей этих тел возникают силы, препятствующие движению. 
Это явление называется трением. Различают трение покоя, трение движения и 
трение качения. 

При трении покоя величина силы трения зависит от действующих на тело 
активных сил и может изменяться от нуля до некоторого своего наибольшего 
значения. Сила трения покоя, любое превышение которой ведет к возникнове-
нию движения, называется наибольшей силой трения покоя. 

Величина этой силы, имеющей место в предельном положении покоя тела, 
определяется по формуле 

NfF max
сц , (18) 

где f  – коэффициент сцепления; N  – сила нормального давления, прижимаю-
щая тела друг к другу. 

Трение двух тел, находящихся в относительном движении, называется тре-
нием движения. 

G N
F сц



P

h

 

Трение качения возникает при перекатыва-
нии тела (катка) по поверхности другого тела и 
обусловлено их деформацией. Вследствие этого 
тела соприкасаются по некоторой площадке, а 
нормальная составляющая N  полной реакции 
опорной поверхности смещается от оси катка в 
сторону его движения. Величина смещения   в 
предельном положении покоя называется коэф-
фициентом трения качения и имеет размерность 
 

длины. Сила N  и вес катка G  образуют пару сил с плечом  , момент которой 
NMT   называется моментом трения качения. 
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Качение катка без скольжения будет иметь место, если  
N

h
PF


max

сц . (19) 
 Методика решения задач на равновесие с учетом сил трения – такая же, 
как и при отсутствии трения. Однако в этом случае рассматривается предельное 
положение равновесия тела. Это позволяет по вышеприведенным зависимостям 
определить наибольшую силу трения покоя и момент трения и с учетом этого 
составить необходимые уравнения равновесия, соответствующие системе сил 
реакций и активных сил, действующих на тело. 
 

Вопросы и задачи 

3.3.1 



у

А

В

 

Однородный брус весом G опирается 
концом А на шероховатый горизонталь-
ный пол, а концом В – на гладкую верти-
кальную стену. Коэффициент сцепления в 
точке А равен f. 

Определить: 
1. Направление реакции в точке В. 
2. Величину этой реакции. 
3. Наименьший угол φ, при котором воз-

можно равновесие. 
4. Возможно ли равновесие, если пол бу-

дет гладким, а стена – шероховатой? 
 
3.3.2 На шероховатой наклонной под углом α к горизонту плоскости нахо-

дится в равновесии груз весом G, к которому приложена сила P , образующая с 
плоскостью угол β. Коэффициент сцепления равен f. 

Определить: 



Рy

х

G  

1. Нормальную реакцию N плоско-
сти. 

2. Наибольшую силу трения покоя. 
3. Максимальное значение силы Р, 

при котором груз будет оста-
ваться в равновесии. 

4. Минимальное значение силы Р, 
при котором груз будет оста-
ваться в равновесии. 

 
3.3.3 Однородный стержень весом G и длинной l находится в равновесии, 

опираясь концом А на днище полуцилиндрического желоба. Коэффициент сцеп-
ления в точке А ffA  , в точке В 0Bf . 
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А

В

G

l/4

 

Определить: 
1. Направление реакции в точке В. 
2. Направление полной реакции в точке 

А. 
3. Величину нормальной реакции в точ-

ке А. 
4. Численные значения угла сцепления 

и коэффициент сцепления в точке А. 
 
 
 
 
3.3.4  

a b 

О Н
R

G

r

Р

 

На барабан радиуса r намотан 
трос, к которому подвешен груз ве-
сом G. Груз удерживается в равно-
весии с помощью тормоза. К рыча-
гу ОА тормоза приложена сила Р 
под углом α к вертикали. Коэффи-
циент сцепления между тормозной 
колодкой и шкивом равен f. Радиус 
шкива – R. 

Определить: 
1. Равновесие какого тела следует 

рассмотреть для определения 
величины силы нормального  

давления между тормозной колодкой и шкивом? 
2. Какое для этого нужно составить уравнение равновесия? 
3. Определить величину силы нормального давления N рычага на тормозной 

шкив. 
4. Определить минимальное значение величины силы Р, при котором барабан не 

будет вращаться. 
 
 

3.3.5 Определить стержень АВ весом 40G Н прикреплен шарнирно к неве-
сомым ползунам  А и В. Коэффициент трения ползуна А о направляющие ffA  . 
К ползуну В приложена сила 20Q Н, направленная вверх. Механизм располо-
жен в вертикальной плоскости. Трением ползуна В пренебречь. 



25 

60° 60°

Q

А

В

 

Определить: 
1. Направление силы трения ползуна А о 

направляющие. 
2. Модуль нормальной реакции направля-

ющих ползуна В. 
3. Модуль нормальной реакции направля-

ющих ползуна А. 
4. Величину коэффициента сцепления в 

направляющих ползуна А. 
 

 
3.3.6 Три кубика одинакового веса G расположены в вертикальной плоско-

сти на двух наклонных плоскостях, образующих двугранный угол. Коэффициент 
сцепления между кубиками и наклонными плоскостями равен f. 

G G

G

 

Определить: 
1. Нормальное давление 1N  крайнего 

кубика на наклонную плоскость в 
момент вытаскивания среднего ку-
бика. 

2. Нормальное давление 2N  в этот мо-
мент между средним и крайним ку-
биками. 

3. Отношение 2N  к 1N  при 2,0f . 
4. Какую силу Р нужно приложить к среднему кубику для того, чтобы его выта-

щить? 
 

3.3.7 Однородный цилиндрический каток весом G = 10 кН и радиусом 

r = 0,5 м находится под действием силы P , приложенной под углом 30  к го-
ризонту. Коэффициент сцепления между катком и опорной поверхностью 

2,0f . 
 

Р

r 

G

 

Определить: 
1. Силу Р, необходимую для равномерного ка-

чения катка.  
2. Величину силы нормального давления катка 

на поверхность. 
3. Максимальную силу сцепления между кат-

ком и опорной поверхностью. 
4. Будет ли наблюдаться при качении проскаль-

зывание катка? 
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3.4. Равновесие произвольной пространственной системы сил 
 

Для равновесия пространственной системы сил необходимо и достаточно, 
чтобы суммы проекций сил на три оси и суммы моментов сил относительно 
этих осей равнялись нулю, т.е. 

      

 





.0;0;0

;0;0;0

iziyix

iziyix

FmFmFm

FFF
                (20) 

 
Вопросы и задачи 

 

3.4.1 Две однородные плиты весом Р1 и Р2, сваренные под прямым углом 
друг к другу, крепятся и нагружаются так, как изображено на рисунке. В точке 
А – сферический шарнир. Нагрузка распределена по линейному закону, дей-
ствующему в плоскости хАу. 

z

x

а

d М

30°
q

max

С
Е Db

А В

45°

Q

 

1. Заменить распределенную 
нагрузку равнодействую-
щей. 

2. Указать объект равновесия. 
3. Изобразить на рисунке все 

силы, приложенные к объ-
екту равновесия. 

4. Составить уравнение равно-
весия      для     определения 

реакции невесомого стержня T . 
5. Составить уравнение равновесия для определения Bz . 

 
3.4.2 Прямоугольная дверь АВЕС, имеющая вертикальную ось вращения АВ, 

открыта на угол DAC = 60° и удерживается в этом положении двумя веревками 
EF и CD.  

Дано: вес двери Q = 54 кН; Р = 40 кН; АС = AD = 1,6 м; АВ = 2,2 м. 

у

х

В

А

С

60°

ЕF

D

Р

 

1. Указать объект равновесия. 
2. Указать связи и показать все си-

лы, приложенные к выбранному 
объекту.  

3. Определить вид системы сил, 
приложенный к объекту. 

4. Составить уравнение равновесия, 
позволяющее рассчитать натя-
жение веревки EF. 

5. Определить момент силы Р1 от-
носительно  PPBX 1 . 

6. Определить вертикальную со-
ставляющую подпятника zB. 
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3.4.3  

у
х

45°
30°

а
b

с

А

Р

В
t

Q Т

R

r

 

Вал АВ, закрепленный подпятником А и цилин-
дрическим подшипником В, находится в равновесии 
под действием нагрузок, как показано на рисунке. 

AyPAzTAyttT ||4;||;2  . 
1. Назвать реакции подпятника А и цилиндрического 

подшипника В. 
2. Какая система сил действует на вал АВ? 
3. Записать аналитическое условие равновесия си-

стемы сил, под действием которой находится вал 
АВ. 

4. Составить уравнения 0 ixF  и 0 iyF . 
5. Какое уравнение равновесия позволит определить 

хВ? Запишите его. 
 

 
 
3.4.4 Две однородные прямоугольные плиты, сваренные под прямым углом 

друг к другу, крепиться и нагружаются так, как показано на рисунке. 
Рассмотреть равновесие конструкции и ответить на вопросы. 
 

 

1. Назвать реакции сферического под-
шипника А, цилиндрического под-
шипника В и стержня CD. 

2. Какая система сил действует на кон-
струкцию? Записать аналитическое 
условие равновесия этой системы 
сил.  

3. Составить уравнения 0 iyF  и 

0 izF . 
4. Какое уравнение позволит опреде-

лить реакцию стержня CD? Составь-
те его. 

5. Составить уравнение, позволяющее 
определить By . 

6. Определить момент силы Р относи-
тельно оси Ау. 
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3.4.5. Две прямоугольные плиты, сваренные под прямым углом друг к другу, 
крепятся и нагружаются так, как показано на рисунке. Рассмотреть равновесие 
конструкции и ответить на вопросы. 

у

Q

x

Р

а/
2

а/
2

q

c

B

Аа

b

D

С

 

1. Назвать виды связей для кон-
струкции. 

2. Показать на рисунке все ак-
тивные и реактивные силы, 
приложенные к конструкции. 
Записать для полученной си-
стемы сил уравнения равнове-
сия. 

3. Какое уравнение позволит 
определить усилие в невесо-
мом стержне CD? Составить 
его. 

4. Составить уравнение равнове-
сия для определения Bx . 

5. Составить уравнение равнове-
сия для определения Az . 

 
3.4.6 Рама удерживается в горизонтальном положении так, как показано на 

рисунке. 
Дано: G = 5 кН; Q = 10 кН; а = 5 м; b = 2 м; с = 4 м; BXCD  ; BZQ  . 

1. Указать объект равновесия и виды связей. 
 

у

х G

b с

60°

D
а В

А

С
45°

Q

Е  

2. Изобразить на рисунке все си-
лы, приложенные к объекту 
равновесия. 

3. Определить вид системы сил, 
приложенной к объекту рав-
новесия. Записать аналитиче-
ское уравнение равновесия для 
этой системы сил. 

4. Какое уравнение позволит рассчитать реакцию невесомого стержня CD? Со-
ставить его. 

 
4. ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ ТЕЛ 

 
Координаты центра тяжести тела определяются по формулам 

G

Gz
z

G

Gy
y

G

Gx
x ii

C
ii

C
ii

C

 


 


 
 ;;     (21) 
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где G  – общий вес тела; iii zyx ,,  – координаты точек приложения сил тяже-

сти элементарных частей, на которые разбито тело; iG  – вес элементарной ча-
сти тела. 

Если вес любой элементарной части выразить для объемного тела 

ii VG  , для площади – ii SG  , для линии ii lG  , где ,  и   – 
соответственно вес единицы объема, площади, длины линии, то получим общие 
формулы для определения координат центров тяжести однородных объемов 

;;;
V

Vz
z

V

Vy
y

V

Vx
x ii

C
ii

C
ii

C
 







     (22) 
однородной площади 

S

Sz
z

S

Sy
y

S

Sx
x ii

C
ii

C
ii

C





 ;;     (23) 
и однородной линии 

l

lz
z

l

ly
y

l

lx
x ii

C
ii

C
ii

C
 







 ;; .    (24) 
В этих формулах  iii llSSVV ;;  – соответственно объем 

тела, площадь фигуры и длина линии. 
Определение координат центров тяжести однородных тел по формулам 

(22–24) сводится к вычислению определенных интегралов по всему объему, 
площади или линии. Таким способом получены формулы для определения ко-

ординат центров тяжести полушара (на расстоянии R
8

3  от основания), конуса 

(на расстоянии 
4

1  Н от основания), кругового сектора (на расстоянии 


sin

3

2
R  

от центра круга) и дуги окружности (на расстоянии 


sin
R  от центра окружно-

сти). Для всех этих объектов центр тяжести расположен на оси симметрии. 
Если объемное тело, плоская фигура или линия имеют сложную геометри-

ческую форму, то для определения координат центров тяжести применяются 
метод разбиения, метод дополнения или метод отрицательных объемов, площа-
дей. В этом случае в формулах (16–18) под ii SV  ,  и il  следует понимать 
соответственно объем, площадь или длину линии отдельных элементов простой 
геометрической формы (полушар, цилиндр, сектор, треугольник и т.д.), на ко-
торые разбита сложная фигура; ii yx ,  и iz  – координаты центров тяжести этих 
элементов в выбранной системе координат. 

Координаты центра тяжести плоских фигур (пластин) можно определять 
также п о формулам 

F

S
y

F

S
x x

C
y

C  ; ,   (25) 

где   iixiiy SySSxS ;  – статические моменты площади относитель-

но осей координат. 
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Вопросы и задачи 
 

   4.1 

Н

R

 

Однородное тело, состоящее из ци-
линдра высотой Н = 28 см, радиусом 
R = 40 см и полушара такого же радиуса, 
поставлено на горизонтальную плоскость 
цилиндрической частью. 

Определить: 
1. Расстояние от плоскости до центра тя-

жести полушара. 
2. Расстояние от плоскости до центра тяжести всего тела. 
3. Будет ли оставаться тело в устойчивом положении равновесия, если его по-

ставить на плоскость сферической частью? 
 

4.2 От прямоугольной пластины размером 25 × 50  см отсечены треугольник 
и четверть круга. При указанных размерах для оставшейся части определить: 

50

32

1
2

2
5

R=12

х
 

1. Каким методом следует поль-
зоваться для определения ко-
ординат центров тяжести пла-
стины и на какие простейшие 
фигуры при этом ее следует 
разбить? 

2. Координаты центра тяжести 
отсеченного треугольника. 

3. Координаты центра тяжести отсеченного сектора. 
4. Координаты центра тяжести всей пластины. 
 

4.3  

х

2
0

5

255

70

5

5

515

3
0

 

Для изображения на чертеже по-
перечного сечения сварной балки из 
однородных материалов определить: 
1. Статический момент площади от-

носительно оси Oх. 
2. Статический момент площади от-

носительно оси Оу. 
3. Координаты центра тяжести всего 

сечения. 
4. Чему равны статические моменты 

площади относительно осей, нача-
ло которых выбрано в центра тя-
жести сечения? 

Все размеры даны в сантиметрах. 
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4.4  
 

R20
R202

30 20

2
0

1 3
4

5

х
 

Из однородной проволоки, поперечным размером которой можно прене-
бречь, изготовлено крепление. В выбранной системе координат определить: 
1. Координаты центра тяжести первого участка (полуокружности). 
2. Координаты центра тяжести третьего участка (четверти окружности). 
3. Координаты центра тяжести всего контура. 
Размеры даны в сантиметрах. 

 
 
 

5.  РАСЧЕТ ПЛОСКИХ ФЕРМ 
 

Понятие о ферме 
 
Фермой называется конструкция, со-

стоящая из стержней, которые образуют 
геометрически неизменяемую систему. 

Места соединения двух или более 
стержней фермы называют узлами. В при-
ближенных расчетах можно допустить, 
что в узлах фермы находятся шарниры.  

 

Простейшей плоской фермой является 
стержневой треугольник, содержащий три уз-
ла. 

Простая плоская  ферма получается из 
простейшей путем последовательного присо-
единения к ней каждого нового узла при по-
мощи двух новых стержней.  

Обозначим число стержней n, а число узлов – m. Тогда количество стерж-
ней, добавленных к простейшей ферме, равно n – 3, а число добавленных узлов 
m – 3. В соответствии с определением простой плоской фермы первое значение в 
два раза больше второго, следовательно, n – 3 = 2∙(т – 3) 

 
.32  mn  
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Полученное выражение, отражающее связь между числом стержней и узлов, 
называют формулой простой плоской фермы. 

 
 

Допущения, применяемые при расчете ферм 
 
При расчете сил, действующих на узлы ферм, обычно исходят из следующих 

упрощающих предположений: 
– внешние силы приложены только к узлам фермы; 
– веса стержней пренебрежимо малы (их можно учесть, разнося по узлам со-

ответствующих стержней); 
– трение в шарнирах отсутствует. 
При таких допущениях силы, действующие на узлы фермы со стороны 

стержней, всегда направлены вдоль линий, проходящих через концы стержней. 
Если стержни фермы прямолинейные, то они при этом либо растягиваются, либо 
сжимаются. 

Для каждого из узлов плоской фермы, поскольку на них действуют системы 
сходящихся сил, могут быть составлены два уравнения равновесия. Поэтому их 
общее число 2m. В свою очередь в простой плоской ферме неизвестными явля-
ются n реакций стержней и три реакции внешних связей. Таким образом, при 
числе стержней n = 2m – 3 расчет сил может быть полностью выполнен методами 
статики. 

При n < 2m – 3 конструкция становится геометрически изменяемой. 
Если n > 2m – 3, ферма статически неопределима. 
Расчет ферм включает две задачи: определение реакций внешних связей и 

вычисление сил реакций стержней. Как правило, вначале вычисляются реакции 
внешних связей. К основным методам расчета внутренних сил относятся способы 
вырезания узлов и сечений. 

 
 

Определение внутренних сил фермы способом вырезания узлов 
 
Ферма может быть представлена как система тел – узлов, соединенных между 

собой связями – стержнями. Поэтому для ее расчета справедливы правила, изло-
женные в разделе равновесие систем тел. Поскольку на каждый узел действует си-
стема сходящихся сил, то для него могут быть составлены только два независи-
мых уравнения равновесия, из которых можно найти только две неизвестные си-
лы. В связи с этим расчет следует начинать с того узла, к которому приложены 
только две неизвестные внутренние силы. 

Рассматривая узлы в таком порядке, чтобы в каждом последующем было не 
более двух неизвестных сил, выполняем расчет всех реакций внутренних связей. 
Причем, следует учитывать, что в соответствии с аксиомой о действии и противо-
действии силы, которыми стержень действует на взаимодействующие с ним уз-
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лы, равны по модулю и направлены в противоположные стороны. Для удобства 
будем обозначать их 

iS  и 
iS  . 

Замечание. Для вычисления всех реакций стержней нет необходимости рас-
сматривать все узлы. Последний узел может быть использован для проверки 
правильности решения. 

Достоинство метода: он легко поддается программированию на ЭВМ. 
Недостаток: накопленная погрешность и ошибка на начальной стадии рас-

чета ведет к необходимости повторного полного перерасчета. 
 
 

Расчет простых плоских ферм способом сечений 
 

В качестве отдельного тела, составляющего ферму, может быть принята 
часть конструкции, включающая два узла и более. В этом случае внутренние си-
лы, действующие между частями системы тел, уже не будут сходиться в одной 
точке. Для такой системы сил можно составить три независимых уравнения рав-
новесия, из которых будут определены три неизвестные силы. 

Причем, для получения уравнения с одной неизвестной силой составляют 
суммы моментов относительно точек пересечения линий действия двух других 
неизвестных реакций стержней. Если линии действия каких-либо двух сил парал-
лельны, то составляется сумма проекций сил на ось, перпендикулярную указан-
ным линиям действия. 

Достоинство метода: можно определить силу реакции конкретного стерж-
ня, не рассчитывая другие внутренние силы. 

 
 

Графический метод определения внутренних сил 
в стержнях простой плоской фермы (метод Максвелла-Кремоны) 

 
Выше представлены аналитические способы расчета реакций стержней 

фермы. Однако при расчете ферм с большим количеством стержней их примене-
ние требует значительно больших затрат, чем использование графического мето-
да, заключающегося в построении диаграммы Максвелла-Кремоны. Этот способ 
является графическим вариантом рассмотренного ранее способа вырезания узлов 
и состоит в построении замкнутых силовых многоугольников для каждого узла 
фермы. Его особенностью является метод обозначения сил. Он состоит в следу-
ющем. Место, занимаемое фермой, разбивается стержнями фермы и приложен-
ными к ней внешними силами на области (зоны). Каждая сила тогда находится 
на границе зон и обозначается буквами, соответствующими названиям погра-
ничных областей. 

Построение диаграммы выполняется в следующем порядке. 
1. Изображается в масштабе ферма, показываются все внешние силы (в том 

числе и определенные ранее реакции связей) с учетом их действительных 
направлений так, чтобы их векторы выходили за контур фермы. 
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2. Буквами обозначаются области, ограниченные линиями действия внешних 
сил и стержнями контура фермы. 

3. Буквами обозначаются внутренние области, ограниченные стержнями 
фермы. 

4. Строится силовой многоугольник внешних сил, приложенных к ферме. 
Записывается уравнение равновесия фермы в векторной форме: первое слагае-
мое соответствует одной из внешних сил, последующие получаются при обходе 
наружного контура фермы, например, по ходу часовой стрелки. В масштабе 
изображаются все векторы сил. Их начала и концы обозначаются буквами, соот-
ветствующими наименованиям зон. При правильном построении силовой мно-
гоугольник внешних сил должен быть замкнутым. 

5. Выбирается узел, в котором имеется не более двух стержней, реакции ко-
торых неизвестны. Составляется уравнение его равновесия в векторной форме. 
Порядок следования векторов соответствует обходу узла в принятом ранее 
направлении. В соответствии с условием равновесия достраиваются недос-
тающие стороны силового многоугольника. 

6. Выполняются построения, описанные в пункте 5, до того момента, пока 
не будут определены все искомые силы. Полученная в результате построения 
фигура носит название диаграммы Максвелла-Кремоны. 

Правильность ее построения проверяется по совпадению направлений ли-
нии действия последней определяемой внутренней силы и соответствующего 
стержня при рассмотрении предпоследнего узла. 

7. Величины сил реакций стержней определяются путем измерения соответ-
ствующих отрезков на диаграмме и умножения на масштабный коэффициент. 

Чтобы определить, сжат либо растянут рассматриваемый стержень, необхо-
димо проверить, куда направлен соответствующий вектор силы. Если сила, 
действующая на узел, направлена от узла фермы – стержень растянут; иначе – 
сжат. 

 

Вопросы и задачи 
 

5.1   Плоская ферма нагружена и закреплена так, как изображено на рисунке. 

а

Р2

А С D В

Р1

6 5 4

K Е

1 7 8
9

3

2

а b а

30°

I

I

 

Дано: 61 P  кН, 102 P  кН, 
а = 3 м,   b = 4 м. 
1. Назвать вид системы сил, при-

ложенной к ферме. 
2. Назвать типы связей в опорах А 

и В. 
3. Для сечения I–I определить точ-

ки Риттера. 
4. Методом сечения вычислить 

значение усилия в 5 стержне. 
5. Методом вырезания узлов вы-

числить усилие во 2 стержне. 
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5.2  Плоская ферма нагружена и закреплена так, как изображено на рисунке. 

а

Р2

K Е D С

Р1

7 6 5

L Н

9 10 11
12

13

2

а а а
45°

I

I
А

8

1

4

3
В

 

Дано: 201 P  кН, 

402 P  кН, а = 1 м. 
1. Назвать типы связей в А и В. 

Показать на чертеже реакции 
связей. 

2. Определить является ли фер-
ма статически определимой? 

3. Определить точки Риттера 
для сечения I–I. 

4. Методом сечения вычислить 
значение усилия во 2 
стержне. 

5. Методом вырезания узлов вычислить усилие в 9 стержне. 
 

5.3 

45°

Р2Р1

KLВС
I

ID

А

Е
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5
8

7
6

1
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Дано: 201 P  кН, 602 P  кН, 
а = 2 м. 
1. Назвать типы связей в А и В. Пока-

зать на чертеже реакции связей. 
2. Найдите соотношения между коли-

чеством узлов и стержней. 
3. Какие допущения принимают при 

расчет фермы. 
4. Для сечения I–I укажите точки Рит-

тера. 
5. Определите усилие в 4 стержне ис-

пользуя между сечений. 
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ОТВЕТЫ НА ВОПРОСЫ ЗАДАЧ 

 
Пример 2.2.1 
 

1. 138645sinsin  aF   Н ∙ см. 
2. aF 45sinsin . 
3. 9802/2cos  aF  Н ∙ см. 
 

Пример 2.2.2 
 

1.   429sin11  aFFmx  Н ∙ см; 

  803
2

sincos 222 
a

FaFFmx  Н ∙ см. 

2.   429cos
2

sin 111  aF
a

FFmy  Н ∙ см;     02 Fmy . 
3.   215cos11  aFFmz  Н ∙ см;     02 Fmz . 
 

Пример 2.2.3  
 
По формулам (1)–(8): 

1.  cosFb . 
2.  cosFa . 
3.  coscos FbFa . 
 

Пример 2.2.4  
 

1. 80345cossin 131  AAFADF   Н ∙ см. 
2. 63645cos 13 AAF   Н ∙ см. 
3. 53545coscos 31  ADFADF   Н ∙ см. 
4. 1645coscoscos 321  FFF  Н. 
5. 2145cos3  F  Н. 
6. 8sinsin 21  FF  Н. 
 

Пример 2.2.5  
 

1. К любому. 
2. Нет. 
3. Главный вектор 2FR  ;  

2

2
;cos  iR ;   

2

2
;cos  jR ;    0;cos  kR . 
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4. Главный момент FaM A  3 ;   ;
3

2
,cos iM A    ;

3

1
,cos jM A  

 
3

2
,cos kM A . 

5. 5aFMC  . 
6. Нет, т.к. главный вектор ≠ 0. 
 

Пример 2.2.6  
1. Главный вектор 200R  Н;  

2

2
;cos  iR ;  

2

2
;cos  jR ;   0;cos  kR . 

2.   0 ixx FmM ;    3,2845cos1  aFFmM izz
  Н ∙ м. 

3. 3,28AM  Н ∙ м, направлен вдоль оси z в сторону отрицательных значений. 
4. Да, т.к. 0 zzyyxx MRMRMR  (см. приложение к 2.2). 
 

Пример 2.2.7  
 

1. Главный вектор 40R  Н, направлен от А к С. 
2.   6203  mADFFmM iAА  Н ∙ м; направлен по ходу стрелки часов. 
3. Силы можно заменить равнодействующей, т.к. главный вектор 0R . 
 

Пример 3.1.1 
 

1. Узел D. Реакция вдоль невесомых стержней (см. 1.4.4). Их принято направлять 
от узла. 

2. Пространственная система сходящихся сил. 
3.   0ixF ,  0coscos  BA RR ;    0iyF ,  0coscossin2  CA RR ; 

  0izF ,  0sincossin2  CA RQR . При проектировании реакций 

AR ,  BR  на оси Оу и Oz необходимо вначале спроецировать их на плоскость 
zOy, а затем – на соответствующую ось. 

4. 





cos

cossin2 A
C

R
R ;  

 


tgcossinsin2

Q
RR BA . 

Знак (–) указывает на то, что реакции AR  и BR  направлены к узлу. 
 

Пример 3.1.2 
у

хВА Р



RA RВ

 

1. А – шарнирно-неподвижная опора, 
В – шарнирно-подвижная опора. 

2. Теоремы о трех силах. 
3. Плоская система сходящихся сил 

  0ixF ,    0iyF . 
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4.  





A

Р

R  
 

 
24

sin

sin

sinsin












P
R

RP
B

B  кН. 

 
 
 

5.   0ixF ;  0sinsin  BA RR ; 
  0iyF ;  0coscos  BA RPR ;  24BR  кН. 

 

 
Пример 3.2.2 
 

В
Е

1м

М

М

А ХА

YА

Р

Q F

 

1. Т-образную балку АВЕ. 
2. Равнодействующая 33

2

1
max  qF  кН.  

Прикладывается на расстоянии BE
3

1  от maxq . 
3. Плоская произвольная система сил. Аналитическим 

условием равновесия является: 
  0ixF ;    0iyF ;    0 iA Fm . 

4.   0 iA Fm . 
6,014sin1  AA MMFMPQ  кН ∙ м. 

 
Пример 3.2.3 
 

d

С В

А
YА

Р

RВ

Q

ХА

 

1. Раму. 

2

ba
d


 ;   0Ay . 

2.  baqQ  , т.к. все силы. 
3. Плоская система параллельных сил. Для определе-

ния AX  и BR  необходимо составить два уравнения 
равновесия. 

4.   0 iA Fm . 

  0
2




cbaRaP
ba

Q B . 
 
 cba

PabaQ
RB






2

2 . 

Знак “–” указывает на то, что реакция BR  направлена в противоположном 
направлении, показанном на рисунке. 
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Пример 3.2.4 
 

1. А – шарнирно-неподвижная опора; С – шарнирно-подвижная опора. 
2. Алгебраическим моментом пары сил: М = М (Р, Р) = – Р. А = – 60 Н ∙ м. 
3.  
 

90° Р

Р



ХА
YА YС

Q
G

1

1

 

4. Плоская произвольная система сил. 
5.    coscos

2
1 ABG

AB
QFm iA  

0cossinsin1  ABYPaABG C . 
GG 1 . 

 
Пример 3.2.5 
 

1. Расчленение на части. 
2.  

М

ХС

YС

D
RD

 

Для стержня CD: 
  0 iA Fm ; 

022  MaRD ; 

22a

M
RD  . 

3.  

A B
60°

YА RВ1
,7

5
а F1

С

ХА

Q

XС
YС

 

Для части АСВ 

0 ixF ,   060cos1  CA XFQX  ; 
0 iyF ,   060sin1  CBA YRFY  ; 

  0 iA Fm ; 
 aYaQaFaR CB 275,1260sin4 1

  
05,2  CX , 

где aqQ 5,2 . 

4.   aFaFFmD 260sin5,460cos 11
   (см. 1.3). 

 
Пример 3.2.6 
 

1.  

ХА

М

А
Y А

 

B
RВ

 

А – жесткая заделка. 
В – шарнирно-подвижная 
опора. 
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2.  

А

Q

Р

Р

МА

ХА

XС
YС

YА

 

B

Y

ХС
С

8q

RВ

 

 
CC XX   

CC YY   

3.  На АС: 
0 ixF ,   0 CA XQX ; 
0 iyF ,   0 CA YY ; 

  0 iA Fm ,   
0325,0  CA XQPM ; 

На СВ: 
  0 iC Fm , 

0cos848  BRq ; 
0 iyF ,   0cos8  BC RqY ; 
0 ixF ,    sin8qXC . 

4. Из   80  BiA RFm  кН. 
5. Из уравнения   0 iA Fm , составленного для конструкции в целом. При этом 

внутренние силы в узле С не учитываются. 
  0cos8sin43sin8cos4825,0 2  BA RqqQPM . 

336AM  кН ∙ м. 
 

Пример 3.2.7 
1.  

М
В

С

А

D K
RD

Qа

RА
XВ

YВ

 

max
max 3
2

6
q

q
Q  . 

2
3

1
 CKa  м. 

В точке А – гладкая плоскость; 
в точке D – невесомый стержень; 
в точке В – шарнирно-неподвижная 
опора. 

2.  

М

С

А RА

ХС

 

Следует расчленить систему тел по шарниру С и 
приложить к стержню АС силы так, как показано на 
рисунке. На стержень действует плоская произволь-
ная система сил: 

  04  MRFm AiC ; 
0 CAix XRF ; 

0 Ciy YF . 
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3. Следует рассмотреть равновесие всей конструкции 
  0 iC Fm ;   0442  DA RQMR . 

 
Пример 3.2.8 

1. Внешние и внутренние, активные и реактивные. 
2.  

2м С

Е

D
В

ХА
YАМА

Q

RED

Р1М

 
3. Необходимо расчленить конструкцию по шарниру С. Для стержня ВС 

  0 iC Fm ;   063sin 1  PRM ED . 
4.  

С

Е

D В
RED

Р1МХС

YС
х

 

Следует рассмотреть равновесие 
стержня ВС. 

  033  PMYFm CiD  
0cos  EDCix RXF . 

5. Для всей конструкции   0 iA Fm ; 
0104cos7sin2  PRRMQM EDEDA . 

 
Пример 3.2.9 

1.  А

х  
МС

С

 

А – шарнирно-неподвижная опора; 
С– скользящая заделка. 

2. 

Р
3м А

В

М

4
м

4
м

yА

хА
хВ
yВВ

30°

6м 6м

хА yВ
Q

RС
С

6м МС

6
м

Р
3м А

В

М

4
м

4
м

yА

хА
хВ
yВВ

30°

6м 6м

хА yВ
Q

RС
С

6м МС

6
м

 
 

1243  bqQ  кН. 
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3.  0 ixF ,  030cos  AB xxP  ; 
0 iyF ,  030sin  AB yyP  ; 

  0 ixC FM ,  430cos930sin  PP 046  Mxy BB ; 
0 ixF ,  0 QxB ; 
0 iyF ,  0 CB Ry ; 

  0 ixC FM ,  0246  CBB MQyx . 
4.  Находим усилие в промежуточном шарнире  В   хВ = 12 кН;   уВ = 17,77 кН. 

Находим давление в опорах А и С   хА = 3,58 кН;   уА = – 8,77 кН; 
RC = 17,77 кН;   МС = – 154,64 кН ∙ м. 
 
 

Пример 3.3.1 
 

1. BR   плоскости стены. 

2. Из уравнения    0cos
2

sin
l

GlRFm BiA  

2

ctg


G
RB . 



у

NА

RВ

G

F
max
сц

 

 
3. Дополнительно к предыдущему уравне-

нию составим 
GNGNF AAix  0 ; 

fGFRFRF BBiy 
max

сц
max

сц 0  
или 

fffG
G

2arcctg2ctgctg
2

 . 
4. Невозможно, т.к. в этом случае в т. А 

 
будет только составляющая AN  и 0BR . Поэтому две силы AN  и G  не мо-
гут уравновесить друг друга, т.к. не лежат на одной прямой. 

 
Пример 3.3.2 
 

1.  sincos0cossin PGNGPNFiy . 
2.   sincosсц PGffNF . 
3. При maxP  наибольшая сила трения покоя направлена вниз. Из уравнения рав-

новесия 0sincos сцmax  GFPFix  или  
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sincos

cossin
0sinsincoscos maxmaxmax

f

fG
PGPGfP . 

4. При minP  наибольшая сила трения покоя направлена вверх. Тогда из  

0sincos сцmin  GFPFix
 






sincos

cossin
min

f

fG
P . 

 
Пример 3.3.3 
 

А

В

G

90°

RВ

NА

RА

Fсц



 

1. BR AB (см. 1.4.1). 
2. На основании теоремы о равнове-

сии 3-х сил АR  проходит через 

точку пересечения сил G  и BR . 
3. Из уравнения   0 iВ Fm ; 

  45sin
4

3
45cos

4

3
lfNlN AA  

 f

G
NlG A




13
045sin

4

1  . 

4. Угол сцепления сц  – это угол между AN  и АR  в предельном положении по-

коя. Тогда  45сц , где   – угол между АR  и стержнем. 

5,06326;4218
3

1
/   tgtgfABKBtg сцA . 

 
Пример 3.3.4 
 

1. Равновесие рычага ОА. 
2.   0 iВ Fm . 

3.  
 

a

baP
NbaPaN




cos
0cos , где N – реакция шкива, направ-

ленная вверх,  ОА. Сила N  равна по величине N   и направлена ей противо-
положно. 

4. Для определения minP  составим сумму моментов приложенных к барабану 
сил относительно оси вращения 

 
a

bafP
fNFrGRF сцсц




cos
;0 min

min
maxmax . 

Тогда 
  


cos

min
bafR

Gra
P . 

 
 
 



44 

 
Пример 3.3.5 
 

60°

NА
Fсц

О

NВ

G

y

 

1. Сила трения направлена в противопо-
ложную сторону движения ползуна, 
которое определяется направлением 
вращения стрежня под действием сил 
Q  и G . Для определения этого соста-
вим сумму моментов этих сил относи-
тельно точки пересечения нормальных 
реакций. 

   


30cos

1

2
30sin

2

l
Q

l
GFm iО  

 0
34

QlGl  вращение – по часовой стрелке, а движение ползуна – вле-

во. 
2.   6,14030cos30sin30sin

2
 BBiА NQllN

l
GFm   Н. 

3. 4,15030sin30cos  ABAiy NNQNF   Н. 

4.   0
30cos230cos2

30sin
2

сц  
 l

Q
l

F
Gl

Fm iO . 

7,2сц F  Н;   18,0
A

сц

N

F
f . 

 
 

Пример 3.3.6 
 

G

хy

F2сц

N1N2

 

Для определения N1 и N2 рассмотрим рав-
новесие крайнего кубика:  

045cosсц12 
GFNFix ; 

045cosсц21 
GFNFiy ; 

1сц1 fNF  ;   2сц2 fNF  . Тогда  
045cos12  GfNN ;         (1) 
045cos21  GfNN .         (2) 

Решив совместно (1) и (2), получим: 
1. 

21
1

1
45cos

f

f
GN




  ; 

2. 
22

1

1
45cos

f

f
GN




  . 



45 

G

РN2 N1

F1сц F2сц

 

3. 5,1
2

1 
N

N . 

4. Давление кубика на плоскости в момент подъема 
отсутствует, т.е. между кубиком и плоскостями нет 
никаких сил. Из уравнения 0 iyF  

 045cos245cos2 22
 fNNGP  

2

2

1

1
26

f

ff
P




 . 

 
 

Пример 3.3.7 
 
Значение сил P  и N  найдем из решения уравнений равновесия катка 

030cos  NrPFiy
 ;     030cos  NrPFm iK

 . 

1. 1093
458,0

500

30sin30cos







r

G
P  Н. 

2. 5,94535,010931000030sin  PGN  Н. 
3. 18915,94532,0max

сц  fNF  Н. 
4. Так как max

сц866,0109330cos FP  , то скольжение будет отсутствовать. 
 
 
 

Пример 3.4.1 
 

30°

х

А В

45°

Q Т

Р

Р2

a/3

М

у

zВ

хВ

уАzА
хА

F

 

1. .
2

1

2

1
max qaBCqF   

2. Конструкция из двух плит. 
3. См. рисунок. 
4.   0 iy Fm ; 

 aTaQ 30sin45sin  

0
2

21  aP
a

P . 

5.   0 iy Fm ;   0
2

30sin
22

21  M
b

T
b

P
b

PbzB
 . 
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Пример 3.4.2 
 

у
х

В

А

С

хА

хВ

zВ

yВ

T

Q

Р1

DyА

 

1. Дверь. 
2. Подпятник В, подшипник А, веревка EF. 

1P  – вдоль CD. PP 1 . 
3. Пространственная система произвольно 

расположенных сил. 
4.   0 iz Fm ;  

030cos30cos1   BETACP ;   PT  . 
5.   4460cos11  ABPPmx

  кН ∙ м. 
6. 0 iz ,   0QzB ,    

 

 
 
Пример 3.4.3 
 

1. Реакция подпятника имеет три составляющие: AA yx ,  и Az . Реакция цилин-
дрического подшипника раскладывается на две составляющие: Bx  и By . 

2. Под действием пространственной произвольной системы сил. 
3.   0ixF ;   0 ix Fm ; 

  0iyF ;   0 iy Fm ; 
  0izF ;   0 iz Fm ; 

4.   0ixF ; 030cos  Txx BA ; 
  0iyF ; 060cos  TtyPy BA . 

5.   0 iy Fm ;     045sin30cos   QRcbaTbaxB . 
 
 

Пример 3.4.4 
 

1. Опорная реакция в сферическом подшипнике разлагается на три составляю-
щие по осям координат: AA yx ,  и Az . Реакция цилиндрического подшипни-

ка раскладывается на две составляющие: Bx  и By . Реакция невесомого 

стержня направлена по стержню CDR . 
2. Пространственная произвольная система сил. 

  0ixF ;    0iyF ;    0izF ; 
  0 ix Fm ;    0 iy Fm ;     0 iz Fm . 

3.   0iyF ; 0coscos  CDAB RaqPyy ; 
  0izF ; 0sincos  CDAB RPGzz . 
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4.   0 ix Fm ;   0cossincos  bPbaqcbRCD . 

5.   0z  iFm ; 0cos
2

2

 aPM
a

qayB . 
6.   aPbPPM y  sincos . 
 

Пример 3.4.5 
 

1. В – цилиндрический шарнир; А – подпятник; DC – невесомый стержень. 

у

Q

x

B

А

хВ

yВ

G

RС

Р1

хА

yА

zА
М

 

2. BqG  ;   PP 1 ; 
  0ixF ;    
  0iyF ;    
  0izF ; 

  0 ix Fm ; 
  0 iy Fm ; 
  0z  iFm ; 

.0cos

sin
2

1





bQ

aQ
a

PaRC  

4.   0 iy Fm ;   0 McxB ;   
c

M
xB  . 

Составляющая Вх  имеет направление, противоположное показанному на чер-
теже. 

5.   0ixF ;   0GzA ;   GzA  . 
 

Пример 3.4.6 
 

1. Рама AECF. Связями являются: петля в т. В, сферический шарнир в т. А и 
невесомый стержень CD. 

2.  

 

3. Пространственная система 
произвольно расположенных 
сил. 
  0ixF ;     0 ix Fm ; 
  0iyF ;     0 iy Fm ; 
  0izF ;     0z  iFm ; 
 

4.   0 iy Fm ;   060sin
2

 aR
a

G CD
 ;   

3

35
CDR  кН. 
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Пример 4.1 

Н
z1

z2

у
R

0

 

1. 43
8

3
1  RHz  см. 

2. Разобьем все тело на полушар (1) и 
цилиндр (2): 

21

2211

VV

VzVz

V

Vz
z

i

ii
C








 ; 

2
2

H
z  ;   HRV 2

2  ;   3
1

3

2
RV  . 

После подстановки и преобразований 
получим 

14,28
812

386 22







RH

RHRH
zC  см. 

3. Будет, т.к. центр тяжести всего тела лежит внутри полушара  HzC  . В 
этом случае нормальная реакция плоскости, проходящая через центр осно-
вания полушара, и сила тяжести тела будут возвращать тело, если его выве-
сти из вертикального положения, в это положение. 

 
Пример 4.2  
 

1. Методом разбиения в сочетании с методом дополнения. Первый способ: до-
полним фигуру четвертью круга (3) и треугольником (2), считая дополнен-
ные площади отрицательными. Тогда фигуру можно представить состоящей 
из прямоугольника (1) и указанных отрицательных площадей. 

50

32
y

хx3

С3
(d)

(b)

(с)

(а)С2

С1

а

b

О

 

Второй способ: дополним фигуру 
только четвертью круга и разобь-
ем на два прямоугольника (а) и 
(b), треугольник (с) и четверть 
круга (d). 

2. Центр тяжести отсеченного тре-
угольника (2) находится на пере-
сечении медиан 

618
3

1
2 x  см;   

67,2013
3

2
122 y  см. 

3. 9,44
2

2

4

4
sin

12
3

2
5045cos

sin

3

2
503 









 Rx  см; 
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1,5
2

2

4

4
sin

12
3

2
45cos

sin

3

2
3 









 Ry  см. 

4. Воспользуемся первым описанным способом: 

   
   















4

1214,3
1318

2

1
5025

4

1214,3
9,449136502525

2

2

321

332211

FFF

FxFxFx
xC  

97,24
1020

25475
  см; 

   
   

38,12
1131171250

1131,511767,2012505,12

321

332211 










FFF

FyFyFy
yC  см. 

 
Пример 4.3 
 

х

5

5
5

5

5

О

 

Разобьем фигуру на пять прямо-
угольников, как указано на рисунке 

 
1.  

.см8752555,172055,2

7055,71555,17

3

554433

2211









FyFyFy

FyFyFyS iix

 

 
2. 332211 FxFxFxFxS iiy    1555,25544 FxFx   30515  

 70535      3см291252555,6720560  . 

3. 4,36
800

29125


F

S
x

y
C  см;   09,1

800

875


F

S
y x
C  см. 

4. Статические моменты при таком выборе осей координат равны нулю. 
 

Пример 4.4 

1. 201  Rx  см;   74,12

2

2
sin

20
sin

1

1
1 









 Ry  см. 
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2. 26,77
2

2

4

4
sin

209045cos
sin

90
3

3
3 









 Rx  см; 

74,12
2

2

4

4
sin

2045cos
sin

3

3
3 









 Ry  см. 

3. 
54321

5544332211

lllll

lxlxlxlxlx

l

lx
x

i

ii
C








 ; 

54321

5544332211

lllll

lylylylyly

l

ly
y

i

ii
C








 . 

Подставим  х1 = 20 см;   х2 = 55 см;   х3 = 77,26 см;   х4 = 100 см;   х5 = 110 см; 
у1 = 12,74 см;   у2 = 0;   у3 = 12,74 см;   у4 = 20 см;   у5 = 10 см; 

8,622014,31  Rl  см;   l2 = 30 см;   4,31
2

1
3  Rl см;   l4 = 20 см;   

l5 = 20 см. 
Получим: хС = 58,05 см;   уС = 10,96 см. 

 
Пример 5.1 
 

1. Плоская произвольная система сил. 
2.  

А

х
А

 60°

RВ

 

А – шарнирно-неподвижная опора 
В – шарнирно-подвижная опора. 

3. А, С, K. 
4.    0 iK Fm ;   0360sin760cos43 15  

BB RRPS ;   5,325 S  кН. 
5. 102 S  кН. 
 

Пример 5.2 
 

1.  
А

х
А

 45°

RВ

 

А – шарнирно-неподвижная опора 
В – шарнирно-подвижная опора. 

2. 38213;32  nS .   Статически определимая. Узлов – 8. Стержней – 13 
3. L,   D. 
4. 02 S . 
5. 14,479 S  кН. 
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Пример 5.3 
1.  

А

х
А

 

ВRВ

 

А – шарнирно-неподвижная опора 
В – невесомый шарнирно-закрепленный 
стержень. 

2. 3629;32  nS .   Узлов – 6. Стержней – 9. 
3. Стержни невесомые, шарнирно закрепленные. Силы прикладывают к узлам. 
4. Е,   L,   K. 
5.   0 iЕ Fm ;   024  aPaS ;    6024  PS  кН. 
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