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Описывается используемый метод расчета собственных частот и форм колебаний. Представлены 
фрагменты кода для построения для некоторых типов заполнителя. Приводятся полученные частоты  
и формы собственных колебаний для трех видов ячеек.
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Введение

Одной из важнейших задач проектирования 
современных конструкций является снижение их 
материалоемкости [1-7]. Избыточный вес конструк-
ции приводит, например для летательных аппаратов,  
к существенному завышению расхода топлива (заря-
да батарей при использовании электрической тяги),  
а значит снижает такие важные эксплуатационные 
характеристики как дальность полета и маневрен-
ность.

С другой стороны, конструкция летательного 
аппарата должна обладать необходимой жесткостью 
и прочностью, обеспечивающими целостность его 
конструкции.

Расчет собственных частот и форм колебаний, 
или модальный анализ, предназначен для предвари-
тельной оценки динамического поведения механи-
ческой системы при переменных нагрузках. В ходе 
модального анализа можно определить собственные 
частоты и формы колебаний системы, а также неко-
торые другие параметры, характеризующие динами-
ческие свойства конструкции.

Материалы, представленные в статье, описы-
вают варианты решения подобных задач на основе 
конечно-элементных моделей для трех вариантов 
заполнителя одной из конструкций.

Методика анализа собственных форм  
колебаний

Уравнение динамического равновесия (1)  
с начальными условиями (2) в конечно-элементной 
формулировке выглядит следующим образом:

Колебания называются собственными, если 
происходят при отсутствии внешней нагрузки. Если 
при этом затухание в системе отсутствует (С=0), 

то эти колебания продолжаются бесконечно долго. 
Уравнения (1) принимают вид (3):

Конечно, в действительности такая ситуация 
невозможна, однако теоретическое ее рассмотрение 
позволяет выявить некоторые особенные характери-
стики конструкции, несущие в себе скрытую инфор-
мацию об этой конструкции, использование которой 
позволяет значительно упростить решение многих 
задач.

Будем искать решение системы (3) в виде  
где    – неизменный во времени вектор.

Так как                         подставим в (3), полу- 
чим 

Поскольку sin(ωt) ≠ 0, не равен нулю тожде-
ственно, значит 

Для того, чтобы существовало нетривиальное 
решение этой однородной системы линейных алге-
браических уравнений, необходимо, чтобы:

det(K-ω2 M) = 0, 

уравнение (4) называют частотным уравнением.
Можно показать, что для вещественных поло-

жительно определенных матриц (какими и являются 
К и М) уравнение (4) имеет n различных положи-
тельных корней: ω1

2, ω2
2, ..., ωn

2, а числа ω1, ω2 , …, ωn 
будут называться собственными частотами исход-
ной конструкции. Упорядоченные по возрастанию  
ω1 < ω2 < ... < ωn, они образуют вектор собственных 
частот  

Внешние силовые факторы и нелинейности  
в ходе модального анализа не учитываем.

После того, как из частотного уравнения (4) 
определены соответствующие частоты:

уравнения 

выглядят так:где
г

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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где 

То есть каждое из (7) получается последова-
тельной подстановкой в (6) очередной собственной 
частоты.

Как видно, матрица Ẽ(n) своя для каждого ωn 
и для нее (6) удовлетворяются тождественно, то 
есть существует бесконечное множество векторов   ,  
являющихся решением (6). Это означает, что ампли-
туды собственных колебаний получить невозмож-
но. Однако форму колебаний получить можно. Для 
этого достаточно зафиксировать равной какому-то 
числу одну из компонент вектора     , а остальные 
компоненты получатся из решения системы (7) вы-
численными по отношению к фиксированной.

Выберем, например, первую компоненту    
равной 1:

Здесь N – общее количество степеней свобо-
ды; n – номер собственной частоты, для которой бу-
дем определять собственный вектор.

Тогда система (7) перепишется в следующем 
виде:

Обозначим

тогда

Матрица Ẽ00
(n) имеет определитель отличный 

от нуля, тогда систему (10) можно разрешить отно-
сительно Û0n

Условие (12) является хорошим контролем 
точности проведенных вычислений.

Амплитуды перемещений полученные из (14), 
вместе с единичной первой компонентой образуют 
собственный вектор, соответствующий n-той соб-
ственной частоте.

Для удобства собственные векторы представ-
ляются в безразмерной форме. Для этого выбирает-
ся обычно максимальная из компонент uj-вектора  
и на нее делятся все компоненты собственного век-
тора

Здесь uj = max|1, Û2n, ..., ÛNn |, φn – вектор фор-
мы колебаний по n-ому тону колебаний.

Аналогично вычисляются и другие собствен-
ные формы.

Матрица, составленная из собственных форм 
колебаний, представляет собой матрицу собственных 
форм колебаний.

Второй индекс указывает на номер собствен-
ной частоты, а первый – на компоненту в векторе.

Заметим, что вычисленные частоты и фор-
мы используются и при решении задачи динамики  
методом разложения по собственным формам ко-
лебания. В этом методе на основе определения  
собственных частот и собственных форм колебаний 
вводятся новые координаты взамен геометриче-
ских, для которых уравнения (1) преобразуются так,  
что система становится несвязанной, то есть каждое 
уравнение такой несвязанной (расщепляющейся)  
системы можно будет решать отдельно от осталь-
ных.

Пример построения модели одной  
из конструкций с ячеистым заполнителем  

на встроенном языке в среде ANSYS 

Исходный объект представляет кольцо над 
границами которого имеются две стенки заданной 
высоты. Верхние границы стенок подвержены сжи-
мающим нагрузкам.

На рисунке 1 приведена часть кода для созда-
ния геометрической составляющей модели.

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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Рисунок 1. Часть кода для создания геометрической составляющей модели

Результаты моделирования для трех  
вариантов ячеек 

Пример такого изделия с радиальными ячей-
ками представлен на рисунке 2.

Результат расчета собственных форм пред-
ставлен на рисунке 3.

Пример изделия с заполнителем в виде ше-
стиугольных сот представлен на рисунке 4. 

Результат расчета собственных форм пред-
ставлен на рисунке 5.

Пример изделия с заполнителем в виде ква-
дратных ячеек представлен на рисунке 6.

Рисунок 2. Слева конечно-элементная сетка на всем изделии, в ценре -ячейки, справа – деформированное состояние  
при статическом нагружении
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Рисунок 3. Собственные формы колебаний. Слева- форма с частотой 360,4 Гц, в ценре - форма с частотой 407,0 Гц, 
справа – форма с частотой 500,5 Гц

Рисунок 4. Изделие с заполнителем в виде шестиугольных сот (слева и в центре). Справа – деформированное состояние 
при статическом нагружении

Рисунок 5. Собственные формы колебаний. Слева- форма с частотой 1009,9 Гц, в ценре - форма с частотой 1020,4 Гц, 
справа – форма с частотой 1034,0 Гц

Рисунок 6. Слева конечно-элементная сетка на объекте, в ценре – картина деформиромаций, справа –напряжения  
по Мизесу
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Результат расчета собственных форм представлен на рисунке 7.

Рисунок 7. Собственные формы колебаний. Слева - форма с частотой 974,5 Гц, в ценре - форма с частотой 977,0 Гц, 
справа – форма с частотой 981,6 Гц

Заключение
При реализации данного проекта установ- 

лено, что:
– при использовании различного вида за-

полнителей собственные частоты колебаний кон-
струкции существенно отличаются. Для изделия 
с радиально-концентрическим заполнителем пер-
вая частота равна 360,4 Гц, для заполнителя в виде 
шестиугольных сот первая частота равна 1009,9 Гц,  
а для квадратных сот первая частота равна 974,5 Гц ;

– для изделия с радиально-концентрическим 
заполнителем на форме с частотой 360,4 Гц, и форме 
с частотой 407,0 Гц максиальные амплитуды возни-
кают на цилиндрических частях заполнителя, а на 
форме с частотой 500,5 Гц – на внешней оболочке 
конструкции;

– на изделии с заполнителем в виде квадрат-
ных сот максиальные амплитуды возникают на вну-
тренних пластинах заполнителя для всех рассмо-
тренных собственных частот 974,5 Гц, 977,0 Гц и 
981,6 Гц;

– на изделии с заполнителем в виде шестиу-
гольных сот максиальные амплитуды возникают 
только на внешней оболочке конструкции для всех 
рассмотренных собственных частот 1009,9 Гц, 
1020,4 Гц и1034,0 Гц;

– таким образом распределение энергии при 
собственных колебаниях по различным частотам 
существенно зависит от вида заполнителя и должно 
учитываться при проектировании конструций при 
наличии соответствующих ограничений в техниче-
ском задании.
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STRUCTURE
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The method used to calculate natural frequencies and vibration shapes is described. Code fragments  
for construction for some types of filler are presented. The obtained frequencies and shapes of natural vibrations  
for three types of filler on the example of one construction are given.

Keywords: cellular objects, energy distribution at natural vibrations

Напрасников Владимир Владимирович, кандидат технических наук, доцент кафедры 
«Программное обеспечения информационных систем и технологий» БНТУ. Научные 
интересы – конечно-элементное моделирование, компьютерные средства инженерного 
анализа технических систем.

Naprasnikov Vladimir Vladimirovich, PhD, associate Professor of the Software Department of 
the Belarusian National Technical University. His research interest focus on finit-element com-
puter aided engineering. 

E-mail: n_v_v@tut.by

Бородуля Алексей Валентинович, кандидат технических наук, доцент кафедры 
«Программное обеспечения информационных систем и технологий» БНТУ. Научные 
интересы –CALS – технологии.

Borodulya Aleksei, PhD, associate Professor of the Software for Information technologies and 
systems Department of the Belarusian National Technical University. His research interest focus 
on CALS-technologies.

E-mail: alexius_@msn.com

26                                        СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ

CИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА                                     4, 2024



Полозков Юрий Владимирович, доцент, кандидат технических наук, заведующий 
кафедрой «Программное обеспечения информационных систем и технологий» БНТУ. 
Научные интересы – автоматизация проектирования объектов и процессов аддитивного 
производства, оцифровка описаний поверхностей объектов, информационные технологии 
в образовании.

PolozkovYury Vladimirovich, PhD, head of the Department of Software for Information tech-
nologies and systems of the Belarusian National Technical University. His research interest focus 
on computer aided design and engineering of the objects of additive production, surfaces digitiza-
tion, information technologies in the education. 

E-mail: polozkov_yury@mail.ru

Кункевич Дмитрий Петрович, кандидат технических наук, доцент кафедры «Программное 
обеспечения информационных систем и технологий» БНТУ. Научные интересы – 
автоматизация конструкторско-технологического проектирования и инженерного анализа 
механических систем.

Kunkevich Dmitry, PhD, associate Professor of the Software Department of the Belarusian Na-
tional Technical University. His research interest focus on computer aided design and engineering 
of mechanical systems.

E-mail: kunkevichd@gmail.com

Ван Цзы Жуй, аспирант кафедры «Программное обеспечение информационных 
систем и технологий» БНТУ. Научные интересы - конечно-элементное моделирование, 
компьютерные средства инженерного анализа технических систем.

Wang Zirui, postgraduate student of the department "Software for information systems and tech-
nologies" at BNTU. Scientific interests - finite element modeling, computer aids for engineering 
analysis of technical systems. 

E-mail: 610958034@qq.com

SYSTEM ANALYSIS                  27

4, 2024                 SYSTEM ANALYSIS AND APPLIED INFORMATION SCIENCE




