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ДИНАМИКА ТОРМОЖЕНИЯ ПОЛНОПРИВОДНОГО ТРАКТОРА 
ПРИ ДВИЖЕНИИ ПО КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРАЕКТОРИИ 
 

Движение колесной машины по криволинейной траектории, с точки зрения кинематических пара-
метров и силовых воздействий на ее устойчивость и управляемость, представляется достаточно 
сложным процессом, выходные характеристики которого зависят от большого числа как конструк-
тивных параметров, так и эксплуатационных условий. Особенно это проявляется для полнопривод-
ных машин, у которых имеют место кинематические и силовые межмостовые и межколесные связи. 
Если для установившегося движения эти взаимосвязи в некоторой степени могут быть вполне опре-
деленными, то на переходных режимах, характеризующихся изменением возмущающих воздействий 
на колесную машину, происходит варьирование этих параметров, которое может привести к суще-
ственному изменению динамических характеристик движения на повороте, которые потенциально 
могут привести к отклонению от желаемой траектории движения, потере управляемости и заносу 
колесной машины. При этом следует отметить влияние на указанные процессы типа межколесных 
и межмостовых связей и их параметров. Целью данной работы являлось получение математических 
моделей движения колесного полноприводного трактора на повороте в процессе торможения, кото-
рые позволили бы оценить выходные параметры движения и влияние на них некоторых конструк-
тивных параметров трансмиссии и тормозной системы. 
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Введение 
Процесс движения колесной машины на по-

вороте в отличие от прямолинейного движения 
характеризуется целым рядом особенностей  
[1–3], которые наиболее проявляются при не-
установившемся движении (ускорении или за-
медлении). К одному из таких видов движения 
относится процесс торможения. Здесь имеет 
место не только изменение эффективности 
торможения за счет нарастания тормозного мо-
мента, реализуемого тормозными механизма-
ми, но и типа межколесной и межосевой связи 
[4, 7]. Блокировка межосевого привода приво-
дит к перераспределение моментов не только 
между мостами, но и между колесами каждого 
из них. При этом распределение моментов за-
висит от реализуемого момента тормозными 
механизмами трактора, коэффициента блоки-
ровки дифференциальной связи колес, степени 
блокирования межосевого привода, величины 
кинематического несоответствия, угла поворо-
та управляемых колtс и также начальной скоро-

сти движения при торможении [3, 5]. Следует 
отметить, что в процессе торможения происхо-
дит изменение некоторых из этих параметров, 
что вызывает, в свою очередь, изменение дина-
мических и кинематических характеристик 
движения полноприводного трактора.  

Кроме того, очевидно, что различные типы 
систем блокировки дифференциалов по-
разному будут сказываться на выходных пара-
метрах процесса торможения. Установка в ка-
честве механизма блокирования фрикционных 
муфт, с изменяемым моментом трения, позво-
ляет получить переменный коэффициент бло-
кировки, что, в принципе, позволяет регулиро-
вать распределение моментов. Для 
дифференциалов повышенного трения с по-
движными сателлитами характерно постоянное 
значение коэффициента блокировки дифферен-
циала, не зависящее от подводимого момента. 
Анализ конструкций трансмиссий тракторов 
семейства «Беларус» показывает, что в их ве-
дущих мостах используются различные типы 
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дифференциалов, вследствие чего при криво-
линейной движении трактора в тормозном ре-
жиме с блокированным межосевым приводом 
колеса одной оси могут быть сблокированы и 
вращаться с одинаковой угловой скоростью, а 
могут быть и разблокированы. При блокирова-
нии осей на наружных колесах, которые дви-
жутся по большему радиусу, тормозные силы 
больше, чем на внутренних. 

 
Динамика торможения по криволинейной 
траектории 

На рис. 1 приведена расчетная схема движе-
ния трактора на повороте в тормозном режиме 
с блокированной трансмиссией с учетом боко-
вой эластичности шин [5, 6]. Для определения 
скольжений забегающих и отстающих колес 
при торможении с блокированной трансмисси-
ей воспользуемся методикой по определению 
буксования колес при движении трактора 
с блокированной трансмиссией в тяговом ре-
жиме, изложенной в работах [7–10]. 

Из кинематики поворота трактора можно за-
писать 

 
д1 д2 д1 д1 д2 д2

п
1 2 1 1 2 2

,
v v v v v v
R R R R R R

ω
′ ′′ ′ ′′

= = = = = =
′ ′′ ′ ′′

   (1) 

 
где д1 д1 д1,  ,  v v v′ ′′  – действительные скорости 
наружного и внутреннего колеса и середины 
передний оси трактора; 1 1 1,   ,  R R R′ ′′  – радиусы 
поворота забегающего и отстающего колес 
и середины передней оси трактора. 

На основании расчетной схемы рис. 1 радиусы 
траектории движения соответствующих колес 
и центров осей равны: 
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где R – радиус траектории движения трактора; 
αi – углы поворота управляемых колес и центра 
передней оси; ψi – углы увода колес и центра 
осей. 

При движении трактора с блокированной 
трансмиссий теоретические скорости колес 
и центров каждого из мостов равны между со-
бой.  

Действительные скорости колес и центров 
каждого осей, выраженные через соответству-
ющие скольжения определяются следующим 
образом: 

т1 т1 т1
д1 д1 д1

1 1 1
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2 2 2

;     ;      ;
1 1 1

;     ;      .
1 1 1

v v vv v v
S S S

v v vv v v
S S S

′ ′′
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′ ′′− − −
′ ′′

′ ′′= = =
′ ′′− − −

  (3) 

 
где 111  S, S,S ′′′ – скольжения забегающего и от-
стающего колеса и середины передней оси. 
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Рисунок 1 – Расчетная схема движения трактора на повороте в тормозном режиме 
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Решая совместно уравнения (1)–(3), опреде-
лим скольжения наружных и внутренних колес 
при движении с блокированной трансмиссией. 

 
1 1 1 1

1 1
1 1

2 2 2 2
2 2

2 2

(1 ) (1 )1 ;   1 ;
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   (4) 

 
Подставляя в выражение (4) значение ради-

усов траектории движения, окончательно полу-
чим: 
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При движении трактора по криволинейной 
траектории с боковым уводом колес радиус его 
поворота определяется по известному выраже-
нию [7]: 

 
т

1 1 2tg(α ψ ) tgψ
LR =

− +
 

 
Система уравнений (5) дает взаимосвязь 

скольжений тормозных колес исходя из кине-
матики поворота, не учитывая при этом тор-
мозные силы, приложенные к колесам тракто-
ра. Выразим тормозные силы колес через их 
сложения и величины нормальных реакций, 
приходящихся на них. При этом используем 
линеаризованную характеристику реализуемо-
го коэффициента сцепления от скольжения [5]. 

 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

( ) ;   ( ) ;
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F a b S N F a b S N
F a b S N F a b S N
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где 11 N ,N ′′′  – реакции на передних внутреннем 
и наружном колесах; 22 N ,N ′′′  – реакции на зад-
них внутреннем и наружном колесах; ai, bi – 
аппроксимационные коэффициенты кривых 
скольжения колес переднего и заднего мостов. 

Распределение тормозных сил при торможе-
нии с блокированной трансмиссией исходя из 

системы уравнений (5) зависит от величин 
средних скольжений мостов, которые взаимо-
связаны между собой. На основании равенства 
поступательных скоростей можно записать: 

 
д2 2

д1
1 1

cos ψ
cos(α ψ )
v

v
⋅

=
−

.                       (6) 

 
Соотношения действительных линейных 

скоростей центров осей представим следующей 
зависимостью  

 
д1 т1 2

д2 т2 1

(1 )
(1 )

v v S
v v S

⋅ −
=

⋅ −
.                       (7) 

 
Преобразовав зависимость (7) с учетом вы-

ражения (6) и, проведя соответствующие пре-
образования, получим выражение, связываю-
щее скольжения мостов: 

 
т1 1 1

1 2
т2 2

cos(α ψ )1 (1 )
cos ψ

vS S
v
⋅ −

= − ⋅ −
⋅

.     (8) 

 
При отсутствии конструктивного кинемати-

ческого несоответствия теоретического скоро-
сти т1 т2v v= . Следовательно, выражение (8) 
примет вид: 

 
1 1

1 2
2

cos(α ψ )1 (1 )
cos ψ

S S−
= − ⋅ − .          (9) 

 
Из выражения (9) следует, что взаимосвязь 

скольжений мостов при торможении с блоки-
рованной трансмиссией на криволинейной тра-
ектории зависит только от угла поворота 
управляемых колёс и углов увода осей. Геомет-
рические параметры трактора не оказывают 
влияния на скольжения осей. Наличия кон-
структивного кинематического несоответствия 
в трансмиссии трактора изменяет взаимосвязь 
скольжений. Зависимость для определения этой 
взаимосвязи находится из выражения (8) при 
условии, что т1 т2 (1 )v v m= ⋅ − . 

 
1 1

1 2
2

(1 ) cos(α ψ )1 (1 )
cos ψ

mS S− ⋅ −
= − ⋅ − . 

 
Приведенная выше методика расчета дает 

возможность определить скольжение колес при 
торможении с блокированной трансмиссией. 
Однако у трактора 1221 в переднем ведущем 
мосту установлен самоблокирующий диффе-
ренциал повышенного трения, срабатывающий 
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при определенной разности моментов на коле-
сах. Это приводит к перераспределению тор-
мозных моментов, соответствующих коэффи-
циенту блокировки дифференциала kбл = 2,5. В 
заднем мосту трактора используется автомати-
ческая блокировка дифференциала, которая 
включается при повороте управляемых колёс 
на определенный угол (α = 8°). Следовательно, 
между колесами передней и задней оси суще-
ствует также дифференциальная связь, которую 
необходимо учитывать при расчетах. 

При дифференциальной межколесной связи 
теоретические скорости колес взаимосвязаны 
между собой [7]: 

 
т1 т1 т1 т2 т2 т22 ;  2v v v v v v′ ′′ ′ ′′+ = ⋅ + = ⋅ .     (10) 

 
Подставляя в (10) значения теоретических 

скоростей, определим взаимосвязь скольжений 
колес и центров передней и задней осей: 
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Тогда окончательно получим 
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Дифференциальная связь колес предполага-
ет равенства тормозных сил. Следовательно, 
для переднего моста при условии, что 1 1N N′ ′′= , 
взаимосвязь скольжений колес будет иметь 
следующий вид: 

 

( )1
1 1 1 1

1

aS b b S
a
′′

′ ′ ′′ ′′= − ⋅ −
′

. 

 
При торможении передних колес в равных 

сцепных условиях ( 1 1 1 1,   a a b b′ ′′ ′ ′′= = ) скольже-
ния их будут одинаковы. На задних колесах 
нормальные реакции при торможении на кри-
волинейной участке не равных между собой и 
взаимосвязь скольжений будет определять за-
висимостью: 

 

( )2 2
2 2 2 2

2 2

N aS b b S
N a
′′ ′′⋅′ ′ ′′ ′′= − ⋅ −
′ ′⋅

. 

 
Для упрощения расчетов можно принять 

следующие допущения: 

– углы поворота управляемых колес равны 
между собой, т. е. 1 1 1α α α′ ′′= = ; 

– коэффициенты сопротивление уводу kу по-
стоянны;  

– тормозные колеса находятся в равных 
сцепных условиях. 

В выражения по определению тормозных 
сил входят нормальные реакции колес, для 
определения которых необходимо рассматри-
вать пространственную одномассовую модель 
трактора [8, 11]. Система уравнений описыва-
ющая эту модель будет иметь вид: 
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Входящий в систему уравнения (11) инерци-

онные силы jj F,  F ′′′  от поперечной и продоль-
ной составляющих замедления трактора, а так-
же инерционный момент Mj, относительно 
вертикальной его оси, проходящий через центр 
масс на оси будут равны: 

 
т т;   ;   M ε,j x j y j TZF m j F m j J′ ′′= − ⋅ = − ⋅ = ⋅

 
где jx, jy – составляющие ускорения центра масс 
по осям X и Y, соответственно;  

ε – угловое ускорение «рыскания».  
Продольное, поперечное и угловое ускоре-

ния трактора можно представить зависимостя-
ми: 

 
2 2
0 0 2

2 2
1;    ;    εx y

dv v v l dv dvj l j
dt R R R dt R dt

= + ⋅ = − ⋅ = ⋅ . 

 
Если подставить в приведенные уравнения 

значения входящих в них параметров, получим: 
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Тормозные силы, приложенные к колесам 

трактора, зависят от тормозного момента, раз-
виваемого тормозными механизмами, который 
равен: 

 
1 1 1 т1 2 2 2 т2

т
п з

( ) η ( ) ηF F r F F rM
u u

′ ′′ ′ ′′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
= +

′ ′
, 

 
где uт1, uт2 – передаточные отношения от колес 
соответствующего моста до тормозных меха-
низмов; 

ηт1, ηт2 – к. п. д. участков трансмиссии от 
колес соответствующего моста до тормозных 
механизмов; 

r1, r2 – динамические радиусы колес перед-
него и заднего мостов. 

Проведенный расчет распределения тормоз-
ных сил между колесами трактора Беларус-
1221 при движении с блокированным приводом 
при криволинейной траектории, показывает 
(рис. 2), что с увеличением угла поворота 
управляемых колес кинематическое несоответ-
ствия между колесами переднего и заднего мо-
ста возрастает. 

Так, к примеру, при прямолинейной движе-
ние величина кинематического несоответствия 
была равна 0,04, а при повороте управляемых 
колес на 20° достигает 0,1. Увеличение кинема-
тического несоответствия приводит к тому, что 
тормозные силы на передних колесах возрас-
тают, а на задних убывают. 

При этом существенное влияния на распре-
деления тормозных сил между колесами одной 
оси оказывают тип межколесной связи. Из рис. 
2 следует, что на передней оси при малых углах 
поворота на наружном колесе наблюдается 
увеличений тормозной силы, а на внутреннем – 
ее уменьшение. В этом случае дифференциал 
заблокирован и колёса передней оси вращаются 
как одно целое. В случае достижения соотно-
шения моментов на забегающем и отстающим 
колесах равного 2,5 дифференциал срабатывает 
и колеса начинают вращаться с разной угловой 
скоростью. Дальнейшее увеличения угла пово-
рота управляемых колес приводит к росту тор-
мозных сил как на наружном, так и на внутрен-
нем колесе с постоянным их соотношением. 
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Рисунок 2 – Распределение тормозных сил между колесами трактора при торможении 

с блокированным межосевым приводом в зависимости от угла 
поворота управляемых колес (V0=2,8 м/с): 

                      – Мт = 0;                       – Мт = 1 кН⋅м 
 

На задней оси при малых углах поворота 
с включенной блокировкой дифференциала на 
наружном колесе наблюдается увеличение тор-
мозной силы, а на внутреннем ее уменьшение. 
Это происходит до тех пор, пока угол поворота 

управляемых колес не достигнет 8°, при кото-
ром происходит разблокирование дифференци-
ала. При дальнейшем увеличении угла поворо-
та управляемых колес тормозные силы на 
колесах задней оси будут равны. 
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Рисунок 3 – Распределение удельных тормозных сил между колесами трактора 

при торможении с блокированным межосевым приводом (V0=2,8 м/с): 
        – α=2°;                              – α=18° 

 
Характер изменения удельных тормозных 

сил, приведенный на рис. 3 показывает, что ис-
пользование сцепного веса каждого колеса 
трактора существенным образом зависит не 
только от величины момента тормозных меха-
низмов, но и от угла поворота управляемых ко-
лес. Особенно это влияние характерно для ко-
лес передней оси. Так, к примеру, при α=18° 
сцепной вес наружного колеса передней оси 
полностью используется при Мт=0,75 кН⋅м. На 
задних колесах в этом случае будет возникать 
ведущий момент. С уменьшением угла поворо-
та управляемых колес будет происходить 
сближения удельных тормозных сил, а также 
наблюдается пропорциональное изменение 
удельных тормозных сил γi с увеличением Мт. 

 
Заключение 

Таким образом, в результате исследований 
установлено, что существующая тормозная 
система трактора Беларус-1221 не позволяет 
получить равные удельные тормозные силы на 
колесах при движении по криволинейной тра-
ектории. Для получения близких по величине 
удельных тормозных сил на колесах при дви-
жении на повороте необходимо отсутствие 
кинематического несоответствия между коле-
сами мостов и дифференциальная связь колес 
одной оси. 

Блокирование межосевых и межколесных 
связей неоднозначно сказывается на качестве 
торможения при различных конструктивных 

параметрах трактора и эксплуатационных усло-
виях. Это требует разработки специальных ал-
горитмов управления фрикционными узлами 
трансмиссии в процессе торможения, в том 
числе и силовой анализ выходных параметров 
движения [12]. 
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BRAKING DYNAMICS OF A FOUR-WHEEL DRIVE TRACTOR 
WHEN MOVING ALONG A CURVED TRAJECTORY 

 
The movement of a wheeled vehicle along a curved trajectory, from the point of view of kinematic pa-

rameters and force effects on its stability and controllability, seems to be a rather complex process, the 
output characteristics of which depend on a large number of both design parameters and operational 
conditions. This is especially evident for all-wheel drive vehicles, which have kinematic and power inter-
bridge and inter-wheel connections. If these relationships can be quite definite to some extent for steady 
motion, then in transient modes characterized by a change in disturbing effects on a wheeled vehicle, 
there is a variation of these parameters, which can lead to a significant change in the dynamic character-
istics  
of movement on a turn, which can potentially lead to a deviation from the desired trajectory of movement, 
loss of controllability and the nose of a wheeled vehicle. At the same time, it should be noted the influence 
of the type of inter-wheeled and inter-bridge connections and their parameters on these processes.  
The purpose of this work was to obtain mathematical models of the movement of a wheeled four-wheel 
drive tractor on a turn during braking, which would allow us to evaluate the output parameters  
of the movement and the influence on them of some design parameters of the transmission and braking 
system. 
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Keywords: four-wheel drive tractor, braking, sliding, kinematic mismatch, differential, curvilinear mo-
tion, angle of rotation. 
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