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Введение. Слоистые пластины и панели, собранные из слоев с кон-

трастными механическими свойствами, находят разнообразное применение 
в качестве элементов тонкостенных инженерных конструкций и легких 
транспортных средств. Так, оконные и лобовые стекла современных авто-
мобилей, фотоэлектрические панели обычно проектируются как двух- либо 
трехслойные конструкции [1; 2], состоящие из стекла и гораздо более мяг-
кой прослойки или покрытия. Известные методы расчета подобных кон-
струкций, как правило, основаны на принятии каких-либо кинематических 
гипотез о распределении перемещений и/либо напряжений по толщине 
слоев (например, см. [3]), которые в случае высокой контрастности упру-
гих параметров слоев приводят к значительным погрешностям [4]. В рабо-
те [5] предложен метод асимптотического интегрирования трехмерных 
уравнений упругости для слоистых пластин, основанный на осреднении 
свойств слоев. В статьях [6; 7] данный метод применен для исследования 
динамики двух- и трехслойных балок без использования процедуры осред-
нения упругих констант. Целью данной работы является расчет напряжен-
но-деформированного состояния двухслойной пластины с высококонтраст-
ными свойствами с использованием асимптотической процедуры интегри-
рований, развитой в [6; 7].  

Постановка задачи. Рассмотрим прямоугольную пластину,  
состоящую из двух различных жестко связанных изотропных упругих  
слоев толщиной hk  которые характеризуются константами Ламе ,k k   и  

плотностями материала  1,2k k  . Значения ݄ଵ, ݄ଶ считаются одного по-

рядка, хотя не исключен случай исчезающей малой толщины ݄ଶ  
более «мягкого» слоя. Две локальные системы координат вводятся, как по-

казано на рисунке 1, где    1 20 jj jx x L   , а индексы 1k   и 2k   соответ-

ствуют нижнему жесткому и верхнему мягкому слоям соответственно.  
Пластина находится под действием внешней поверхностной нагрузки 
    30,0, ,

kkQ q  где в общем случае  
3
k

q  – функция координат  k
jx . 
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Фигурирующие в (4) константы приведены в [6; 7]. Граничные усло-

вия на лицевых поверхностях 
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На интерфейсных плоскостях при жестком контакте слоев: 

 
       1 2 1 2

1 0 1 0

(1) (2)(1) 2 (2) 2

1 0 1 0.

, ,

Є , Є

n n
z z z z

n n
z z z z

w w u u
   

   

 

       
                              (6) 

 
Асимптотическое интегрирование краевой задачи. Решение по-

ставленной выше задачи будем искать в виде асимптотических рядов: 
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k k k kk k

n nn n                               (7) 

 
Компоненты вектора перемещений разыскиваются в таком же виде. 

Подстановка (7) в уравнения и граничные условия (6), (7) приводит к по-
следовательности краевых задач. Решая эти задачи в каждом приближении 
методом интегрирования по толщине каждого слоя, можем найти все вхо-
дящие в разложения (7) неизвестные функции (см. детали интегрирования 
в статье [6; 7]). 

Далее будем считать, что на пластину действует равномерно распреде-

ленная нагрузка  1q , которую можно разложить в ряд Тейлора. Для такой 
нагрузки из рассмотрения нулевого приближения получаем: 
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Интегрируя уравнения, возникающие в первом приближении, полу-

чаем поправки к напряжениям: 
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где константы      
0 4, ,
k kkc c c зависят от упругих параметров слоев (см. 

соотношения в [6; 7]). 
Пример. В качестве примера рассмотрим квадратную двухслойную 

пластину со сторонами L1 = L2 = 0,5 м. Первый слой выполнен из жесткого 
материала Si3N4 с параметрами E1 = 348,4 · 103 МПа, ν1 = 0,24. Второй слой 
изготовлен из ABS-пластика SD-0170 с параметрами E2 = 1,5 · 103 МПа, 
ν2 = 0,4. Суммарная толщина слоев h = 0,025 м. На пластину действует 
равномерно распределенная безразмерная нагрузка (1) 10q  . Переход к 
размерной нагрузке выполняется в соответствии с (2). На рисунках 2–5 

приведены графики безразмерных напряжений (1) , (2) , (1)
1 , (2)

1  для 
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1 = 0,35; 0,5; 0,75 соответственно. Как и следовало ожидать, с увеличени-
ем толщины «жесткого» слоя, все напряжения уменьшаются по величине. 
Распределение нормального и касательного напряжений по толщине явля-
ется более сложным: нормальное напряжение падает с увеличением глуби-
ны пластины; касательное же напряжение (отрицательное) сначала возрас-
тает, достигая максимального по величине значения на срединной поверх-
ности «жесткого» слоя, а затем убывает до нулевого значения на свободной 
поверхности «мягкого» слоя. 
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