
146 

УДК 539.374.002.62 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИИ ПРЯМОУГОЛЬНОГО 
В ПЛАНЕ ОДНОНАПРАВЛЕННОГО ОБРАЗЦА КОМПОЗИТА 

В УСЛОВИЯХ УСАДКИ СВЯЗУЮЩЕГО 
 

Василевич Ю. В., Сахоненко С. В. 
 

Белорусский национальный технический университет 
 
Технология изготовления композиционного изделия может быть 

представлена в виде следующих этапов. 
1. Формование пропитанной ткани на оправку. 
2. Разогрев полуфабриката. При этом повышение температуры прак-

тически не дает началу процесса химической усадке связующего, что 
подтверждено экспериментальными исследованиями. Здесь происходит 
фильтрация связующего, тем самым заполняются пустоты, образующиеся 
в процессе укладки. Температурные деформации испытывают стеклонити 
и оправка. Коэффициент температурного линейного расширения стекло-
волокна и стали оправки практически одинаковые, следовательно, поле 
напряжений изменяется незначительно. При проведении тензометриро-
вания полуфабриката, данный вывод также был подтвержден экспери-
ментально. 

3. Полимеризация связующего. Этот процесс можно разделить на два 
этапа. На первом – связующее находится в еще жидком состоянии; на вто-
ром – связующее можно считать твердым телом. На каждом этом этапе по-
лимеризация сопровождается объемной усадкой матрицы. Разогрев полу-
фабриката на эпоксидном связующем происходит до 1600 °С. Причем, как 
показали экспериментальные исследования, связующее становится твер-
дым телом только в процессе выдержки при 160 °С. 

Процесс перехода связующего из жидкого состояния в твердое сопро-
вождается уменьшением объема связующего. В результате в нем возника-
ют усадочные напряжения. 

Полимеризация – это постепенный переход связующего из жидкого 
состояния в твердое. Он осуществляется следующим образом. Вначале 
связующее теряет основные свойства жидкости (текучесть и возможность 
передавать одинаковое давление сжатия во все стороны). Одновременно 
уменьшается высокоэластичная деформация, которая постепенно заменя-
ется упругой деформацией. В конце полимеризации полимер обладает 
свойствами упругого твердого тела. 

4. Этап охлаждения характеризуется снижением температуры от 160 °С 
до требуемого эксплуатационного температурного режима изделия. 

Прочностные, физические и многие специальные свойства конструк-
ционных материалов определяются главным образом прочностью исход-
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ных волокон или арматуры в целом, природой и свойствами связующего  
и в определенной степени относительным содержанием волокон арматуры 
и связующего, которое задается конструктором в виде структурного пара-
метра объемной плотности. Кроме указанного, на прочностные свойства 
композита оказывают существенное влияние остаточные напряжения.  

Остаточные напряжения, возникшие в результате отверждения, могут 
быть настолько велики, что способны вызвать разрушение в матрице еще 
до приложения нагрузки [1]. Их величина растет с увеличением толщины 
ламината [2]. В некоторых случаях значительные напряжения фиксируют-
ся еще до охлаждения изделия [3; 4]. Показано, что они зависят от темпе-
ратуры, при которой происходит гелирование связующего [5]. На ранних 
этапах научного поиска для аналитического вычисления остаточных на-
пряжений была предложена модель, описанная в [6]. Отмечено, что оста-
точные напряжения возникают в основном при усадочных деформациях 
связующего в процессе его отверждения и температурных деформациях. 

В большинстве случаев при создании и расчете армированных компо-
зиционных материалов преобладают или полуэмпирические методы, или 
классические методы теории упругости, абстрагирующиеся от неизбежно-
го наличия в процессе изготовления композита усадочных явлений связу-
ющего и изменения температуры, что, естественно, не позволяет в полной 
мере реализовать упруго-прочностные свойства исходных компонентов. 
Таким образом, проблема расчета и создания монолитных трещиностойких 
армированных композитов, безусловно, актуальна. 

Особенность строения всех рассмотренных типов композитов позво-
ляет найти научные подходы для преодоления структурной неоднородно-
сти. Материалы, армированные волокнами, обладают регулярным строе-
нием и содержат большое число однотипных структурных элементов (во-
локна, нити, пряди, жгуты и др.), которые невозможно, да и нецелесооб-
разно рассматривать в отдельности. Это открывает возможность нового 
шага в создании модели сплошной среды, названного В. В. Болотиным ме-
тодом энергетического сглаживания [7]. Армирующие элементы «сосредо-
тачиваются» по объему тела и среда рассматривается как однородная, но 
наделенная новыми свойствами, которые зависят от свойств компонентов 
системы. В направлениях армирования главную роль играет арматура, а в 
трансверсальных плоскостях – полимерная матрица. В этом и состоит ани-
зотропия идеализированной среды. 

При кажущейся очевидности такого подхода нельзя, однако, забывать, 
что исследуется неоднородный материал, и необходимо в любом случае 
оценивать погрешность перехода к сплошной среде. Однако, этот прием не 
означает игнорирование действительной структуры материала. Если необ-
ходимо найти структурные напряжения и деформации, нужно снова вер-
нуться на уровень структурной неоднородности. В этом случае свойства 
композита могут быть выражены через свойства составляющих, а по 



напряж
риала,

М
В. В. 
компо
как он
зическ

П
тей, м
перпен

 

 
П

ны усл
щего. 

 
где σଵ

ин
εଵ

лениях
m
Н
За

жений

жениям и
, они могу
Между те
Болотины
озиционны
н не учиты
ких харак
Пусть ком
между кот
ндикуляр

При плоск
ловия рав
Следующ

, σଶ – уср
ндексы «Н
ଵ, εଶ – уср
х «1» и «2

m – относи
Направлен
аконы Гу
й и деформ

и деформа
ут быть о
м метод 
ым, для р
ых матер
ывает дан
ктеристик 
мпозит пр
торыми н
ного сече

Ри

кой дефор
вновесия и
щие завис

едненные
Н» и «С»
редненны
2» соотве
ительное 
ния осей O
ука для на
маций зап

ε

ациям, ра
пределен
энергети
расчета о
риалах, м
нных об и
связующ
едставляе
аходится 
ения к нит

с. 1. Струк

рмации т
и совмест
имости вы

σଵ ൌ

σଶ ൌ

εଵ ൌ ݉ε

εଶ ൌ ݉ε

е напряже
 относятс

ые относи
тственно
содержан
Ox и Oy со
аполнител
писывают

ଵு ൌ
1
ுܧ

ሺ

148 

ассчитанн
ны в комп
ического 
остаточны
можно рас
изменени
щего во вр
ет собой 
связующ
тям. 

 
ктурная схе

акого ком
тности де
ыражают

 
ൌ σଵு ൌ σଵ

ൌ σଶு ൌ σଶ

εଵ  ሺ1 െ ݉

εଶ  ሺ1 െ ݉

ения комп
ся к матер
ительные 

; 
ние связую
овпадают
ля, связую
тся в виде

 

ሺσଵு െ νு

ными для 
понентах м
сглажива
ых напря
ссматрив
ии ряда м
ремени. 
однонапр

щее. На ри

ема композ

мпозита д
еформаци
т такую со

 ,

 . 

݉ሻεଵு ,

݉ሻεଶு . 

позита в н
риалам ни
деформац

ющего в к
т с направ
ющего и 
е 

ுσଶுሻ, 

квазиодн
материала
ания [7], 
яжений, в
ать приб
механичес

равленное
исунке 1 

 

ита 

должны б
й наполни
огласован

направлен
итей и свя
ции комп

композит
влениями
для осред

нородного
а. 
предлож
возникаю
ближенны
ских и теп

е семейст
показана

быть согл
ителя и с
нность 

ниях «1» 
язующего
позита в н

те. 
и и «2». 
дненных 

о мате-

женный 
ющих в 
ым, так 
плофи-

тво ни-
а схема 

ласова-
вязую-

(1)

(2)

и «2»; 
о; 
направ-

напря-

(3)



149 

εଶு ൌ
1
ுܧ

ሺσଶு െ νுσଵுሻ, 

εଵс ൌ
1
сܧ
ሺσଵс െ νсσଶсሻ, 

εଶ ൌ
1
ܧ
ሺσଶс െ νσଵсሻ, 

εଵ ൌ
1
ଶܧ
ሺσଵ െ νଶσଶሻ, 

εଶ ൌ
1
ଶܧ
ሺσଶ െ νଶσଵሻ.  

 
Здесь ܧଶ	и	νଶ – модуль упругости, и коэффициент Пуассона композита;  
 – ν	и	сܧ ;ு – модуль упругости и коэффициент Пуассона нитейߥ	,ுܧ

модуль упругости и коэффициент Пуассона связующего. 
Подставим соответствующие выражения из (3) в (2). После неслож-

ных преобразований получим 
 

ܽଵσଵ  ܽଶσଶ ൌ 0 , 
ܽଶσଵ  ܽଵσଶ ൌ 0 , 

(4)

где 
 

ܽଵ ൌ
1
ଶܧ

െ
݉
сܧ
െ
1 െ݉
ுܧ

, 

ܽଶ ൌ
݉
сܧ
ߥ 

1 െ݉
ுܧ

νு െ
νଶ
ଶܧ
. 

 
К представленным уравнениям следует добавить еще и уравнения 

равновесия 
 

∂σଵ
ݔ∂


∂τଵଶ
ݕ∂

ൌ 0, 

∂τଵଶ
ݔ∂


∂σଶ
ݕ∂

ൌ 0. 
(5)

 
Здесь касательные напряжения τଵଶ ൌ ଵܩ ,ଵγଵଶܩ െ модуль сдвига; γଵଶ െ 

относительный сдвиг угла между направлениями «1» и «2».  
Предполагаем деформации малыми, поэтому имеют место формулы Коши 

 

εଵ ൌ 	
ݑ߲
ݔ߲
,			εଶ ൌ

ݒ∂
ݕ߲
, γଵଶ ൌ

ݑ∂
ݕ߲


ݒ߲
ݔ߲

, (6)

 
где ݑ и ݒ – перемещения композита в направлении осей Ох и Оу. 
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Кроме уравнений (4) напряжения σଵ	и	σଶ должны удовлетворять еще 
и уравнениям равновесия (5). Через закон Гука (3) они также связаны с пе-
ремещениями ݑ и ݒ посредством формул Коши (6).  
Кроме того, при ε ് 0 (химическая деформация связующего) в условиях 
отсутствия внешней нагрузки должно выполняться условие 
 

σଵ ൌ σଶ. 
 

В результате из (4) имеем 

ܽଵ  ܽଶ ൌ 0. (7)

Для задач с другими граничными условиями, когда σଵ ് σଶ, следует 
искать решение при равенстве нулю коэффициентов системы, т. е. 

ܽଵ ൌ 0, ܽଶ ൌ 0. (8)

Условие (8) позволяет установить два уравнения для нахождения механи-
ческих характеристик ܧଶ	и	νଶ композита, то есть 

 
1
ଶܧ

ൌ
݉
сܧ

1 െ݉
ுܧ

, 

νଶ
ଶܧ

ൌ
ߥ݉
сܧ


1 െ݉
ுܧ

νு. 
(9)

 
Рассмотрим сечение того же однонаправленного композита парал-

лельно волокнам. Из условий совместности деформаций и равновесия ни-
тей и связующего в твердом состоянии можно получить следующие зави-
симости 

 

εଵ ൌ εଵு ൌ εଵ  ε, 
σଵ ൌ ݉σଵ  ሺ1 െ ݉ሻσଵு , 

σଶ ൌ σଶு ൌ σଶ , 
εଶ ൌ ݉εଶ  ሺ1 െ ݉ሻεଶு . 

(10)

 
Здесь индекс «1» обозначает направление армирования, а индекс 

«2»  направление, перпендикулярное направлению армирования. Приня-
тые обозначения такие же, как и в зависимостях (1) и (2). При составлении 
условий совместности деформаций предполагалось, что деформации свя-
зующего и нитей в направлении армирования равны между собой. Это 
следует из условия существования химической и физической связей между 
связующим и наполнителем. Кроме того, этому способствует достаточно 
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тонкий слой связующего, расположенного между нитями армирующего 
материала. Такой вывод сделали и авторы работы [8]. 

Содержание связующего при ݉ ൌ 0,3 технологами отработано, как 
оптимальное. При увеличении ݉ растет прослойка связующего между 
наполнителем. Это приводит к возникновению неравномерности напряже-
ний в связующем и к увеличению касательных напряжений на границе 
раздела связующего и наполнителя. Соотношения (10) не предусматрива-
ют этого. Такое положение может быть исправлено введением других за-
висимостей. Однако заметим, что представления (10), во-первых, упроща-
ют исследования, во-вторых, обеспечивают необходимую точность иссле-
дований при содержании связующего близкого к оптимальному значению 
݉ ൌ 0,3. 

Изотропные материалы нитей и связующего подчиняются закону Гука 
(3). Связь между осредненными напряжениями и деформациями выража-
ется равенствами 
 

εଵ ൌ
σଵ
ଵܧ
െ νଵ

σଶ
ଶܧ
, 

εଶ ൌ
σଶ
ଶܧ

െ νଶ
σଵ
ଵܧ
. 

(11)

 
Из (3) с учетом (10) получим зависимости 

 

εଵு ൌ εଵ ൌ
1
ுܧ

ሺσଵு െ νுσଶሻ, 

εଵ ൌ εଵ ൌ
1
ܧ
ሺσଵ െ νσଶሻ, 

σଵு ൌ εଵܧு  νுσଶ, 
σଵ ൌ εଵܧ  νσଶ.  

(12)

Произведем теперь подстановку во второе и четвертое уравнения (10), 
соответствующих величин из предыдущих равенств. В результате получим 
 

ܾଵଵσଵ  ܾଵଶσଶ ൌ ܾଵ , 
ܾଶଵσଵ  ܾଶଶσଶ ൌ 0 , 

(13)

где 

ܾଵଵ ൌ
ଵܧ


ଵܧ
െ 1, 

ܾଵଶ ൌ νଶ
 െ

ଵܧ


ଵܧ
νଵ	, 

ܾଶଵ ൌ
νଶ


ଵܧ
െ
νଶ
ଶܧ
, 
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ܾଶଶ ൌ
1
ଶܧ

െ
݉ሺ1 െ νଶሻ

ܧ
െ	
ሺ1 െ ݉ሻሺ1 െ νு

ଶ ሻ

ுܧ
െ
νଶ
νଵ
ଵܧ

, 

ܾଵ ൌ ݉εܧ	, 
 

ଵܧ
 ൌ ሺ1 െ ݉ሻܧு   ,	ܧ݉

 

νଶ
 ൌ ሺ1 െ ݉ሻνு  ݉ν	. 

 
Система (13) имеет единственное решение при отличном от нуля 

определителе системы. Если это так, то, учитывая, что коэффициенты сис-
темы и свободные члены – постоянные числа, решение системы тоже бу-
дет постоянным. 

Другие решения системы (13) могут быть найдены только в случае ра-
венства нулю ее определителя. 

В связи с этим решение системы будет получено при условии суще-
ствования зависимости коэффициентов системы в виде 
 

ܾଶଵ ൌ 0, ܾଶଶ ൌ 0. (14)
 

В этом случае напряжение σଵ на основании (13) и (14) будет равно 
 

ଵߪ ൌ
ܾଵ
ܾଵଵ

െ
ܾଵଶ
ܾଵଵ

ଶ. (15)ߪ

 
Для упрощения дальнейших исследований воспользуемся неравен-

ствами 
 

ܧ ≪ ,ுܧ νு
ଶ ≪ 1, ν

ଶ ≪ 1. (16)
 

Эпоксидное связующее и стеклянные нити позволяют принять усло-
вие (16). Это видно из данных, приведенных в таблице 1. 
 
Таблица 1 – Модули Юнга и коэффициенты Пуассона для  связующего и наполнителя 
композита 

 ு, МПаܧ ுߥ , МПаܧ ߥ

0,15 0,4 · 104 0,24 7,4 · 104 

 
Если предположить, что формулы (9) и (14) получены для одного и 

того же материала, то они в совокупности позволяют определить постоян-
ные ܧଵ, ,ଶܧ ,ଵߥ -ଶ, которые описывают напряженное состояние в композиߥ
ционном материале в момент окончания полимеризации связующего. В ре-
зультате получим 
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1
ଶܧ

ൌ
݉
сܧ

1 െ݉
ுܧ

, 

νଶ


ଵܧ
ൌ
݉
сܧ
ߥ 

1 െ݉
ுܧ

νு, 

νଵ ൌ

݉
сܧ
ଶߥ 

1 െ݉
ுܧ

νுଶ

݉
сܧ
ߥ 

1 െ݉
ுܧ

νு
, 

νଶ ൌ

݉
сܧ
ߥ 

1 െ ݉
ுܧ

νு

݉
сܧ

1 െ݉
ுܧ

. 

(17)

 
Система (13) решалась при εс ് 0. Предположим теперь, что полиме-

ризация связующего осуществлена. После чего к композиционному мате-
риалу приложена внешняя нагрузка. Система (13) и в этом случае участву-
ет в рассмотрении напряженного состояния композиционного материала. 
Только в этом случае необходимо считать, что εс ൌ 0. В таком случае 
напряжения σଵ	и	σଶ будут удовлетворять уравнениям системы (13), если 
все коэффициенты ܾ равны нулю. Это позволяет определить величины 
механических характеристик композиционного материала в момент после 
отверждения связующего. Приравнивая коэффициенты ܾ нулю, получим  
уравнения для определения постоянных упругости композита 

 
ଵܧ ൌ ଵܧ

, 

1
ଶܧ

ൌ
݉ሺ1 െ ଶሻߥ

ܧ

ሺ1 െ ݉ሻሺ1 െ ுߥ

ଶሻ

ுܧ

ሺߥଶ

ሻଶ

ଵܧ
 , 

ଵߥ ൌ ଶߥ
, 

ଶߥ ൌ ଶߥ
 ଶܧ
ଵܧ
. 

(18)

 

Соотношения (18) совпадают с полученными выражениями В. В. Бо-
лотина [9]. 

Для нахождения напряжений σଵ	и	σଶ имеется только первое уравне-
ние из системы (13). Чтобы установить еще одну зависимость, поступим 
следующим образом. 

Предыдущие исследования показали, что при химической усадке свя-
зующего в нем возникают напряжения в направлении армирования ሺσଵሻ и 
перпендикулярно ему ሺσଶሻ. Это вызвано наличием химических и физиче-
ских связей между связующим и наполнителем [10]. В данном случае 
наполнитель препятствует уменьшению объема связующего. В результате 
возникают усилия сжатия у наполнителя и усилия растяжения у связую-
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щего [10]. При этом работа, затраченная на сжатие наполнителя, равна ра-
боте, затраченной на растяжение связующего. 

Рассмотрим семейства нитей отдельно от связующего. И расположим 
их в прямой последовательности. При этом толщина связующего будет 
равной ݄݉, а нитей ݄ሺ1 െ ݉ሻ, где ݄ – толщина слоя рассматриваемого 
композита. Их взаимодействие заменим силами трения τଵ и τଶ, имеющими 
направления действий, совпадающими с направлениями действий усилий 
σଵ	и	σଶ соответственно. Вырежем из композита параллелепипед высотой 
݄ и основанием размером ܽ ൈ ܽ, где ܽ – достаточно малая величина. 
Пусть границы параллелепипеда перпендикулярны к главным осям напря-
жений и деформаций σଵ, σଶ, εଵ, εଶ. Рассмотрим отдельно работы, соверша-
емые силами деформации для нитей и связующего в отдельности друг от 
друга. Предположим, что величины главных напряжений σଵு, σଶு, σଵ, σଶ 
и главных деформаций εଵு, εଶு, εଵ, εଶ достигнуты в результате непре-
рывного нарастания, поэтому промежуточные значения напряжений и 
упругих относительных деформаций соответственно равны ݇σଵு, ݇σଶு, 
݇σଵ, ݇σଶ, ݇εଵு, ݇εଶு, ݇εଵ, ݇εଶ, где k - коэффициент пропорционально-
сти, изменяющийся от нуля до единицы. На этом основании промежуточ-
ные значения сил трения становятся равными ݇τଵ и ݇τଶ. Тогда работы, 
произведенные силами в направлениях σଵ	и	σଶ будут равны 

 

Нܣ ൌ
1
2
ሺ1 െ ݉ሻ݄ܽଶσଵНεଵН 

1
2
ሺ1 െ ݉ሻ݄ܽଶσଶНεଶН	, 

Сܣ ൌ
1
2
݄݉ܽଶσଵСεଵС 

1
2
݄݉ܽଶσଶСεଶС . 

 
Определим теперь работу, совершаемую силами трения. Учтем, что  

в направлении σଵ действует сила трения τଵ, а в направлении σଶ – сила тре-
ния, равная τଶ. Рассмотрим на расстоянии ݐ от края плоскости ܽ ൈ ܽ  
в направлении действия ߬ଵ полосу шириной dݐ. Тогда сила ܽ݇τଵdݐ совер-
шит работу равную ܽଶ݇ݐτଵεଵd݇dݐ. Полная работа, произведенная силой 
трения τଵ в направлении σଵ, в конечном состоянии будет равна 

 

නනܽଶ݇ݐτଵεଵd݇dݐ

ଵ







ൌ
1
4
τଵεଵܽଷ. 

 
В направлении σଶ сила трения τଶ совершит работу  
 

1
4
τଶεଶܽଷ. 
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Сложим их вместе и, разделив на объем параллелепипеда ܽଶ݄, полу-
чим потенциальные энергии ሺ1 െ ݉ሻ толщины нитей в единице толщины 
композита и ݉ толщины связующего в единице толщины композита 

 

																	 Нܹ ൌ
1 െ ݉
2

ሺσଵНεଵН  σଶНεଶНሻ 
ܽ
4݄

ሺτଵεଵН  τଶεଶНሻ	, 

																		 Сܹ ൌ
݉
2
ሺσଵСεଵС  σଶСεଶСሻ 

ܽ
4݄

ሺεଵεଵС  εଶεଶСሻ	. 

 
Выражения для Нܹ и Сܹ следует рассматривать в пределе, когда 

ܽ → 0. В результате получим 
 

									 							 Нܹ ൌ
1 െ ݉
2

ሺσଵНεଵН  σଶНεଶНሻ , 

			 												 Сܹ ൌ
݉
2
ሺσଵСεଵС  σଶСεଶСሻ . 

 
При выводе формул допускалось, что тепло, выделяемое в процессе 

этого медленного деформирования, отводится так, что термодинамиче-
ский процесс можно считать изотермическим. Поэтому тепло, вырабаты-
ваемое силами трения, выводится полностью в окружающую среду. На 
этом основании объясняется отсутствие влияния сил трения на потенци-
альную энергию. 

Таким образом сделанное предположение о равенстве работ выража-
ется зависимостью 

 
             ݉ሺεଵσଵ  εଶσଶሻ ൌ ሺ1 െ ݉ሻሺεଵுσଵு  εଶுσଶுሻ. (19)
 
Напряжения в нитях и связующим и соответствующие им перемеще-

ния, фигурирующие в зависимости (18), можно найти из (3) и (13). В ре-
зультате получим 

 
σଶு ൌ σଶ ൌ σଶ, εଵு ൌ εଵ  ε ൌ εଵ, 

σଵ ൌ ሺεଵ െ εሻܧ   ,ଶߪсߥ
ଵுߪ ൌ ுܧଵߝ   ,ுσଶߥ

εଶ ൌ
σଶ
ܧ
ሺ1 െ ଶሻߥ െ сሺεଵߥ െ εሻ, 

εଶு ൌ
σଶ
ுܧ

ሺ1 െ ுߥ
ଶሻ െ  .ுεଵߥ

 
Подставим эти зависимости в (18). В результате с учетом неравенства 

ܧ ≪  ு найдем связь между деформацией εଵ и напряжением σଶܧ
 
 



156 

σଶ
ଶ݉

ሺ1 െ ଶሻߥ

ܧ
ൌ ሺ1 െ ݉ሻεଵ

ଶܧு. (20)

 
Таким образом для нахождения σଵ	и	σଶ получаем систему уравнений 

 

ܾଵଵσଵ  ܾଵଶσଶ ൌ ܾଵ, 

σଵܣ െ
1
ଵܧ
ሺσଵ െ ଵσଶሻߥ ൌ 0, 

(21)

где  

ܣ ൌ ඨ
݉

ሺ1 െ݉ሻܧܧு
.  

 
Здесь второе уравнение получено из (20). Причем при извлечении 

квадратного корня перед εଵ взят знак (+), так как напряжение σଵ должно 
быть отрицательным. В таком случае решение системы (21) имеет вид 

 

σଵ ൌ
ሺܧܣଵ  ଵሻܾଵߥ

ሺܧܣଵ  ଵሻܾଵଵߥ  ܾଵଶ
, 

σଶ ൌ
ܾଵ

ሺܧܣଵ  ଵሻܾଵଵߥ  ܾଵଶ
. 

 

(22)

Можно убедиться, что ܾଵ ൏ 0, так как ε ൏ ଵܧܣ ,0  ଵߥ  0, ܾଵଵ  0  
и ܾଵଶ  0. Для этого следует воспользоваться зависимостями (13), (16)  
и (17). В результате получим, что σଵ ൏ 0. 

Остаточные напряжения, вызванные усадкой связующего, определя-
ются по формулам (22). Они получены в условиях отсутствия внешней 
нагрузки к конструкции, выполненной из композита, армированного одно-
направленным семейством нитей. 

Для примера приведем расчет по формулам (11), (17) и (22) с исполь-
зованием данных из таблицы 1 при εс ൌ െ0,01. Результаты расчетов для 
различных значений ݉ отражены в таблице 2. 
 
Таблица 2  Данные расчета компонент напряженно-деформированного состояния 
композита 

ଵߥ ଶ, МПаܧ ଵ, МПаܧ ݉
ଶ εଵ εଶ,  σଵ, МПа σଶ, МПаߥ 

0,2 2,94 · 104 0,67 · 104 0,1 0,15 0,0002 0,00047 6,4 7,6 

0,3 1,89 · 104 0,75 · 104 0,14 0,153 0,0003 0,00055 5,9 8,0 

0,4 1,33 · 104 1 · 104 0,17 0,159 0,0004 0,00083 5,6 8,9 
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Учитывая, что формулы (22) линейно зависят от εс, несложно опреде-
лить значения σଵ	и	σଶ и для других значений εс. Значения для εଵ, εଶ рас-
считаны по формулам (11). 

В формулах (22) имеются параметры, управление которыми может 
снизить напряжения от усадки. Одним из важнейших приемов снижения 
напряжений усадки является повторная термообработка композиционного 
материала. При такой термообработке продолжаются процессы отвержде-
ния связующего, удаление летучих и частичного снятия усадки материала. 
Применяется так же термохимическое отверждение с использованием спе-
циальных отвердителей. Этот метод в настоящее время является основ-
ным. Дополнительное отверждение уменьшает возможность трещинообра-
зования в полимере, возникающего после первой термообработки. Степень 
и режимы отверждения оказывают заметное влияние на их упругие и ре-
лаксационные константы. Как правило, они определяются эксперимен-
тально [11]. 

Влияние релаксационных и других эффектов на снижение напряже-
ний от воздействия химической усадки можно оценить посредством введе-
ния коэффициента релаксации ݇р, который определяется эксперименталь-
но и вводится в расчетные формулы (22). Причем 

 
ε ൌ ݇р ∙ ε

р, 
 
где ε – суммарная расчетная химическая усадка связующего; 

 	ε
р – усадка связующего после ее релаксации. 
Классические методы теории упругости, основанные на «рассозредо-

точению» армирующих элементов по объему тела, и рассмотрение напря-
жений и деформаций на уровне структурной неоднородности имеют об-
щие черты, а также отличия. Если для классических методов достаточно 
рассмотреть условия равновесия и совместности деформаций, то на уровне 
структурной неоднородности, то необходимо учесть еще взаимодействие 
компонент композита на границе их раздела. В случае нагружения компо-
зита в виде химической осадки связующего это выражается в сохранении 
энергетического баланса как во время усадки, так и после нее. Рассматри-
вая усадку, как процесс изменения объема связующего, следует предполо-
жить, что на границе раздела связующее-наполнитель отсутствует про-
скальзывание. Поэтому связующее заставляет сжиматься наполнитель.  
И в этом случае работа, затраченная на растяжение связующего, должна 
быть равна работе, затраченной на сжатие наполнителя. Это условие обя-
зательно к выполнению для всех композитов, когда отсутствует внешняя 
нагрузка, приложенная к граничным точкам композита. 

Таким образом, решение системы (13), когда коэффициенты ܾଶଵ и ܾଶଶ не 
равны нулю, не подходит ввиду того, что оно не удовлетворяет уравнению 
(20), отражающему принцип энергетического баланса. 
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Выводы. Путем построения теории деформирования армированных 
материалов, базирующейся на их микроструктурных особенностях, решена 
задача об определении напряженного состояния в однонаправленном ком-
позите при усадке связующего. Найдены зависимости для определения по-
стоянных упругости.  
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