
18 

УДК 539.3 
 

ДЕФОРМИРОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ 
ТОНКОСТЕННЫХ СТРЕЖНЕЙ  

ПРИ ПРОСТРАНСТВЕННО-ПЕРЕМЕННОМ НАГРУЖЕНИИ  
С УЧЕТОМ ПОВРЕЖДАЕМОСТИ МАТЕРИАЛА 

 
Абдусаттаров А. 

 
Ташкентский Государственный Транспортный Университет,  

Ташкент, Узбекистан  
 
1. Введение. Как известно, работа большинства несущих элементов 

конструкций и сооружений происходит на фоне выхода материалов за 
пределы упругости. При действии циклических нагрузок это приводит к 
возникновению ряда дополнительных явлений, таких как вторичные пла-
стические деформации, изменение диаграмм деформирования от цикла к 
циклу, проявление свойств циклического упрочнения-разупрочнения и де-
формационной анизотропии, теплообразование, накопление повреждений 
и распространение трещин, приводящих к разрушению материала [1–5]. 

В работах В. В. Москвитинина[2; 3] сформулированы основные урав-
нения переменной пластичности и вязкопластичности с учетом накоплен-
ных повреждений, доказаны теоремы о переменном нагружении, вторич-
ных пластических деформациях. Рассмотрены вопросы циклической и 
длительной прочности элементов конструкций. Введена функция повре-
ждаемости для оценки прочности упругопластических и реономных тел 
при циклических нагружениях. Предложены уравнения состояния для 
сложных нагружений упругопластических тел с переменными разгрузка-
ми, даны постановки соответствующих краевых задач и рассмотрены ме-
тоды решения.  

Подробное описание диаграмм циклического деформирования для 
различных конструкционных материалов выполнено в [4] и показаны воз-
можные уточнения интерпретаций диаграмм при решении задач цикличе-
ской прочности. В работе [5] разработаны модели и методика расчета на 
прочность элементов конструкций при малоцикловом нагружении. Для 
определения напряженно-деформированного состояния разработана чис-
ленные методы решения краевой задачи о циклическом нагружении эле-
ментов конструкций.  

Создание методов расчета элементов конструкций на прочность при 
повторно-статическом малоцикловом нагружении стало возможным в ре-
зультате экспериментального и теоретического изучения закономерности 
циклического деформирования в упругопластической области, исследова-
ний кинетики напряженно-деформированного состояния в зонах концен-
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трации напряжений и разработки критериев накопления повреждений и 
разрушения при неоднородном напряженном состоянии [4–7].  

Статья [8] посвящена проблеме построения математических моделей, 
повреждаемых термоупруговязкопластических сред и методам определе-
ния «нестандартных» констант моделей, связанных с параметрами повре-
жденности и подлежащих экспериментальному определению. В работе [9] 
рассматривается компьютерное моделирование процессов деформирова-
ния, поврежденности и континуального разрушения нелинейных материа-
лов и конструкций. В статье [10] рассматривается современная теория не-
упругости (термовязкопластичности), являющаяся обобщением и развити-
ем идей, содержащихся в различных вариантах теории пластичности, пол-
зучести, неупругости и накопления повреждений.  

В [11] рассмотрены деформирования слоистых элементов конструк-
ций при переменных нагружениях с учетом упругих, упругопластических 
и вязкоупругопластических свойств материалов. Численно исследована 
НДС трехслойных элементов конструкций при действии однократных и 
циклических нагрузок. Т. Буриевым [12] сформулирован ряд краевых задач 
по расчету несущих элементов тонкостенных конструкций при повторных 
и переменных упругопластических нагружениях и разгружениях в теку-
щих величинах. Исследована сходимость созданных им алгоритмов и ите-
рационных процессов в зависимости от степени развития пластических 
деформаций. В монографии [13] изложены постановки и методы решения 
задач деформирования упругих и упругопластических элементов кон-
струкций при однократном и циклическом нагружениях. На основе вариа-
ционного принципа получены система дифференциальных уравнений рав-
новесия и движения для элементов конструкции, при этом учитываются 
повреждаемости материалов и взаимодействия со средой. Для решения 
краевых задач применяются метод Бубнова–Галеркина и методы конечных 
разностей. Приведены аналитические и численные расчеты для тонкостен-
ных стержней, пластин и оболочечных конструкций.  

2. Постановка задачи. Приведем модели и схему расчета элемента 
конструкции – тонкостенных стержней при пространственно-переменном 
нагружении на основе теории малых упругопластических деформаций 
А. А. Ильюшина и уточненной теории стержней, предложенной 
В. З. Власовым, Г. Ю. Джанелидзеи, В. К. Кабуловым. При пространствен-
ном нагружении, т. е. при совместных продольных, поперечных и кру-
тильных силах законы распределения перемещений, деформаций и напря-
жений в сечениях стержня являются сложными, поэтому уточненная тео-
рия строится на основании ряда статических гипотез [14]. 

Рассмотрим тонкостенный стержень произвольного сечения при воз-
действии внешних переменных сил. Ось ОХ направим по длине стержня, а 
оси OZ и OY – по поперечному сечению. Перемещения центральной линии 
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стержня при исходном нагружении обозначим через iu  , компоненты де-
формаций и напряжений – через ' , ' .ij ije   

Следуя теории В. В. Москвитина [2], введем разности  
 

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( )

( 1) ( ), ( 1) ( ),

                      ( 1) ( ).

n n n n n n n n
i i i ij ij ij

n n n n
ij ij ij

u u u e e e 



     

                            (1) 

 
Перемещения точек стержня при переменном нагружении представим 

в следующем виде [13]:  
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где )()()( ,, nnn wu  – компоненты перемещений при n-ном нагружении; 
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2
n  – углы поворота сечения при чистом изгибе; 
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2
n – углы поперечного сдвига; 

   
( )n – угол кручения; 

   
)(

1
n – погонная закрутка при n-ном нагружении; 

   φ – функция кручения Сен-Венана. 
Согласно формуле Коши, с учетом (2) определяем компоненты де-

формации: 
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Для построения зависимости между интенсивностями напряжений и 

деформаций, характеризующей упругопластические свойства и поврежда-
емость материалов при переменном нагружении, воспользуемся обобщен-
ным принципом Мазинга и циклической диаграммой деформирования, 
учитывающей накопление повреждаемости [2–4]. Согласно теории пере-
менной пластичности, компоненты напряжений связаны через деформации 
следующим образом [12]:  
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а) при переменном нагружении в фиктивных координатах 
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б) при переменном нагружении в текущих координатах 
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При линейном упрочнении 
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В случае обобщенного принципа Мазинга  , n
n u n s       , при 

использовании диаграмм деформирования Гусенкова–Шнейдеровича 
  2 ,n
s s    1n ng   , где ng  определяется экспериментально. При учете 

накопления повреждений:  
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Функция повреждаемости   определяется из кинетического уравне-

ния[2]: 
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При условии η(0) = 0, η(N) = 1, где N – число полуциклов до наступ-

ления предельного состояния (разрушения). 
3. Вывод уравнения движения стержней. Для вывода уравнений 

движения стержней при пространственном нагружении с учетом упруго-
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пластических деформаций используем вариационный принцип Гамильто-
на–Остроградского [14]:  
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Сначала определим вариации кинетической энергии, при этом исполь-
зуем соотношение 
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Выполняя операции интегрирования по частям, получим 
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В соотношении (9) первое и второе слагаемые обозначим через I1, I2 и 

перепишем в следующем виде: 
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Теперь выражения перемещений (2) подставим под знаками вариации (10): 
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Раскроем скобки и выполним операции интегрирования по сечению 

стержня и введем следующие обозначения: 
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Интеграл I1 с учетом обозначений запишем в следующем виде: 
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Аналогичным образом определяем вторую часть кинетического урав-

нения (11), т. е. выражения интеграла I2. Учитывая выражения интегралов 
I1 и I2, вариации кинетической энергии (9) запишем в векторном виде 
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где  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,n n n nn n n n n nY u w         – вектор перемещения;  

  A
~

матрица девятого порядка;  
  E – единичная матрица. 

Вариация потенциальной энергии стержня в данной постановке имеет 
вид 
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Выражения деформации (3) подставим в (13): 
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Преобразуем вариации потенциальной энергии (14). Для этого рас-

кроем скобки под знаком вариации и выделим интеграл по сечению 
стержня. После некоторых выкладок и обозначений из (14) имеем: 
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Введя некоторых обозначений и с учетом соотношений (5) выражения 

внутренних усилий и моментов, например )(n
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M , можно представить 

в следующем виде: 
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Аналогичным образом определяются 
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Выражения внутренних усилий и моментов (16)–(17) подставим в ва-

риации потенциальной энергии (15). Введя некоторые обозначения вариа-
ции потенциальной энергии представим в векторном виде 
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Теперь рассмотрим вариации работы внешних сил:  
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где pi

(n) – объемные силы при n-ном нагружении;  
     qi

(n) – поверхностные силы;  
     fi

(n) – торцевые силы. 
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К соотношению (20) подставляем выражения перемещений (2). Рас-
кроем скобки и выполним интегрирование по поперечным сечениям 
стержня: 
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     2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 11 2 d d .

x

n n n n nn n na a f v z f w y S t           


      
(21)

 
Введем обозначения: 
 

1 1 1

( ) ( ) ( )об( ) об( ) об( ) 2 2d , d , d ,n n nn n n
x z y

F F F

p F N yp F M zp F M a b       

1 1 1 1 2

( ) об( ) ( ) об( ) ( ) об( )
1 2d , d , d ,n n n n n n

a a
F F F

p F M a p F M a p F M       

 
2 3 3 2

( ) ( ) ( ) ( )об( ) об( ) об( )d , d , d .n n n nn n n
y z x

F F F

p F Q p F Q yp zp F M     
 

 
Аналогичным образом определяются поверхностные и торцовые 

нагрузки, например, П( ) Г( ), .n n
x xN N  Теперь перепишем соотношения (21)  

в виде 
 

      1

( )об( ) П( ) ( ) об( ) П( ) ( ) об( ) П( ) ( ) об П( )d nn n n n n n n n n n
y y z z z z

t t x

A t N N u Q Q Q Q w M M               

     2 1 1 1

( ) об( ) П( ) об( ) П( ) ( )об( ) П( ) об( ) П( ) ( ) ( )n n n n n nn n n n n n
y y x x a aM M M M M M M M             

   
2 2 2 1

( )об( ) П( ) ( ) ( )Г( ) Г ( ) Г( ) ( ) Г( )d d
nn n n nn n n n n

y z za a
t

M M x t N u Q Q w M           
 


2 1 1 2 2

( ) Г( ) об( ) ( ) об( ) ( )Г( ) Г( ) ( ) ( ) d .n n n n n nn n n n
y x a a x

M M M M M t               (22) 

 
С учетом введенных обозначений вариации работы внешних сил 

представим в векторном виде:
   

Г( ) ( ) П( ) ( ) d d d d d .n n n n

t t t xx

A t Q Y t Q Y x t                         (23) 
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Подставляя векторные выражения вариации кинетической (12), по-
тенциальной (19) энергий и работы внешних сил (23) в вариационный 
принцип (7), получим: 

 

   
2 ( ) ( )

л л ( )
2

n n
уп п уп п n

t x

Y Y
A A А B B Y

x xt

              
  

 

   
( )

л л ( ) П( ) ( ) d d
n

уп п уп п n n nY
C C D D Y Q E Y x t

x

            
(24) 

   
( ) ( )

л л ( ) Г( ) ( ) ( )d d 0.
n n

уп п уп п n n n n

t xx t

Y dY
A А B B Y Q E Y t A E Y x

x dt

             
    

 
Из этого вариационного уравнения получаем следующую краевую за-

дачу:    
 

       
2 ( ) ( ) ( )

л ( ) л ( ) н
2

0;
n n n

уп п уп п л n уп п л уп п nY Y Y
A A А B B Y C C D D Y Q

x x xt

    
          
    


  
(25) 

   л л гр 0;у п п у п п
x

Y
A А B B Y Q Y

x

          
( )

( ) 0.
n

n

t

dY
A E Y

dt
 

                              
(26) 

Здесь А, В, С, D – квадратичные матрицы девятого порядка, нQ  и грQ – 
векторы внешних сил девятого порядка. Коэффициенты матрицы имеют 
следующем вид:  

 
л( ) ( ) л( ), , ,уп п n уп пл n уп п n

ij ij ij ij ijij ij ij ij ij ija a a b b b с b d d d        . 

 
4. Уравнения равновесия стержней. Учитывая (16)–(17) из вариаци-

онного уравнения (24), имеем следующую систему дифференциальных 
уравнений равновесия стержня при переменных нагружениях с граничны-
ми условиями в векторной форме (в текущих величинах):  

 

  
 

       
 

      л л л л
k k

п k п k k п k п k k kуп уп уп упY Y
A А B B Y C C D D Y P

x x x

   
         

    

 
 

   
 

   
0 1 0 1

л 0 1 л 0 1л
k k

п k k пл k п k kпY Y
A B Y C D Y

x x x
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             1 л 0 0 1 л 0 0 1

1

k п k m k m k m п k m k m k m

m
A Y Y B Y Y

x x

        



           


 
              л 0 0 1 л 0 0 1 .п k m k m k m п k m k m k mС Y Y D Y Y

x
            

    (27) 

 
Граничные условия: 

 

    
            

 

              

0 1
л л л л
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     (28) 

 
Здесь Y(k)– искомые векторы функции девятого порядка в текущих ко-

ординатах.  
Выражения внутренних усилий и моментов в векторной форме можно 

представить в виде 
 

 
     

 
л~ ~ ~ ~

0 0
3

3
,

уп пл п уп п пn
n nGh I Y

P А А B B Y
xl

 
                   
  

     (29) 

 
где Р(n) – вектор функции двенадцатого порядка  
 

 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, , , , , , , , , , , .n n n n n n n nn n n n n

x y z xa a a aP N M M M M M Q M Q Q Q M 
  

 
Матрицы л( ) л( ), , ,уп п n уп п nA A B B     квадратной матрицы двенадцатого 

порядка и элементы описываются следующим образом: 
 

,
~

;~;~;~,~
4,,126,,115,,10 ijijssssssijij bb   ba    ba     ba    aa   

;
~

;
~

;
~

4,,126,,11,2,10 rrrrsr db  db  db    2    ( , 1, ,...9; 7, 8, 9; 2, 3,     4   , 5, 6 ) ;i j s r    

 
Для решения краевой задачи используется метод конечных разностей 

и метод упругих решений Ильюшина. В процессе их аппроксимации при-
меняется центральная разностная схема второго порядка точности [15; 16]. 

Векторное уравнение (27) после применения разностей схемы получа-
ет вид: 

 
                 л л0л л л

1 .
k п пп к k п к k п к kуп уп уп

i i i i i i i i i iiA А Y B B Y C C Y Q Q Q       
  

       (30)
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Для решения сформулированных алгебраических уравнений (30) с со-
ответствующими граничными условиями, используется метод прогонки,  
с помощью следующей рекуррентной формулы [12; 13]: 

 

1 ;i i i iV V          1,...,1 Ni .              (31) 
 

Здесь 1 1
1 1 1( ) ; ( ) ( );i i i i i i i i i i iB C A B C C F 
            .1,...,2,1  Ni  

В качестве примера приведем результаты расчета тонкостенных 
стержней прямоугольного поперечного сечения, защемленного по торцам 
при знакопеременном нагружении с учетом накопления повреждений. За 

кинетическое уравнение принято ( )
1

d
(1 ) ( ) .

d
k

uA
n

 
      Задача решена 

при следующих исходных данных: материальные константы кинетическо-
го уравнения повреждаемости: A = 1,2·10-4; α = β = 5; γ1 = 0,8; α1 = 0,97; 
B = 1,4·103; εs = 0,0015. За внешнюю нагрузку приняты следующие значе-

ния: ;250 f  ;500 f  ;100 f  0 5f   (кг/см2); / 3   ; * / 2   ; / 4   ; 
* / 6   . В таблице 1, 2 приводятся численные результаты вектора пере-

мещений в зависимости от числа цикла k  (при N = 40, k = 1 и k = 5) с ис-
пользованием обобщенного принципа Мазинга [17–19].  

 
Таблица 1 – Численные значения расчетных величин – перемешенный  

Расчетная 
величина 

x )(kW  ( )
1
k  ( )

2
k  )(kV  

k = 1 

0,1 –0,038498 –0,724490 –0,679278 –0,036098 

0,2 –0,124965 –0,965903 –0,905623 –0,117170 

0,4 –0,284147 –0,482706 –0,452569 –0,266419 

0,6 –0,284124 0,483426 0,453289 –0,266396 

0,8 –0,124919 0,966394 0,906114 –0,117123 

0,9 –0,038463 0,724772 0,679560 –0,036062 

k = 5 

0,1 –0,038502 –0,724583 –0,679373 –0,036101 

0,2 –0,124982 –0,966050 –0,905770 –0,117186 

0,4 –0,284190 –0,482782 –0,452642 –0,266462 

 

0,6 –0,284166 0,483511 0,453370 –0,266438 

0,8 –0,124934 0,966536 0,906256 –0,117138 

0,9 –0,038467 0,724856 0,679646 –0,036066 
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Анализ численного эксперимента показывает, что с увеличением чис-
ла циклов нагружения изменяются значения функции пластичности и по-
вреждаемости. В свою очередь это влияет на кинетику перемещений, уси-
лий и моментов упругопластического стержня.  

5. Заключение. На основе вариационного принципа получена система 
дифференциальных уравнений движения (равновесия) тонкостенных 
стержней. Сформированы краевые задачи при повторно-переменном 
нагружении и исследовано напряженно-деформированное состояние 
стержней при переменном нагружении с учетом обобщенного принципа 
Мазинга и повреждаемости материала. При этом показано влияние цикли-
ческих диаграмм деформирования на расчетных величин.  
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