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УСПОКОЕНИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА  
С МНОГИМИ ЗАПАЗДЫ ВАНИЯМИ ПОСРЕДСТВОМ ОВРАТНОЙ СВЯЗИ

В работе изучена следующая задача: для линейной автономной дифференциально-разностной системы 
нейтрального типа с запаздыванием в состоянии требуется обеспечить ее полное успокоение с помо­
щью обратной связью. Для решения указанной задачи предложен линейный автономный динамический 
дифференциально-разностный регулятор типа обратной связи по состоянию, не выводящий замкнутую 
систему из исходного класса линейных автономных систем нейтрального типа. Достаточное условие су­
ществования такого регулятора совпадает с критерием полной управляемости. Кроме того, замкнутая 
система будет иметь конечный спектр, что существенно упрощает задачу вычисления текущего состо­
яния в ходе технической реализации регулятора. Основная идея исследования заключается в выборе 
параметров регулятора так, чтобы замкнутая система стала точечно вырожденной в направлениях, 
отвечающих фазовым компонентам исходной (разомкнутой) системы. Для этого на начальном этапе 
исходная система обратной связью приводится к системе запаздывающего типа с одним входом. Далее 
для полученного объекта строится динамический регулятор, обеспечивающий вырождение соответству­
ющих фазовых компонент.

Предложенная процедура построения управляющего воздействия базируется на алгебраических 
свойствах оператора сдвига и не предполагает вычисления корней характеристического квазиполинома 
исходной системы. Возможно ее использование для обеспечения замкнутой системе не только полного 
успокоения, но и экспоненциальной устойчивости. Однако в последнем случае возникает необходимость 
использовать динамические регуляторы с обратной связью по состоянию интегрального типа.

Ключевые елова: дифференциально-разностная система, нейтральный тип, полная управляемость, ре­
гулятор, обратная связь, точечная вырожденность.

Введение

Одним из важнейших требований, предъявляемых к реальным системам управления, явля­
ется обеспечение им наперед заданных свойств. Это приводит к необходимости исследования 
задач стабилизации [1-4], модальной управляемости [5-7], спектральной приводимости [8,9], 
полной управляемости обратной связью [10-13].

Проблема полной управляемости (полного успокоения) впервые была поставлена Н.Н. Кра­
совским [14] для систем запаздываюш,его типа, а затем исследовалась многими авторами [10-19] 
(исторические сведения и современное состояние этой проблемы обсуждаются в [10-12,15], по­
этому здесь не приводятся). С позиции теории автоматического регулирования наибольший 
интерес в решении задачи полной управляемости представляет возможность успокоения си­
стемы обратной связью. В этом отношении стоит отметить работы [10-13], в которых построен 
регулятор типа обратной связи по состоянию, обеспечиваюш,ий не только полное успокоение, 
но и асимптотическую устойчивость замкнутой системы. Основная идея [10] заключается в 
выборе параметров дифференциально-разностного регулятора так, чтобы замкнутая систе­
ма стала точечно вырожденной в направлениях, отвечаюш,их фазовым компонентам исходной 
(разомкнутой) системы [20]. При этом достаточным условием суш,ествования такого регуля­
тора в случае дифференциально-разностных систем с одним входом является условие полной 
управляемости [19]. В работах [11,12] эта идея распространяется на интегральный тип регу­
лятора для дифференциально-разностных систем с одним входом, позволяюш,им, помимо пол­
ного успокоения, обеспечить еш,е и асимптотическую устойчивость замкнутой системы. В [13] 
идея [10] переносится на случай алгебро-дифференциальных регулярных многовходных систем



Успокоение решения систем нейтрального типа 41

МАТЕМАТИКА 2014. Вып.З

с запаздыванием в управлении, при этом отличительной чертой работы является отсутствие у 
исследуемой системы свойства полной управляемости.

В настояш,ей статье дано дальнейшее развитие идей [lO-lS] на случай многовходных си­
стем нейтрального типа с многими запаздываниями. Показано, что в случае наличия у таких 
систем свойства полной управляемости [15,17,18] их всегда можно успокоить за счет выбора 
линейной обратной связи по состоянию. Для этого разработан линейный автономный дина­
мический дифференциально-разностный регулятор с обратной связью по состоянию, который, 
во-первых, не выводит замкнутую систему из исходного класса линейных автономных систем 
нейтрального типа с многими запаздываниями и, во-вторых, обеспечивает замкнутой систе­
ме конечный спектр. Последнее является актуальным при построении процедуры вычисления 
текуш,его состояния [15,18] и обеспечения замкнутой системе экспоненциальной устойчивости 
(в случае конечного спектра асимптотически устойчивая система нейтрального типа будет экс­
поненциально устойчивой).

§ 1. Постановка задачи

Предположим, что объект управления описывается линейной автономной дифференциально­
разностной системой нейтрального типа:

X(t) -  у  Dix(t — iĥ  —  ̂  ̂Aix(t — iĥ  “h -S'u(t), t ̂  Oj (1.1)
i=l i=0

c начальным состоянием x{t) =  t € [—mh, 0], где x € решение уравнения (1.1), u €
кусочно-непрерывное управляюш,ее воздействие (управление) bkxs действительное

пространство постоянных матриц размера к х s, =  R  ̂ ), Aj € R"^", i =  0, m; Ą  € R"^", 
i =  1, m; ІЗ € R” ’̂", /;, > o ^  постоянное запаздывание.

Начальное состояние rj будем считать абсолютно непрерывной на отрезке [—mh, 0] вектор- 
функцией со значениями в R” . Тогда [21] при любом управлении u{t), t > 0, суш,ествует един­
ственная абсолютно непрерывная функция (решение системы (1.1)) x{t), t ^ —mh, удовлетво- 
ряюш,ая (1.1) почти всюду.

т т
Определим полиномиальные матрицы D{z) =  Т) Л-2*, Систему (1.1) можно

г = 1  г = 0записать в следующем операторном виде:

(̂ Еп — D{z))x{t)  =  A{z)x{t) +  Bu{t), t > о,

где z — оператор сдвига (то есть zf{t)  =  f { t  — Л,)), Ek € R^^  ̂ — единичная матрица. Далее 
для удобства изложения будем придерживаться операторной формы записи.

Определение 1. Систему (1.1) называют полностью управляемой, если для любого на­
чального состояния Г] суш,ествуют момент времени > 0 и управление u{t), t € [0, ti], u{t) =  0, 
t > t\, такие, что

x{t) =  0, t ^ t\.

Известен [15,18] критерий полной управляемости системы (1.1).

( 1.2)

Теорема 1. Для того чтобы система (1.1) была полностью управляемой, необходимо и до­
статочно одновременного выполнения двух условий:

rank [\{Еп -  Е{е -^Д) -  А{е-^Д,В] = п  VA € С

rank

где С ^  множество комплексных чисел.

г= 1

=  п VA € С, А ф о.

(1.3)

(1.4)
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Перейдем к формулировке задачи настоящего исследования. Пуств для сйстемві (1.1) вві- 
полняются условия (1.3), (1.4). Требуется обратной связвю по состоянию обеспечитв решению 
системв! (1.1) тождество (1.2).

Для решения поставленной задачи будем строитв лннейнвій днфференцналвно-разностнвій 
регулятор вида

(1.5)
( 1.6) 

(1.7)

где Т* €

u{t) =  Т^(фж(і) +  T ‘̂ {z)x{t) +  ekXn+i{t),
Xn+i{t) =  Fii{z)x{t) +  Fi2 {z)xn+i{t) +  Fi3{z)yit),

y{t) =  F2 l{z)x{t) +  F22{z)Xn+l{t) +  F23{z)y{t), t >  0,

"[z], г =  1, 2, T^(0) = 0 , =  col[0,. ..  , 1 , . . . ,  0] € M"' (единица стоит на к-ом месте),

Fn{z)  € Fuiz)  € F^iz)  €

F2i {z) € F22{z) € F23{z) €

— множество полйномйалвнвіх матриц размера т х п ) ]  Xn+i € М, у =  col [у і,. . . ,  у̂ ] € 
€ R'̂  — дополнйтелвнвіе переменнвіе, s — некоторое натуралвное число. Будем считатв в (1.5)- 
(1.7) функции x{t), t < —mh, Xn+i(t), y(t), t < 0, произволвными абсолютно непрерывными. 
Регулятор (1.5)-(1.7), обеспечивающий системе (1.1) выполнение тождества (1.2), назовем ре­
гулятором полного успокоения.

Система (1.1), замкнутая регулятором (1.5)-(1.7), в силу равенства Т^(0) =  0 является 
линейной автономной однородной дифференциалвной системой нейтралвного типа с соизме­
римыми запаздываниями и имеет вид

( 1.8)

где Okxs € R̂ '̂̂  — нулевая матрица.
В следующих § § 2, 3 приведем процедуру построения матриц, образующих регулятор (1.5)- 

(1.7), а затем (§4) обоснуем то, что построенный регулятор обеспечивает системе (1.1) выпол­
нение тождества (1.2).

§2 . Построение матрицы T^{z)

Выберем матрицу T^(z) так, чтобы замкнутая система (1.8) имела характеристический 
квазиполином запаздывающего типа при любых матрицах T ‘̂ (z), FjAz), i =  1,2, j =  1,3.

[ Е „ - ( 0 ( г ) + В Т Ч т  0 , 1  o l
Olxri 1 Oixs =  1-
Osxri 0̂ x1 Fg

Лемма 1. Пусть выполняется условие (1.4). Тогда существует матрица T^{z), Т^(0) =  0, 
такая, что

[Eri - [ D { z )  +  BT^(z))] 0„xi 0„xs x{t)
Olxri 1 0ixs Fn+i{t)
Osxri 0sxi Fg . m

■ A{z)+BT^{z ) BCk Oraxs x{t)
= Fi2 {z) Fi3{z) Xn+l{t)

F2i {z) F22{z) F23{z) _ y(t) _

Это будет выполнятвся, если del

del [En -  {D{z) +  BT\z))]  = 1 .  

Д о к а з а т е л в с т в о .  Определим матрицы

( 2. 1)

Dl . Dm—l Dm в

D = E n 0}7,xri O n x n
, В = O n xr

^ п х п E n O n x n x r

( 2 . 2 )
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Вначале покажем, что суш,ествует полиномиальная матрица T{z), Т(0) =  0, такая, что имеет 
место тождество

del [Епт -  {Dz +  BT{z))] =  1.

Для этого, прежде всего, заметим, что из (1.4) следует равенство

rank [Епт — Dz, В] =  пт \/z € С.

(2.3)

(2.4)

Докажем условие (2.4). Действительно, предположим противное: при некотором zq € С (zq Д 0) 
rank [Епт — Dzo, В] < пт. Тогда найдется вектор q =  co\[qi,. . . ,  qm], qi € М", (? Д 0, такой, что 
выполняются соотношения

q' [Епт -  Dzo] =  о, q'B =  0. (2.5)

Здесь и далее символ «̂ > (штрих) обозначает операцию транспонирования. В силу первого 
соотношения в (2.5) имеем

q [Епт 44Zo] col [En, EnZo, . . . ,  EnZQ ] =  q col [En D[zq) , O x̂n) • • •) OjT,xri] ^  4\ [En 44(^0)] = 0 .

Из второго равенства в (2.5) следует, что q\ В =  0. Значит, условие (1.4) нарушается при 
Л =  1/Zq . Получили Противоречие.

Определим матрицу =  [В, D B , . . . ,  І4"'“ ^і?]. Условие (2.4) равносильно условию

rank І4д =  rank [44 ,̂ 44” ]. (2.6)

Пусть rank І4^ =  р. Построим матрицу Q, del Q Д 0, такую, что Q~^DQ =

Q-^B =

D\ 442 
0 N

Bi
0

где 44i G B\ € размеры блоков D 2 , N  очевидны. Непосредственной

проверкой можно убедиться, что

rank [B i ,D iB i , . . . ,  D{~^Bi] =  р. (2.7)

Заметим, что в силу (2.6) блок N  будет нильпотентный, следовательно, del [Епт-р ~  4Vz] =  1. 
Из равенства (2.7) следует, что суш,ествует матрица Т\ € R*"̂  ̂ такая, что

del [Ер — [D iz +  BiT\z)] =  1.

Для ее построения достаточно привести матрицу І4і к блочно-треугольному виду с диагональ­
ными блоками в форме Фробениуса. Положим T(z) =  [Д ,Т 2 ] г д е  Т2 — любая матрица 
подходяш,его размера. Тогда

del [Епт -  {Dz +  B f {z ) ) ]  =  del [Епт -  {Q-^DQz  +  Q-^Bf{z )Q)]  =

=  del [Ep -  {Di +  i?iTi)z]det [Enm-p ~ Nz] =  1.
^ ^ ^ ^ ____ m ^

Пусть T{z) =  [Ti , . . .  ,Tm]z, где блоки Д € R’"^", i =  l ,m.  Положим T^{z) =  '^Tiz'^.
i=l

Покажем, что матрица T^{z) обеспечивает (2.1). Действительно, выполняя элементарные пре­
образования над строками, имеем следуюш,ую цепочку равенств:

1 =  del [Епт -  {Dz +  BT{z))] =

=  del

En — {D\ ВТі^ z —{D2 E B T 2 ) z . ..  —{DmEBTm)z
En z E„

En
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=  del

К  -  Е  ( А  +  BTi)z^ -  Е  ( А  +  BTi)z
і=1 і=2

Onxn Efi

i-1 — {В>т +  BTm)z 

Onxn

Ern,

=  det [ E n - { D { z )  +  BT\z) )] .

□Лемма доказана.
В соотношении (1.5) выберем матрицу T^{z) так, чтобві имело место (2.1).

§ 3 . Построение матриц T2 {z), Fij{z), г =  1,2, j  =  1,3

Пуств r(z ) — матрица, присоединенная к матрице \Еп — {B>{z) +  BT^{z))~\, где матрица 
T^(z) удовлетворяет (2.1). Тогда

[Еп -  [D{z) +  BT\z))]T{z)  =  T(z) [En -  [D{z) +  B T \ z))] =  K -

Обозначим Ha {z) =  A{z)T{z). Простая проверка показывает, что из (1.3) и (2.1) следует равен­
ство

rank [Ліі'п — Пд(е“  ) ,Б ] = п  VA € С, 

которое, в свою очереди, влечет равенство

rank [B,Ha {z)B, . ..  ,IE^^{z)B^  ̂ = п

(3.1)

(3.2)

(здесв и далее под рангом полиномиалвной матрицы понимаем [22, с. 143] наиболвший порядок 
неравного тождественному нулю ее минора). Выберем любые р (р ^ г) столбцов матрицы 
В =  [b\,. ..  ,Ьг] так, чтобы выполнялисв следуюш,ие равенства:

rank [bsi, ■ 
rank [bsi, ■ 
rank [bsi, ■ 
rank [bsi, ■

гП1 - 4 z ) K ] =  rii,
гП1 - \z)bsi, prrai 7 Ж ]  == ni,
гП1 - \z)bs,, bs2 1. . . , n r ~ \ 7 К ] =  r i i+  П2,
гП1 - \z)bsi, bs2 1 ТТП2-. . . , ІІД ~4z)bs2, =  ni +  П2,

гП1 - \z)bsi, Ŝ2 ) ТТП2-. . . , ІІД ~\z)bs2, • • • ) bsp) • • • Jplp-A A ~ {̂z)bsp]

В (1.5) полагаем к =  si, то еств в качестве вектора ед, берем вектор 
Обозначим Пд(г) =  [bs^,... ,lT^~^{z)bs^,bs2 , ■ ■. ,U^~^{z)bs2 , ■ ■ Учи-

тывая, что гапкПд(г) =  п, построим [22, с. 139] квадратную полиномиалвную матрицу G{z), 
detG(z) =  const ф о, такую, что матрица G{z)IiA{z) будет иметв следуюш,ую структуру:

G { z ) U a {z ) =

о о

о *

где символом «*» обозначены некоторые полиномы, причем полиномы, стояш,ие на побочной 
диагонали, отличны от тождественного нуля. Заметим, что умножение матрицы Пд(г) сле­
ва на матрицу G{z) равносилвно элементарным преобразованиям ее строк. Положим A(z) =  
=  G(z)IIa (z)G~^(z), B{z) =  G{z)B. Далее для простоты считаем, что в матрице Пд(г) 
номер Si =  1. Тогда можно считатв, что первый столбец матрицы В (z) будет иметв вид 
Ь\ =  СОІ [ о , . . . ,  о,  б] , где Ь — некоторое число.
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Поскольку имеет место (3.1), то rank \\Еп — А(е ^^),іЗ(е =  п VA € С. В силу по-
_2

следнего условия можно построить [23] полиномиальную матрицу Т (z) такую, что

rank [ХЕп — =  п VA € С, (3.3)

где матрица L{z) =  A(z) +  B{z)T^{z).
Введем вспомогательную линейную автономную дифференциально-разностную систему 

с соизмеримыми запаздываниями и одним входом:

x{t) =  L{z)x{t) +  biXn+i{t), 
^n+i{t) =  v{t), t >  0,

(3.4)
(3.5)

где ж =  col [жі,. ..  ,Xn] € M", Xn+i G R ^  решение системы (3.4)-(3.5), v{t), t > 0, ^  скалярное 
кусочно-непрерывное управляюш,ее воздействие. Из (3.3) следует, что

rank ХЕп — L(e
о

-Xh\ -b i  0„ 
А 1 =  п +  1 VA € С,

где On =  col [о,. . . ,  о] € R” . Таким образом, система (3.4)-(3.5) является полностью управляе­
мой [19]. В работах [10-12] показано, что линейную автономную дифференциально-разностную 
систему с одним входом при наличии свойства полной управляемости всегда можно замкнуть 
линейной обратной связью, обеспечиваюш,ей ее точечную вырожденность в направлениях, от- 
вечаюш,их фазовым компонентам разомкнутой системы. Используя методику работы [10], си­
стему (3.4)-(3.5) замкнем регулятором

v{t) =  Eii{z)x{t)  +  Ei2 {z)xn+i{t) +  Ei3 {z)y(t),

W )  =  Т 2 і(фж(і) +  E22{z)Xn+l{t) +  E23{z)y{t), t >  0,
(3.6)
(3.7)

где Xn+i e R, у =  col [у і,. . . ,  у,] € 
ральное число,

Fiiiz) €  R^"""

F2i {z) € R""""

Замкнутая система (3.4)-(3.7) будет иметь вид

вспомогательные переменные, s — некоторое нату-

И, Сі2(ф €Ri^i[z], Еіз(г) [z]

С22(ф €R^^l[z], F23{z) G R^^^H

x{t) L{z) bi{z) 0„xs x{t)
= Fii{z)  Fi2 {z) Fi3{z) Xn+l{t)

m  _ _ F2i {z) F22{z) F23{z) _ . Ш) .
t > 0. (3.8)

Матрицы регулятора (3.6)-(3.7) выберем так, чтобы замкнутая система (3.8) стала точечно 
вырожденной в направлениях, отвечаюш,их первым п +  1 компонентам ее решения, то есть 
компонентам Х\,Х2 , ■ ■ ■ ,Жп+і- Тогда найдется момент времени > 0 такой, что каково бы ни 
было начальное состояние x{t),Xn+i(t),y{t),t ф 0 системы (3.8), будут выполняться тождества

Xi{t) =  о, t ^ t\, г =  1,п +  1. (3.9)

Замечание 1. Система (3.8) называется точечно вырожденной [20, 21] в момент времени 
t\ >  о, если суш,ествует ненулевой вектор д € R” +'̂ +̂  такой, что фсо1 \ x { t \ ) , X n + i { t i ) =  0 
для всех начальных состояний системы (3.4)-(3.7). Вектор д называют вектором (направлени­
ем) вырождения системы (3.4)-(3.7). Известно [20], что если система является точечно вырож­
денной в момент времени > 0 в направлении вектора д, то она точечно вырождена в этом 
направлении при всех t > t\.
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T^z)  =  T\z)Giz) [En -  [D{z)  +  B T \ z ) ) ] , 

Fii{z) =  Fii{z)G{z) [En -  [D{z)  +  B T \ z))] , 
F2i {z) =  F 2i {z)G{z) [En -  [D{z)  +  B T \ z ) ) ] ,

(3.10)

остальные матрицы Eij, i =  1,2, j  =  2,3, в (1.6), (1.7) те же, что и в (3.6), (3.7). Регулятор 
полного успокоения (1.5)^(1.7) построен.

§4 . Обоснование тождества (1.2) для построенного регулятора (1.5)-(1.7)

Следуюш,ее утверждение обосновывает то, что построенный выше регулятор (1.5)^(1.7) 
обеспечивает решению системы (1.1) тождество (1.2).

Теорема 2. Система (1.8) является точечно вырожденной в направлениях

=  СОІ [о,. . . ,  о, 1 , о, ...  , о] € г =  1,п +  1

(в векторах д'̂  единица стоит на г-м месте).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Систему (3.4)-(3.5), замкнутую регулятором (3.6)-(3.7), запишем 
В виде

X{t)  =  A{z)X{t)^ t > о, (4.1)

где X{t)  =  col [x{t),Xn+i{t),y{t)],

A{z) =
G{z)Ua {z) G - \ z) + G {z )BT^{z)  G {z )B e i  0.

Fn{z)
F2i {z)

Fi2{z) Fi3{z) 
F22{z) F23{z)

Обозначим G{z) =  diag [G{z), l,Ea\. В (4.1) сделаем замену X{t)  =  G{z)X{t) ,  в итоге получим 
линейную дифференциально-разностную систему

X(t)  =  A(z)X(t) ,  t > о. (4.2)

где A(z) =  G {z)A(z)G{z).  Обратим внимание, что первые п +  1 компонент вектора X(t)  при 
t t\ тождественно равны нулю. Положив

col[x{t),Xn+i{t),y{t)]  =X{t)(^diag [En -  [D{z) +  B T ^ {z ) ) ] , l ,  Е, 

получим систему (1.8), первые п компонент которой удовлетворяют тождеству

[ Е п - {D(z) +  BT^{z))]x{t)  = 0 ,  t ^ t i .

- 1

(4.3)

Докажем, что из (4.3) следует (1.2). Ранее (§2) было показано, что можно построить поли­
номиальную матрицу T^(z), Т^(0) =  0, такую, что степени полиномов ее компонент не будут

т
превышать числа т. Поэтому ее можно представить в виде T^{z) =  ^  Дг*, где Ti €

i=l
i =  1 ,т  — некоторые полиномиальные матрицы. Обозначим x{t) =  col [x{t), . . .  , x ( t—{m—l)h')~\,

■ Dl  +  BTi D2 +  BT2 . • Djn- 1  +  BTm-l Dm +  BTm

D = En O n x n dnxn O n x n

O r a x r i O n x n En O n x n
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Разностное уравнение (4.3) перепишем в виде

x{t) =  Dx{t — h), t^ t\ .  (4.4)

Используя теорему Лапласа для определителей и (2.3), приходим к равенству

d e t [A K m -5 ]  =Л"™,

то есть матрица D  является нильпотентной. Обозначим  ̂— индекс нильпотентности матрицы 
D {D^ =  0). Из (4.2) и нильпотентности матрицы D  следует, что x{t) =  Q, t — l)h.
Из последнего равенства в силу структуры матрицы D  имеем [16] x{t) =  0, t ^ t\, где t\ =  
=  ti +  ({ — m)h. Теорема доказана. □

Замечание 2. В процессе построения регулятора (3.6)-(3.7) системе (3.8) попутно обеспе­
чивается конечный спектр [10]. В силу условия (2.1) система (1.8) также будет иметь конечный 
спектр. Поэтому вектор-функция СОІ \En—{D{z)+BT^{z)')\x{t),Xn+i{t),y{t) , t > 0, стечением 
времени сглаживается. Это обстоятельство играет важную роль при построении непрерывной 
операции восстановления текуш,его состояния системы (1.8) [15,18].

§ 5. Обсуждение результатов. Пример

Для линейных автономных дифференциально-разностных систем нейтрального типа с со­
измеримыми запаздываниями представлена процедура построения линейной обратной связи, 
обеспечиваюш,ей успокоение решения исходной системы. Если к системе (3.4)-(3.5) применить 
рассуждения работ [11,12] и замкнуть ее интегральным регулятором, то можно, наряду со свой­
ством точечной вырожденности, обеспечить асимптотическую устойчивость замкнутой систе­
мы. Тогда, в силу (2.1) система (1.1), замкнутая построенным регулятором, также будет асимп­
тотически устойчивой. Кроме того, в силу (2.1) характеристический квазиполином замкнутой 
системы будет являться полиномом, поэтому из асимптотической устойчивости замкнутой си­
стемы будет следовать ее экспоненциальная устойчивость [21, с. 321].

Пример 1. Рассмотрим систему (1.1) с матрицами {т =  2 ,п  =  3)

' - 2 z  0 0 ■ ' 2z  ̂ 1 0 ■ ■ -1  - 1  2 ■
D{z) = 2z 0 0 

0 0 0
, A(z) = 0 0 0 

0 1 0
, B = - 1 0  0 

0 0 0
h =  \п2. (5.1)

Несложно убедиться, что условия полной управляемости (1.3)^(1.4) для данной системы 
выполнены. Построим регулятор (1.5)^(1.7), обеспечиваюш,ий рассматриваемой системе тож­
дество (1.2).

Вначале вычисляем матрицу T^(z), обеспечиваюш,ую равенство (2.2). Для этого восполь­
зуемся доказательством леммы 1. После достаточно простых расчетов получим матрицу 

0 0 0
T\z)  =  ' 

рицу r(z ) =

- 2 z  о о 
0 0 0

. Переходим к вычислению матрицы Т (z). Для этого найдем мат-

. Возьмем § 1  =  2, матрицу 

. Теперь выпишем систему

1 0 0 ■ ■ 2z  ̂+  2z 1 0 ■
2z 1 0 и построим Ид (z) = 0 0 0
0 0 1 2z 1 0

' 0 1 0 ' ■ - 6  5 0
G{z) = 0 0 1 

1 0 0
и найдем матрицу {z) = 0 1 0

_ 0 0 -^2 -  z _
(3.4)-(3.5):

x(t) =
■ 6 -5 0 0

1 0 2z x{t) + 0
_ 7 -6 0 -1

it) , t > 0.

X4(t),
(5.2)
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Д ан н ая  си стем а  я вл я ется  п о л н о ств ю  уп р авл я ем ой , п о э т о м у  д л я  нее м ож н о  п о ст р о и т в  р егу л я тор  
п ол н ого  усп ок оен и я  (3 .6 )^ (3 .7 ). С и стем а  (5 .2 ) и м еет д в а  н н варн антнвіх  сп ек трал вн віх  значения 
{1 ; 5 } , к отор в іе  в х од я т  в сп ек тр  за м к н у той  си сте м ы  (1 .8 ) при  л ю б ы х  к о эф ф и ц и ен та х  р егу л я тор а  
(1 .5 )^ (1 .7 ). Д оп ол н и м  сп ек тр  за м к н у той  си стем ы  (1 .8 ), нап рим ер , значени ям и { —1 ; —2 ; —3 }. 
Т аки м  об р а зом , ха р а к тер и сти ч еск и й  п ол и н ом  за м к н у той  си стем ы  (1 .8 ) бу д ет  таки м : (Л — 1)(Л — 
—5 ) (Л +  1)(Л  +  2) (Л +  3 ). С огл а сн о  м етод и ке р а б о т ы  [10] в ы ч и сл я ем  пол и н ом и ал вн ы е м атри ц ы  
Fn{z), F 2i {z), Fij{z), i =  l,2, j =  2, 3.

H a осн ован и и  (3 .10) вы п и сы ваем  р егу л я тор  (1 .5 )^ (1 .7 ) д л я  и сход н ой  си стем ы  (1 .1 ):

u{t) =
0 0 0 ■ 12z - 6 5 ■ ■ 0 ■

- 2 д 0 0 x{t) + 0 0 1 x(t) + 1
0 0 0 0 0 0

XĄ(t), t > о,

где

^ п ( ^ )

Fuiz)
Fisiz)
F2i {z)

F22{z)
F2i{z)

=  [

=  [ 
=  [ 
=  [

=  [ 
=  [

Xi{t) =  Fii{z)x{t) +  Fi2 {z)Xn+i{t) +  Fi:i{z)y{t), t >  0, 

y{t) =  F2 l{z)x{t) +  F2 2 {z)Xn+l{t) +  F2 3 {z)y{t), t >  o.

149512797824.2^-2167301995508.2 "^+Э40Э816785072.гЗ-1370ЭЭ877Э2023.г^+4650Э22007878.г+28763867520
408051000 ’

74756398912M-108394271823423+47091831927212^-68740427367142+2357820444824
408051000 ’

585627522"^ -84930525423 +369140795І23 -53944669342+1859855564 1
321300 J ’

- 61826984+ 645281422- 3815076323+ 841190223 - 5703042 "̂  1 
5440680 J ’

[ 6l(“ ® +  ^)(“ 4 +  z)(—2 +  z){—l +  2z}(—l +  32z) ] ,
13323085414096642" ^ - 1960407901213294023+ 8842682796427340823- 1475579202733732732-13323963031139970

34688670541875 '
66615427070483223-980463902726375023+442520749980802792-73957722461043634

34688670541875 ’
104370536614423-1536447871858023+693745189657782-116052801249308

54627827625 J ’
676592859142-35769831406І2+7606941091423-508197894423

462515607225 J ’
29182904- 645281422+ 3815076323- 841190223+ 5703042 "̂  1 

5440680 J •
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This paper examines the following problem: a linear autonomous differential-difference system of neutral 
type with delay in state requires ensuring its complete calming by feedback. To solve this problem linear
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autonomous dynamic differential-difference controller with state feedback is proposed; this controller does 
not exclude a closed system from the original class of linear autonomous systems of neutral type. Sufficient 
condition for the existence of such a controller coincides with the criterion of complete controllability. In 
addition, the closed system has a finite spectrum, which simplifies greatly the problem of calculating the 
current state during the technical implementation of the controller. The basic idea of research is to select 
parameters for the controller so that the closed system becomes point-degenerated in directions corresponding 
to phase components of the original (open) system. To do this, the original system is first converted via 
feedback to the single-input system of retarded type. Further, for the resulting object the dynamic controller 
that provides the degeneracy of the corresponding phase components is constructed.

The proposed procedure for constructing the control action is based on the algebraic properties of shift 
operator and does not involve calculating the roots of characteristic quasipolynomial of the original system. 
It can be used to provide full calming as well as exponential stability to a closed system. However, in the 
latter case it is necessary to use dynamic controller with state feedback of integral type.

REFERENCES

1. Krasovski! N.N., Osipov Yu.S. On the stabilization of motions of a plant with delay in a control system, 
Izv. Akad. Nauk SSSR, Tekh. Kibern., 1963, no. 6, pp. 3-15 (in Russian).

2. Osipov Yu.S. Stabilization of control systems with delays. Differ. Uravn., 1965, vol. 1, no. 5, pp. 606-618 
(in Russian).

3. Minyaev S.I., Fursov A.S. Simultaneous stabilization: Construction of a universal stabilizer for 
linear plants with delay with the use of spectral reducibility. Differential Equations, 2012, vol. 48, no. 11, 
pp. 1510-1516.

4. Rabah R., Sklyar G.M., Rezounenko A.V. On strong stability and stabilizability of linear systems of 
neutral type, Advaneed in Time-Delay Systems, 2004, pp. 257-268.

5. Marchenko V.M. Control of systems with aftereffect in scales of linear controllers with respect to the 
type of feedback. Differential Equations, 2011, vol. 47, no. 7, pp. 1014-1028.

6. Pavlovskaya A.T., Khartovskii V.E. Control of neutral delay linear systems using feedback with 
dynamic structure. Journal of Computer and Systems Seienees International, 2014, no. 3, pp. 305-320.

7. Khartovskii V.E., Pavlovskaya A.T. To the problem of modal control for linear systems of neutral type, 
Vestn. Udmurt. Univ. Mat. Mekh. Kornp’yut. Nauki, 2013, no. 4, pp. 146-155 (in Russian).

8. Manitius A.Z., Olbrot A.W. Finite spectrum assignment problem for systems with delays, IEEE 
Transaetions on Automatie Control, 1979, vol. 24, no. 4, pp. 541-553.

9. Watanabe K., Nobuyama E., Kitamori T., Ito M. A new algorithm for finite spectrum assignment 
of single-input systems with time delay, IEEE Transaetions on Automatie Control, 1992, vol. 37, no. 9, 
pp. 1377-1383.

10. Metel’skii A.V. Complete damping of a linear autonomous differential-difference system by a controller 
of the same type. Differential Equations, 2012, vol. 48, no. 9, pp. 1219-1235.

11. Metel’skii A.V. Spectral reduction, complete damping, and stabilization of a delay system by a single 
controller. Differential Equations, 2013, vol. 49, no. 11, pp. 1405-1422.

12. Metel’skii A.V. Complete calming and stabilization of delay systems using spectral reduction. Journal 
of Computer and Systems Seienees International, 2014, no. 1, pp. 1-19.

13. Khartovskii V.E., Urban O.I. Control of linear autonomous differential-algebraic systems by dynamic 
controllers, Proeeedimgs of the National Aeaderny of Seienees of Belarus, Series of Physieal-Mathernatieal 
Seienees, 2014, no. 1, pp. 36-42 (in Russian).

14. Krasovski! N.N. Optimal processes in systems with delay. Optimal systems. Statistieal methods: 
Proeeedimgs of the II International Congress of IPAC, 1961, vol. 2, pp. 201-210.

15. Khartovskii V.E., Pavlovskaya A.T. Complete controllability and controllability for linear autonomous 
systems of neutral type. Automation and Remote Control, 2013, no. 5, pp. 769-784.

16. Khartovskii V.E. Complete controllability problem and its generalization for linear autonomous 
systems of neutral type. Journal of Computer and Systems Seienees International, 2012, no. 6, 
pp. 755-769.

17. Metel’skii A.V., Minyuk S.A. Complete controllability and complete constructive identifiability 
of completely regular differential-algebraic delay systems. Differential Equations, 2007, vol. 43, no. 3, 
pp. 311-327.

18. Metel’skii A.V., Minyuk S.A. A criterion of constructive identifiability and complete controllability 
of linear stationary systems of neutral type. Journal of Computer and Systems Seienees International, 2006, 
no. 5, pp. 690-698.



Успокоение решения систем нейтрального типа 51

М АТЕМ АТИ КА 2014. Вып.З

19. Marchenko V.M. То controllability of linear systems with aftereffect, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1977, 
vol. 236, no. 5, pp. 1083-1086.

20. Metel’skii A.V. The problem of point density in the theory of differential-difference systems control, 
Russian Mathematical Surveys, 1994, vol. 49, no. 2, pp. 101-139.

21. Hale J. Theory of functional differential equations, New York-Heidelberg-Berlin: Springer-Verlag, 
1977, 365 p. Translated under the title Teoriya funktsional’no-differentsial’nykh uravnenii, Moscow: Mir, 
1984, 421 p.

22. Gantmacher F.R. The theory of matrices, AMS Chelsea Publishing: Reprinted by American Mathema­
tical Society, 2000, 660 p.

23. Watanabe K. Finite spectrum assignment and observer for multivariable systems with commensurate 
delays, IEEE Transactions on Automatic Control, 1986, vol. 31, no. 6, pp. 543-550.

Received 30.06.2014

Metel’skii Anatolii Vladimirovich, Doctor of Physics and Mathematics, Professor, Department of Higher 
Mathematics No. 1, Belarusian National Technical University, pr. Nezavisimosti, 65, Minsk, 220013, Belarus. 
E-mail: ametelski@bntu.by

Khartovskii Vadim Evgen’evich, Candidate of Physics and Mathematics, Associate Professor, Head of the 
Department of Logistics and Methods of Control, Yanka Kupała State University of Grodno, ul. Ozheshko, 
22, Grodno, 230023, Belarus.
E-mail: hartovskij@grsu.by-

Urban Ol’ga Ivanovna, post-graduate student. Department of Mathematical Analysis and Differential 
Equations, Yanka Kupała State University of Grodno, ul. Ozheshko, 22, Grodno, 230023, Belarus.
E-mail: urban oIa@maiI.ru

mailto:ametelski@bntu.by
mailto:oIa@maiI.ru

