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HEOINPEJAEJEHHBIA UHTETPAJI

3ansatue 1. Heonpenenennslii uHTErpaJ.
Metoa HenmocpeaCTBEHHOT0 HHTETPHPOBAHMS

Ayoumopnuwie 3a0anun

1.1. ITonp3ysich CBOWCTBAMH HEONPEIENIEHHOIO0 HHTerpajna u Tao-
JUIEH OCHOBHBIX HEOIPENEICHHBIX WHTETPAJIOB, HAWTH CIEAYIOLINE
HHTETPaJIbL:

(1+4%/§)2 dr

1 +2 \/_ 1)dx; 2 dx; 3) |————;
) I( g )( ) ) I ) Isinzxcoszx
143x% .2 X 4x* +2x-3
4) [5r——ydv 5) [sin” >dx; 6) [—————dx;
/ (1+2 2) / 2 J X2
7) [sin3xcosxdr;  8) j(2x+3)3 dx; 9) [cos4xcos8xdx;

2 —x 3
10) j“cos Ydn 11 [27| 12 e 12) 2T
$2x ‘\‘/x_3 sin? x

13) j ! dx;
1+x° 1— x>
x XV x* 3¢
15) [| cos=—=sin=| dx; 16) [——dx; 17) [e*|5- dx;
)I( 2 2J )fsz ) Ie ( xt J

18) j(l—&fdx; 19) J'(\/;—%de;

6x* —8x> —4x? +3x-5 ) 3 1
20) | . de:  21) j'(\/x_+ﬁ dx

22) jex(1+ e z]dx; 23) j3X(2— 3_2de;

1-x I+x




5 1-x% +2cos? x
24 - dx; 25 dx;
)J{\/l x? COSZX] )I \/1 x% cos® x
26) j6x+7—+7xdx; 27) [(chx+shx)dx; 28) jwdx.
X+ x X

Momawinue 3ad0anusn

1.2. Ilonp3ysich TaOnuileld OCHOBHBIX HEOMpEIENEHHBIX WHTETPAJIOB
YU CBOMCTBaAaMHU HEONPEACIICHHOr0 MHTErpalia, HalWTH ClEeAYIOIIUe HUHTe-
Tpabl:

9x° +12x* —6x> +7x% —4x+2

1) (¥ -4)(x+2)dx 2) [ : dx;
x
3) _[tgzxdx; 4) e (3+Se_x ctg? x)dx;
2 4 6
5) [cos® Zdx; 6) [| 5 -2+ |dy;
) [cos 5 )j[x3 x5+x7j ;
3
1-+/x 2
7) I(—)dx; 8) '[Lssxdx;
cos” x
2 x4
9 10
)1 JE=
Omeemui:

2
1.1.1) %+%Jx7—2x+c; 2) 1n|x|+24%/}+24%/x7+c;

3) tgx—clgr+C;  4) —-+—arctgy2x+ C; 5)§—¥+C;
X

V2

6) 4x+21n|x|+§+c; 7) —%Cos2x—%cos4x+(f;
X

8) 2x* +12x° +27x* +27x+C; 9) %sin4x+isin12x+ C;



1 2"
10) —ctgx——x+C; 11) — +4¥x +C;
2 In2

12) —5ctgx+4cosx+C; 13) 3arctgx — 7arcsinx + C;

1, |x—1 X
14) x+—=In|—|+C; 15) x+cosx+C; 16) ——x+arctgx+C;

2 |x+1 3
17) 5¢* +i3+c; 18) x—2x°"? 12,2 200 +C,

X 2 5
19) %\/:3—6\/;+C; 20) 2x3—4x2—4x+31n|x|+§+c;
X
21) %\/37+3§/;+C; 22) —e " +arcsinx + C;
. X

23) 3 —arctgx + C; 24) 3arcsinx —5tgx + C;

25) 3tgx+2arcsinx + C; 26) 6arctgx+7ln|x|+C;

27) chx+shx+C; 28) 2cthx+7x+C.

4
12.1) 120 _ 2 _8es
43

2) 3x° +6x° —6x+71n|x|+i—i2+c; 3) tgx—x+C;
X X

4) 3¢" —Sctgx—5x+C; 5) T4 0oLl 1
2 x2 X4 x6
7)1n|x|—6J§+3x—§Jx7+C; 8)7tgx+3x+C;
3 J—
9) x—arctgx+C; 10) X imP e
3 2 |x+1




3ansTue 2. UHTEerpupoBaHue ¢ MOMONILIO 3aMEHBI TIePEeMEHHOIA.
MeToa MOACTAHOBKH

Ayoumopmbwie 3a0anus

2.1. Haiitu HeompeelieHHbIe WHTErpalibl IMOJABEIACHHEM (TIOJIHECE-
HUEM) TOJT 3HaK quddepeHrana;
2x+3

1) [cosx2%"*dx; 2) 3) [————dx;
I e (1+21nx) Ix2+3x+2
4 4 tg xdx dx

|5 ds 5) 25 6) J——r——

cos? x’ (1+x )arctgx
2 sin® 2x dx
7 * dx; 8 ; ; 10
) [xe  bove e N )I#

2.2. HaiiTi wHTErpaibl, IPIMEHUB METO/] IIOACTaHOBKH:

lnx\/2+ln X

D [x(3x+4) dg;  2) [x/2x+3ds  3) j—dx,
sin2x dx
4) | ———dx; 5 ; 6
)I4+sin2x )Jx\/x—l )‘[\/
sin xdx dx
7 ; 8) | ——; 9 ;
) I«/1+2cosx ) J.x\/xz_az ) I\/1+ex
1
Vx 2x cos(In
10) j‘i/; dx: 11) jx—zdx; 12) | ( x)dx;
cos
2 dx (2x+1)dx
13) [———=—dx; 4 ; 15) | ———;
)12—sinx 3 +1 )j Vx+1
V2
16) jlnx+1dx, 17 Is1nx+xcosx dv: 18).[ dx

2 ;
X" sin” x 1+ x2

19) [4""7 (14 Inx)dy,  20) [2EACCOSY g

\ll—x2



Jomawnue 3a0anus

2.3. Haiitu HeomnpeeneHHbIe HHTETPANIbl TIOABEACHUEM (TIOHECEHHEM )
nof nuddepeHuna:

1 [e*Pd 2) ]

cos2x d: 3) Ixz -3 dv: 4)I

1+sin? 2x x+In 2x

5) (x4 dv 6) [, 7 [958 [ cos(3x® + 1.
x“+7 1+9*
2.4. HaiiTu HeompeaeeHHbIE HHTETPANIbl METOJOM l'IO}_'LCTaHOBKI/II
4sin2x dx lnx+1
1) [——— >—; 2) [———dx; 3)I
4 +sin” x I+xInx 1+e*
1
1+x x2Inx+1 2%
4) I dx; 5) j%dx; 6) [“5-dx
4+ x“Inx X
7 x(4x+5)3 dx: 8) | &
x\/1—4ln2x
Omeemot:
sin x 1
2.1.1) +C )t G 3) ln‘xz +3x+2‘+C;
In2 6(1+21Inx)
4) 2ln‘x2 +2x‘+C; 5) tg x+C 6) ln|arctgx|+C;
1 _2 1 1
7 ——e™ +C; 8) - +C;  9) In|ln4x|+C;
2 6cos’ 2x  2cos2x

10) %arcsinx2 +C.

7 6 5/2 32
(Bx+4)" 2(3x+4) +C ) (2x+3)7" (2x+3)

2.2.1)
63 27 10 2

+C;

3
3) %(2+ln2x)2 +C; 4) ln‘4+sin2x‘+C; 5) 2arctg\x—1+C;

6) %/(x—lf +24x-1+C; 7) —/1+2cosx +C;



e’ +1-1

8) —Larcsin®+C: 9) In +C; 10) 2 4

a x ‘\/ex+1+1
1
2x X
1) -=—+C;  12)sin(nx)+C;, 13) —/2In[2—sin—|+C;
) 0 ) sin(Inx) ) 7
X 3 1
1 3 4 = =
14) —In +C; 15) —(x+1)2 -2(x+1)2 +C;
In3 |3 3
1 1
16) In|xInx|+C;  17) ——+C;  18) —In|—+ |5 +1|+C;
xsimx X X

xInx

19) +C; 20) —2+1- x> +arccos® x + C.

In

1 4x3 1 : |
23.1) —e +C; 2) —arctgsin2x+C; 3) ——e = +C;

4 2 3

3
4) 2JIn2x +C;  5) %(x2 _4H24+C; 6) %ln‘xz +7‘ e
7) Lalrctg 3F+C;  8) lsin(3x3 +1)+C.
In3 9

24.1) 41n‘4+sin2x‘+C; 2) In[l+xInx|+C; 3)x—ln‘1+ex+C;

4) §x; —xtdVr—anNx +1[+C; ) Infd+ P Ina+ G

1 5 4
e N M2 M

6) —
) 2In2 80 64

2

8) %arcsin 2Inx+C.

3ansTue 3. UHTerpupoBaHue 1o 4acTsiM B HeonpeaeJJeHHOM HHTerpasie
Ayoumopmbwie 3a0anus

3.1. MeToIOM HHTErpHpOBaHUS MO YacTAM HAWTH CIEAYIOLIHUE He-
OmpeIeICHHBIC HHTETPAJIBL;

10



1) [(2x+ 3)e4xdx; 2) j\/;ln 4xdx; 3) [xarctg2xdx;
4) f(xz +1)cos(3x+1)dx; 5) [e¢™ cos2xdx; 6) jln2 xdx;

7) [sin(Inx)dx;  8) Jlnx dx; 9) J-arc\:/mﬂdx 10) [x*3%dx
11) j%; 12) [(3x+1)cos? dxdx;  13) [x2In(1+x) dx;
14) [Va* +x*dx;  15) [cos/xdx; 16) [x* sinx*dx;
17 | LLLE 18) [xarcctg/xdr;  19) | xdx

COS X COS X

Homawnue 3a0anun

3.2. Haiitu cnenyiouiye HeolpeaeeHHbIE UHTETrpallbl METOJOM HH-
TETPUPOBAHUS IO YACTIM:

1) f(xz + 2x)cos 2xdx; 2) fezx sinxdy;  3) [—5— YCOSY 4y
sin’ x
4) [arccos xdx; 5 | eV dx; 6) [xsinxcosxdx;
7 | x\a}@x 8) | x>cos3xdx.
Omeemul:
3 3

3.1.1) (2x+3) 1e4x+C; 2) %x51n4x—ix5 +C;
8 3 9
3) ﬁarct 2x—lx+larct 2x+C;
p HEESIT TR AT
4) l(x2 +1)sm(3x+1)+3xcos(3x+1)—isin(3x+1)+C;
3 9 27

—X

5)e (2sin2x—cos2x)+C; 6) xIn’x—xlnx+x+C;

11



12

7) i(sinlnx—coslnx)+C; 8) —ln—;c—%JrC;
2 2x°  4x

2

9) 2/x+larcsinx +4/1—x +C; 10) 3" x——z—z"Jri3 +C;
In3 23 In®3

11) —24/1- x arcsin/x + 2v/x + C;

12) 252 4 X 33
47 7

sin8x+icos8x+ C;
128
3 3 2
13) T -2 2 i)
3 9 6 3 3

2
14) %\/xz +a? +a7ln x+vVx? +a?
2

1.
15) 2\/;sin\/;+cos x+C; 16) —x?cosx2 +Esmx2 +C;

tz_{_ﬁ
827y

2
18) %arcctg\/; +%\/x73 —%\/;—%arcctg\/;Jr C;

+C;

X

17) —In

+C;

COSx

19) xtgx+ ln|cosx| +C.

. l .
3.2.1) l(xz +2x)s1n2x+l(x+1)cos2x——sm2x+C;
2 2 4

2x

2) © (2sinx —cosx)+C; 3) Y 4 tgf +C;
sin x 2
4) xarccosx—\ll—x2 +C; 5) 26\/;(\/;—1)+C;
6) —%cost+%sin2x+C; 7) —J1—x* arccosx — x + C;

X x? 2 2
8) —sin3x+—cos3x——xsin3x——cos3x+C.
3 3 9 27



3anstue 4. UuTerpupoBanne BbIpaKeHUi,
coJepakaIUX KBaJAPaTHIN Tpex4ieH B 3HAMEHAaTeJIe

Ayoumopmuwie 3a0anun

4.1. Haiiti HEonpeieieHHbIE MHTETPAJIBL:

dx dx
; ;3 N e e
)I +13’ )I —81’ )j5x2—18 )jx2—10x+41
dx dx dx
5) [———— 6) [—: N [————:
Ix2+12x+50 )I2x2—4x+3 )I3x2+6x+5
dx x+2 6x+5
8) [—— 9) [——= dx; 10) [———dux;
)I4x2+8x—3 )I3x2+4x—7 )I3x2+5x—9
x+3 x—-5 dx
1) [———dx; 12 dx; 13) [—/———
s s )I\/x2+16x+5
dx dx dx
14) [———; 15) [—: 16) [——;
I\/12+4x+x2 J.'\/x2+5x J\/7+4x—2x2
(x—6)dx (x+7)dx (x+3)dx
1) [t 18) [~ 19) [—
j\/x2+8x+17 I x> +dx—7 J-\/6—336—)62
(4x+5)dx dx
20) [—————; 21 ;
\/7—4)6—2)62 (x—l)\/xz—x+2
22) | dx

(x+2)\/x2+x+1 '

HMomawinue 3a0anusn

4.2. HaiiTu HEonpeieIeHHbIE HHTETPAJIBL:

dx dx dx
H[——:; 2 K ;
)Ix2+64 )Ix2—64 )sz—Zx—4 )J 3221214
dx +2)dx +3)dx
5) J'z—; 6) J'(zx—), 7) J'gx—),
X +x+3 x“+2x-3 x°+8x+25

13



14

10) J (x—3)dx

8) IL’ 9) J‘L, B el b
V10— 6x —3x? Jx? —6x Jx?=2x-9

m [ (x+l)dx . 12) jL.
\/10 2x —x? V2x? —4x+5
Omeemot:

-9
x+9

4.1.1) ——arctg 2) —ln +C;

\/7 T+C
3) 1 |\/_x \/_|
2\/_ ‘\/7)(+\/7|

1 _
4) Zarctg 0 C;

6) Larctgx/i(x -1)+C;

f f ﬁ
3 \/_(x+1) |2 x+1) f|
4[ \2 x+1 +\ﬂ

arctg

7)

+C; 8)

C
W2 J2
9) %m‘xz +4x—7‘+C; 10) ln‘3x2 +5x—9‘+C;
11) %ln‘xz +2x+ 5‘ + arctngJrl +C;

3

1 4
12) —ln‘xz —4x‘——ln i Fiye)
2 4

X

x+8+\/x2+16x+5
x+%+\/x2 +5x
17) Vx? +8x+17 —10In|x + 4 + x> + 8x+17
18) Vx* +4x—7 +51nx+2+\/x2+4x—7‘+C;

19) —V6-3x—x> +§arcsin 2x+3 +C;
2 V33

2+C

2(x-1
+C; 16) Larcsin% +C;

NG

13) In +C; 14) arcsin >

15) In

+C;




\/E(x+1)

20) 27 -4x-2x% + LarcsinT +C

2

V2
1 x+3 x> —x+2
21) ——In + +C;
2 4(x—1) 2()6—1)2
1 —-X x> +x+1
22) —1In + +C.
V3 [2(x+2) \[3(x+2)
1 b -8
4.2.1) —arctg—+C; 2) —ln +C;
8 x+8
|x 1- \/_| 4) |\/_x 2) 26|+C’
2f e 1+f| 6\/7 "B (x—2)+26|
1 -1
\/_arctg m Lic 6) —ln‘x +2x— 3‘ —1nx+3+C,
7 —1n x* +8x+25 —larctgx 4 +C;
2 3
3(x-1
8) %arcsin%+€; 9) In x—3+x? —6x +C;
10) x2—2x—9—2lnx—1+\/x2—2x—9‘+C;
11) — e 1 : >
) NV10-2x—-x" +C; 12) Elnx—l+ b —2x+5 +C.

3ansaTue 5. UaTerpupoBanne pauoHAJIbHbIX GyHKIMIA
Ayoumopmbwie 3a0anus

5.1. 3anmcate pa3noKeHHWE palMoOHAIBHOW ApOoOM Ha IMpocTermne
B HEONpeACIeHHbIX Koadduimenrax:

2
1 3x-2 2) 4x+5 . 3) X +2x+2

¥ —2x? ( +1)2(x_3)2 (& +x+1)(x-2)"

15
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5.2. HaI}'ITI/I HCOHpe,Z[eJ'IeHHLIe HAHTErpabl:

x“—x+4 2% +3
1 dx 2 dx; 3) |—————dx
)'[ )j(x+1)(x—2)(x—3) ’ )'[x4—5x2+6
x0 —2x* +3x° —9x? +4 dx
4 dx; 5 | —+—;
)] x° —5x° +4x )Jx3+2x2+2x
4
6) J~x +3dx, 7)J- dx ) Jx -Z3x+1dx;
(x +1)(x2+4) x* -1
2
).[ —3x? +3de’ 10) I()H—2j %;
(x —1)(x+z) x-1) x
+3)dx
11) | = 12) [ )2.
(x2+4) (x2+2)
Homawinue 3a0anusn
5.3. Hanm HeonpeueneHHHe I/IHTeraJ'ILI‘
),[ 6x* —21x% +3x+24 J-
(x +x— 2)(x+1) ’ x3+x
2 _
3) J~x _36x+8dx; 4)J (9x 9)dx :
x +8 (x+1)(x2—4x+13)
5xdx 2xt =3 —21x% - 26
S) | —/—75— 6)
Ix4+3x2—4 I (x+3)(x2—5x+4)
Omeemboi:
511)£+£+ C . 2) A N B +Cx+D+ Ex+F;
x x> x-2 x-3 (x_3)2 x> +1 (x2+1)2
3) A N B N Cx+D

x=2 (x-2)" XP+x+l



52.1) %x+ln|x|—%1n|2x—1|—%1n|2x+1|+€;

2) l1n|x+1|—21n|x—2|+§1n|x—3|+c;

3\/_ |x \/_| |x \/5|
|x+\/_| 2\/_|x+\/_|

4) 7+ln|x|+Eln|x—l|+51n|x+1|—1n|x—2|+ln|x+2|+C;

5) lln|x| —lln‘x2 +2x+ 2‘ —larctg(x+1)+ C;

x+1

3

6) x+1—1n|x 2|——41n‘x +2x+4‘——arctg

43

7) Zln|x|—gln‘x +1‘+ﬂln‘x +4+ G

+C;

8) x+§1n|x—1|+lln|x+l|—iln‘x2 +1‘—arctgx+C;
4 4 4
9) 3x2—12x+1n|x—1|—31n|x+1|+21n|x+2|+C‘
10) 4ln|x|—3ln|x—l|—il+C; 11) —arctg +
X—

12) 3x-2 arctg

4(x2 +2) 4\f

X
—=+C
\/§+
53.1) 3x* —12x+2In|x—1|-3In|x +1|+10In|x + 2| + C;
2) 1n|x+1|—1n|x|—l+c;

3) 21n|x+2|——ln‘x —2x+4‘

-1
arct +C
=5

2+C;

4) —1n|x+1|+51n‘x —4x+13‘+2arctgx;

2
5) Lin|*
2

x“+4

2 8(x +4)

! +C; 6) x> +x+4In|x—1+In|x+3|-2In|x 4]+ C.

17



3ausitue 6. UnTerpupoBanue TpUroHOMETPUYECKUX BbIPAsKeHUH
Ayoumopnvie 3a0anus

6.1. Haiitu HeonpeieeHHbIE HHTETPaJIbl:

1) [sin5xsin3xdx; 2) [cos8xcos3xdx;  3) [sin6xcosdxdr;
4) fc0525xdx; 5) Jcos53xdx; 6) Isin42xdx;

7) Isin32x00552xdx; 8) _[sin33xcos33xdx; 9) _[coszxsin4xdx;

10) [tg*2xdx; 11) [ctg*xdx; 12) | sin’x g
cos” x
dx dx

13) [——— 19| ; 15) [—5— 7
1+sin%x I+tgx sin“x + 8sinxcosx +12cos“x

dx dx dx
16) [———; 17 — —; 18) | . ;
5+4sinx 16sin“x +25cos“x 2+3sinx+2cosx

19) | sin de, 20) [ V/sin x cos’xdx.

cos2x

Homawnue 3a0anusn

6.2. Haiitu HeonpeneIeHHbIC HHTETPAJIBI;

1) Isin3xcosgxdx; 2) jsin43xcosz3xdx; 3) jcossxsinxdx;

4 | m cos>2xdx; 5 | &

>
SCosx 4sin x

dx dx
6) [———— P D s 9 [
16sin’x —8sinxcosx 2- 5Slnx 1+3sin“x
9) fcos%cos%dx; 10) jtg4xdx.

18



Omeemot:

6.1.1) sin2x B sin 8x e 2) sinS5x sinllx e
4 16 10 22
3) _cost_colex+C; 4) £+s1n10x+c;
4 20 2 20
. .3 .5 . .
5) sm3x_2sm 3x+sm 3x+C; 6) 3_x_s1n4x+s1n8x+c;
3 9 15 8 8 64
6 8 3
7) _cos 2x N cos 2x LC 8) _cos6x N cos 6x L C
12 16 48 144
in4x sin®2 1 1
9) X _SmAY S X, C; 10) —tg22x+—ln|cos2x|+ C;
16 64 48 4 2
ctg3x tg3x 1
11) - +ctgx+x+C; 12) =—+C; 13) —arctgﬁx+C;
3 2
14) lln|tgx+1|—lln‘tg2x+1‘+lx+C; 15) 11|82
2 4 2 4 |tgx+6
X
Stg—+4
2 1 4
16) —arctg¢+€; 17) —arctg£+c;
3 3 20 5
1 X 2 2 3
18) —In|3tg—+2[+ C; 19) +—4/cos’x + C;
3 2 \cosx
3 7 12
20) =sin2x——sin2x+—sin2x+C.
3 7 11
cos’x cos'lx x sinl2x sin’6x
6.2.1) — + +C; 2) —— - +C;
9 11 16 192 144
6
3) —COZ Gl C; 4) %ﬂsingbc —%xslsinISZx +C;
X
tg—+3 _
5) —In 2 +C; 6) llnM +C;
5 |ie* 1 8 | 2tgx
gi_i
2 3

19



2tg§—5—\/i

2tg%—5+\/ﬂ

1
7 In
) V21

+C; 8) %arcthtgx+C;

1. .2 1
9) —smx+ism—x+C; 10) —tg3x+x—tgx+C.
2 4 3 3

3ansitue 7. UHTerpupoBanne UPPaAluOHAILHBIX BbIpaKeHUH
Ayoumopmbwie 3a0anus

7.1. HaliTi HeonpeaeneHHbIE HHTETPaJIbL:

dx 1 [x-1 dx
n[—S oy = a3 [
emas Phas Vs

dx 1+ x dx
YY) | ————; 5 |——dx; 6 ;
)Ix(\/;+\3/x2) )| U+ x )I\/2x+1+\3/2x+1

SN
Mg g

7.2. C IOMOIIBI0 COOTBETCTBYIOIINX MMOJACTAHOBOK HAWTH HEOIpEIe-

JICHHBIE WHTETPAJIBL:
dx I+ Yxdx \3/1+x/x

1) f—; 2) I—; 3)J' dx.

M+ x? VX X

7.3. C mOMOIIBbI0 TPUTOHOMETPUUYECKHUX TOACTAHOBOK HAHTH HEOIpe-

JCJICHHBIC I/IHTeI“paJIbll
dx Jx?+4 x? —1dx
) [——; 2) | dx; 3) [—;
x\/I—x2 X X
2 2
dr 5) 1oty 6) [

x*—4 X

dx.

4) |

20



Jomawnue 3a0anus

7.4. C mOMOIIIBIO COOTBETCTBYIOIIUX MOCTAHOBOK HAMTHU HEOIpeEje-

JICHHBIE MHTETPAJIbL:
1)-[ x+1 dr- Z)J 1-x+1 x+\/—+\/7
Wi P ) {1+ 35)

dg 3) [T 2%

x+\/;+\/_ 1+ x*dx dx
4 [———— 5 [——: 6 [——
o(1+35) ; (1+2)
3 2
7 rde 8)]1—2xdx.
NI X
Omeemot:
7.1.1) \/Earctg /“TX+C;
2) YVl e [ 4
JxT+\/— x+1
Yx+1] 6 3 2
3) 6Yx —6arctg¥x +C;  4) 6In —4+cC
U f I x

8 5 2 7
5) %(1”)3 —%(1+x)3 +%(1 )3 +§(1+x)6 e

6) \2x+1 —%%/2x+1 +3¢2x+1 —3ln‘\6/2x+1 +1‘+c;

7) 2x+3 —SIn‘x/2x+3 +5‘+C;

2 5 7
8) Ex3 —gx6 +3x—§x6 +C.
2 5 7

21



5 3
7.2. 1)—— i+1 +l L+1 1 L+1+C;
10 3\t 2\ x*
Z
13 1
2) %[Hx“} —3[1+x4J +C;

3) 6\/1+ x +2Inf

,/1+f +\/T+1

—1‘ In

231 ++/x +1
—2\/§arct —+C.
T
I 2_
73. 1) 1M Tl o0 gy P ra A2 V" +4 e
2 W1-x*+1 Vxt+4+2
2_
3) Ve —l—arctg P —1+C: 4y oY 2 L a e
x—x*—4
5 3 3
1-x2)2 (1-x%)2 2 )2
5)( ) _( ) +C; 6) _l 1-x +C.
5 3 30 ¥?
2 2
74.1) 2N/x+2 +— +C;
) f \/x+2+\/_

2) —%«3/(“1)2 + 341+ 68w +1 -3 +1+1 - 6arctg Yx+1+C;
2

3) %x3+6arctg§/;+C; 4) %%/?+6%—6arctg%+€;

1t Y o1y x
5) —\| 5 +1| +=.| =+1| +C; 6 +C;
) 5 ( : j 3 (xz j )\/1+x2

7) ;,/ 1+x —\/1+x +C; 8) - /——1+arctg /——1+C

22



OIPEJEJIEHHBI UHTEI'PAJI
3ansaTue 8. BoiunciieHue onpe/eeHHbIX HHTErPAJIOB
Ayoumopnvie 3a0anus

8.1. Boruncnuthb onpeneneHHbIe HHTErPabl:
1

%3 x2dx 21 3 ¢
1) [Jx-1dx; 2)j o Y [Fevdy 4 [—F—
5 +x° 1X 1x(1+ln x)
e n/4 2
5) Icoslnxdx’ 6) f \/cosx—cos3xdx; j\/
1 0
5 9 9
y—1 xdx
8 d ;0 10) |——; 11) |Inxdx;
)£2x+\/3x+ 4\/7 g )£1+\/; ){
1 /2
12) j#; 13) j(2x+1)cosxdx; 14) j dr
0x" +4x+5 0 21+cosx
/2 /2
15) | cos” xsin2xdx; 16) f eXeosxdy;  17) jarctgxdx;
0
18) f&dx- 19)jt 1 20)?2’( !
2x3—2x +5x 7 2x+1

HMomawinue 3a0anusn

8.2. Beruncnauts onpenencHHbIE I/IHTerpanLI'

/2 e
1) f xcosxdx; 2) jxlnzxdx;
0 1

3) J\/— I \/1+lnx

5 dx e /3 de
5) [———; 6) [In’xdx; 7 [ ——
£2x+\/3x+1 j TEJ/.4sin2x
2 5.3 /2 /4
3x" =2x° %% —x dx
8) | > dv; 9) j 10) | ———
5 X430 41 3+2COS)€ o 1+2sin“x

23



Omeemot:

1

1, 31 e—e4 2I
8.1.1—2—1— .5 16——— :
) ) ) 5 4 = E ) sinl; 6) 5
T 8) —1n(2/<‘/7); 9) 2(9—61 —j; 10) [2[§+1n4j;
3 3 3 o 2

TC_
11) 1; 12) arctg3—arctg2; 13)—4; 14)2; 15) %; 16) © s 2;

3
17) E—lln2; 18) J'—31n3+§1n8—7—n+61n2—§1n5+zarctgl;
4 2 5 2 16 2 4 2

19) —L(3lln3—64ln2)—lni—l; 20) 2-1In5.
32 5 2

8.2.1)%—1; 2) i(ez—l); 3)2; 4)2; 5) l1n112; 6) 6—2e¢;

7) M+%ln%; 8)0; 9)

10
36 )

e
—1arctg—; —.

f f 33

3ansaTue 9. [IpujoxkeHus: onpeeJeHHbIX HHTErPajIoB

Ayoumopnuwie 3a0anun

9.1. HaiiTy momaay KpUBOJIMHEWHBIX (QUTYpP, OTPAaHUYECHHBIX JTMHUAMU:

1) y=lnx, x=e¢ x:63; y=0; 2)y=x2+2x, y=x+2;

3)y?=x%, y=1, x=0; 4) y=x’—64x, y=0;

5) y2 =2px; x° =2py; 6) X =acos’t; y=asin3t;
7) x=2cost; y=2sint; 8) r=ap; 0<0p<2m

9) r=acosy; 10) X +y3 —3axy =0.

9.2. HaliTu nnuHy yTv KpUBOM:

1) y2=x3; x=5; 2) y=Inx; ﬁSxS\/g;
3) y=Incosx; OSxSE; 4) x=Rcost; y=Rsint;

N



5) x=a(2cost—cos2t); y=a(2sint—sin2t);
6) x =acos’t; y=asin3t; 7) r=a(l+coso);

8) p=ae® B kpyre pamuyca r=a; 9) x=1°; y:t_éﬂ

9.3. Haiitn o0beM Tena, MOJYYEHHOTO BpAalIeHHEM KPHBOJIMHEHHON
TpaneLyy, OrpaHMYCHHON KPHUBBIMHU, OKOJIO YKa3aHHOM OCH:

1) y2:4x, x=1, Ox; 2)y=e", x=0, x=1, y=x; Ox;

3) y=x", y'=x; Oy; 4)y=2x—x"; y=0, Oy

5) x=a(t—sint), y=a(l—cost), Oy.

Homawinue 3a0anusn
9.4. Haiitn myiomaay KpUBOIMHEWHBIX (PUTYP, OTPaHHIEHHBIX JIMHASMI:
1) y=sinx, y=cosx, y=0, xe[O, g}
2) y=(x*+2x)e*, y=0;
3) x=32, y=3t—-r; 4)x=t>-1, y=r£ -1, 5)r=asin2e.
9.5. Haiitu nnuny Jlyr KpPUBOM:
1) yzln(l—xz), xe|0; l},
2) x=R(cost+tsint), y=R(sint—tcost), te [O,Tc];

1 3 4]
) p=—; oe|—; —|
)p(p @[4 a2

9.6. Hatitn 00BbeM Telta BparieHus:
1) xz—yzzaz; x=a+h (h>0), Ox;
2) y=arcsinx, x€[0,1], Ox; 3) x=acost, y=asin2t, Ox.

25



Omeemot:

2
9.1.1)2¢% 2)4,5; 3)%; 4)%; 5) gpz; 6) 3"8"; 7) 61

naZ 2

432 3a
8 —ma”; 9)— 10) —.
)3 )8 )2

9.2.1) 24% 2) 1+%ln%; 3) %ln(ﬂ]; 4) 2nR; 5) 16a; 6) 8a;

1-v2
7) 42a; 8) aV2; 9) 443

9.3.1)21; 2) E(ez—l); 3)03m; 4) 16—“, 5) 6°a’.
2 2
9.4.1)2-V2: 2) 7”, Do HE 9
2
9.5.1) ln3—l; 2) —R; 3) ln +i
2 12

h? n 8 3
9.6.1) —(3a+h); 2 —=21; 3) —mna’.
) 3 (a ) )7{4 ) )ISTm

3ansaTtue 10. HecoOcTBeHHBIC HHTETPAJIBI
Ayoumopnvie 3a0anus

10.1. BerancnuTh HECOOCTBEHHBIE HWHTETPANBl WM YCTAaHOBUTH WX
PacxoauMOCTh:

+00 _ 2 0 dx
1 Tdx; 2 —; 4 _
)Lxe ) I 3 {xnx ),oox2+6x+11
dx dx 9 dx
5) ; 6) | xcosxdx; 7) ;0 8) ;
IJ { I( -1’ J2\/4—x2
©20x+1 dx 2/”"cosl/x 2 3d.x
9 dx; 10 11 —dx; 12
) ('[ sin? x )j \/lnx ) '[ )'[«/4 2
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10.2. I/ICCHG}_'[OBaTB Ha CXO}.‘[I/IMOCTB UHTErpaibl

4+smx +eo dx
1) ;0 2) dx; ) | ——
{Sx +4x+3’ { \/_ £ x +sin’ x

1
3C08— n/2
lnsmx
4 X dx 5) 6

J(; x thx x’ ) I

el

HMomawinue 3a0anusn

10.3. Berauciuth HeCOOCTBEHHBIE MHTETPAJIBI MM YCTAHOBUTH UX Pac-
XO,I[I/IMOCTL‘

1 J xdx1

+ arctg x +o
2) [ 84y,
1 1+X

2
dx
PR
T Yns
2 dx O —1/)6
5 [xinxdv 6 |- e
0

7)

0X —4x+3

Omeemboi:

10.1. 1) 0; 2) pacxomutcs; 3)

/2

; —; 5) pacxomuTcs;
6) pacxogutcsi; 7) pacxoautcs; 8) —

b

RIS I SN

9) pacxogurcs; 10) 2+/In2;
16
11) pacxoautcsa; 12) —.

10.2. 1) cxogurtest; 2) pacxomutcs; 3) pacxomutcs; 4) CXOTUTCS;
5) cxonutcs; 6) cxomuTcs

2
10.3. 1) pacxomnres; 2) ~:

8 1
; 3) pacxomuresa; 4) —; 5) ——;
2 ) p ) 3 )

4 b
6) pacxoautcs; 7)—e.
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HUHTEI'PAJI 110 ®UT'YPE

3ansarTue 11. J{BoiiHoii MHTErpaJI.
Ero BbIuncjieHNe B 1eKaPTOBOii cHCTeMe KOOPAUHAT

Ayoumopnuwle 3a0anun

11.1. PaccraButh mpesensl HHTETPUPOBAHUS B MMOBTOPHBIX MHTErpajiax
0 YKa3aHHBIM 00nacTsaMm D:

1) D:y=x,y=0,x=2; 2)D:y=1,y=4,y=2x, y=5-3x;

3) D:y=§,y=4,x=5.

11.2. VI3MeHHTh OPAIOK HHTETPUPOBAHMUS B TOBTOPHBIX MHTETpaIax:

4 33 2 5(x-1)
D fdy [ f(xp)dx; 2) [dx [ f(xp)dy
1 y-1 -1 2+x
1 X 3 1
3) Idx I f(x,y)dy-kfdx I f(x,y)dy.
0 x2/9 1 x2/9

11.3. BeiuuciuTh NOBTOPHBIE HHTETPAJIBL:

1 3 /2 = 1 5=y
1) [dx[(x+y)dy; 2) [ defcos(x+y)dy; 3) [dy | (x+3y)dr.
0 x 0 0 0y

11.4. BeraucauTh ABOMHOW HMHTErpall Mo 00JacTsIM, OrpaHHYCHHBIM
YKa3aHHbIMHU JIMHUAMMU:

1) ﬂ x4ydxdy, D:xy=1,y-x=0,x=2;
(D)

2) [[ xdxdy, DZX=§,y=7—x;

(D) y

3) I (x+2y)dxdy, D:y—4x-6=0,x-2y-2=0, x=—1;
(D)

28



4) [[(x+2y)dxdy, D — tpeyromsunk ABC, A(3,4),B(6,2),

5) j (x2 +y2)dxdy, D — tpeyroasuuk ABC, A(O, O),B(x/i,\/i),
(D)
C(v2,6);
6) [ (2y+x)dxdy, D — napamnenorpaum ABCD, A(-1,2),B(3,4),
(D)

{SHE R
2 2

7 [ (w?+1)dxdy, D:0<x<2, Sys\/g;
(D) 2

8) H (Sinx—2y)dxdy, D:yzxz, y=2+x2, x=0, x=
(D)

9) J' (x3+y3)dxdy, D: y:f, y=x, x=4;
(D) 2

10) [[ e"Ydxdy, D — tpeyromshuk ABC, A(-7,-6), B(5,3),

N | =

b

I
2

(D)
(0, 0);
11) [[ xldedy, D: x*+p* <4, x+y>2;
(D)
12) | (4y2%/}+cosy)dxdy, D: —2<x<1, ~1<y<2.
(D)

Homawinue 3a0anusn

11.5. VI3MeHUTH NOPSIIOK HHTETPUPOBAHMS B IIOBTOPHBIX MHTETpajax:

4 —x/4+4 6  T-x 2 6-x
1) de _[ f(x,y)dy+jdx f f(x,y)dy; 2) jdx I f(x,y)dy.
0 4-x/2 4 4-x2 0 2x
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30

11.6. BerancnuTh NBOIHBIE HHTETPAEI 110 33JaHHBIM 00JIACTSIM:

1) [J(+* +y)dxdy, D:A4BC, A(1,1), B(3,4),C(5,2);
D

2) nydxdy, D:y? =4x, y=x-1;
D

2
3) ”x—dxdy, D:y=E y=4—x;
DY

5
X

4) .U(x2 +5xy—6)dxdy, D:y=x,y=0,y=4
D

D

6) H(x+2y)dxdy, D:x=—1,x=3,y=lx—1,y=lx+§;
D 2 2 2

x2

D
8) Hylnxdxdy, D:y=l,y=\/;,x=2.
D X

Omeembot:

11 25
113.1) —; 2)-2; 3)- —.
)55 D) ) -

14172, 2202 3) 4L 4y 433,
21 6 12 4
47 g 752 3¢

c
A gy 2o 9y P2 40y 2
) To5° B2 9 = 10

5
12) 9-183/2 +3sin2 + 3sinl .

5) ”sin(2x+y)dxdy, D:x=0,y =§, y=X;

5) 2f—g; 6) 45

3

e?.91

9

104

Ly
2,

8
; 11) =
)5

11.6. 1) =123; 2)48; 3) —6In3; 4)848; 5)%; 6) 49; 7)%;

5m2_§
4 8

8)



3ansiTue 12. 3ameHna nepeMeHHbIX B JIBOIHOM MHTerpale
Ayoumopnusie 3a0anus

12.1. C momomipio HamIekameld 3aMeHBl TEPEMEHHBIX BBIYHUCIUTH
JIBOMHBIE UHTETPAJIbI:

_ dxdy
[ ——
(D)(x+y+1)
2) ” dxdy
(x+y)
(3,1);
3) ﬂ xzdxdy, D:x* +y2 =4,x20,y>0;
(D)

2
4) ﬂ 2 + y?dxdy, D:%sz +y? <4n’;

> Dix+y=lLx—y=-lLx+y=5x-y=4

, D — rtpamenus ABCD, A(1,3),B(2,6),C(6,2),

5) ”—2’ D:x* +y* <16;
25—-x" -y

6) ﬂ (x +y +2x2y2)dxdy, DIle2+y2§4;
D

7) [[ sinn X r dxdy, D XY g
(D) 49 49 716 36
8) ﬂ yzmwcdy, D:x2+y2:R2;
(D)
9) J.J (xz +y2)arCtg1dxdy, D: x2 +y2 =6,
(D) x

10) [ ————dxdy, D:l<x’+)"<2.
(D)« +y2

31



Jomawnue 3a0anus

12.2. C nmoMouiplo 3aMeHbl NEPEeMEHHBIX BBIYMCIUTH JBOMHBIE HHTE-
rpabl:

1
1) H , Tre obmacte D orpaHWyeHa JUHUSAMH: Y =3X, y =—X,
D (x+ ) 3

y:8_-x9y_4_x;

2) H (x+ y)3 dxdy, rme obmacte D orpaHuueHa JUHUSAMH: X+ ) =1,
D

x+y=35, y=2x y=4x;

3) H ;> TAe o0macth D OrpaHuMueHa JHHHAME: X+ Y =2,
b (x+ )
x+y=Ly-3x=0,y—-4x=0;

4 H (x* - Y ?)sinm(x - y)2 dxdy, rume obmacte D orpaHuueHa JIUHUSA-
MH. x+y:2’ x+y:4a x_y:_la x_y:2;

2, 2
5) [[e" " dxdy, rne obmacts D orpanmdena maHmaME: x° + )y =1,
D
X%+ y2 =4;
6) [[xydxdy, rae obmacts D orpaHMueHa JMHHAMH: Y =—X, y = J3x,
D

xz—i-y2 =4x, x2+y2=9x;

2 2
7) ﬂ sinﬂ{x?+y—jdxdy, rae obmacte D orpaHMYEHa AJUTUTICAMH:

D 9
2 22
4 9 16 36
8) [[(x*=»*)dxdy, rhe obmacte D oOrpaHMuEHa JEMHHCKATOH

(x2 +yD ) =4(x2 —yz).
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Omeemot:

12.1. 1)%; 2)%; ) 4) 2n-n; S)dm 6)21m; 7)-12;

5
8) 228 o) 1822 10) X
45 8
1 23 3 3 3
12.2.1) —; 2) 83—; 3) —; 4) ——; 5) we(e” —1); 6) 28,73;
)16)75)160)n)())

7)-12; 8) %

3ansaTue 13. Ilpuno:kenus 1BOiHOro0 HHTErpaia
Ayoumopnuwie 3a0anun

13.1. BBIYMCIUTh ¢ TOMOIMIBIO JBOWHOTO MHTErpaja miomaib pury-
PBI, OTPAaHUYECHHOHN JTUHUSAMU:

1) y? =4x, y=x-3; 2) x+y-7=0, xy=6;
3) =4, xy=6 y=2x", y=3x"
4) x> +y*=2Rx, x*+y*=Rx;
2
5)x’ 4y =2y, y=-x, y=-L 6 (+)") =8(x’-»");
2 2 2 2
X y X y —1.

7 —+—=1, —+—
4 1

13.2. Buucmuts ¢ IOMOLIBIO IBOWHOTO MHTErpaia o0beM Teja, orpa-
HUYEHHOTO YKa3aHHBIMH TOBEPXHOCTSIMHU:

1)Z=x2+y2+4;
2) z=1xy, y2=2x, y2=4x, yzéx, y=X;
3) x+2y-z=0,x-2y-2=0,x-2y+5=0,x=-1,x=3,2z=0;
4) z=25-x" -y, x=22, y=43, z=0;
5) x2+y2—Z=O, x=2, y=3, x=0, y=0;
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6) x2+y2+22=R2;

7) x2+y2—az=0, (x2+y2)3=a2(x2+y2), z=0, a>0;
2

8) z= X2 +y xX= y,fx y,x +y =8; 9)—+Z}—2+Z—2=1,
c

13.3. Haiftn Maccy IIacTWHKH, HMerouleil miotHocts ¥ =v(x,y) u

OI‘paHH‘leHHOﬁ JIMHUAMM:

1) x4yt =4,x" +y2=16,x20,y20,y(x,y)=%;
X +y

2) (x2+y2)2=9(x2—y2), x20, =20, y(x,y)=x2+y2;
3) x+y=1, x+y=2, y=2x, y=4x, y(x,y)z(x+y)2;

2
4) (xz + yz) =8xy, ecnu TOBEPXHOCTHAas IUIOTHOCTh IUIACTHHKH

B KaXX/I0il TOUKE paBHA KBaJgpaTy PAcCTOSHHS OT TOH TOYKH IO Hadaia
KOOpJIMHAT.

13.4. Haiitu cratuyeckre MOMEHThI OTHOCUTEIBFHO OCei KOOpIMHAT,
LEHTP TSHKECTH U MOMEHTBI HHEPLUU OJHOPOJHOW IUIACTUHKH, OIpaHU-
YEHHOU YKa3aHHBIMH JTMHUSMH:

1) x-3y=0, x+y=8 x=3;

2) x+y=4, x-3y=0, x+5y-16=0;

3) y3 =x2, y=2—x2; 4) x° +y2 <x; 5) r=1+cosq.

Homawnue 3a0anun

13.5. BBIYUCTUTD TUTOMIAIh (PUTYPHI, OTPAHUUECHHOMN THHUSMHE:
1) y2 =4dax, y=3a-x, (a>0, y=0);
2) x+y=4, x-3y=0, x+y=8, 3x—-y=0;
3) 4y=x’—-4, 2y=4-x"4;
2
4) (x2 +y2) =2a2xy, x? +y2 =a’..
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13.6. C momoI11pI0 JBOMHOTrO MHTErpajia BEIYUCIUTE 00bEM Teja, orpa-
HUYEHHOTO YKa3aHHbIMH IIOBEPXHOCTSIMHU:
2 2 2
) 2eyiel=16 )+ X 2 o
4 9 16

13.7. HaiiTu Maccy NIacTUHKH, OTPaHUYEHHON JTMHUSAMH:
1

x+y=1,x+y=3,2x—y=0,5x—y=0,y(x,y)z

(x+y)3
Omeemboi:
2
13.1.1) @; 2)17,5-6In6; 3) —glné; 4) 3R ; 5) E-l-l;
4 3 2 4 2

6)8; 7)6m.

41'cR3 a
13.2.1)4,5m; 2) 630; 3)49; 4)496; 5)26; 6) ;07 5;
8) ﬂ; 9) 4Tcabc‘

3 3

13.3.1)6; 2) &; 3) %; 4) 2m.

134.1) 0(4, g} — LIEHTP TKECTH; 2) [1; 2) 3) c(O, §),

s =" 5¢2 0]
64 6

2
135.1) 10a” S 2)12; 3)8; a
13.6. 1) 256“; 2)96—“
13.7. L
9
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3ansaTue 14. TpoiiHoii HHTerpaJg u ero BbIYMCIeHUE
B JICKAPTOBOI cUcTeMe KOOPAHHAT

Ayoumopnuwie 3a0anun

14.1. PaccraBuTh mpenenbl UHTETPUPOBAHUSA B TPOMHOM HWHTErpasie
10 YKa3aHHOU 001acTH:

1) V. 2x+3y+4z-24=0, x=0, y=0, z=0;

2)V: x+y+z=4, x=0, y=0, z=0;

3) V: x4z =4, y=0, y=2;

4) 1" izt =27% 2= 4,

5) V.. x=c—-y —22, x=a, c>a>0;

6) V: x> +z2+z% <4x.
14.2. BeryncauTh NOBTOPHBIE I/IHTerpaJILI'

1) -l[dx.?dy}(x2+y2+z)d2' 2) jdx I dy J. dz
0 2 0 ’ -1 —l-x 1xy(4x+3y+Z+2)

pi 4%

2 347
3) _[dZ _[ dx _[ dy; 4) _[dxjdy Iz xy2dz.
2x2 2x

14.3. Be1uncauTh TPOWHBIE HHTETPAJIBI:
1) J.H(Zz +x° +y2)dxdydz V: 0<x<a, 0<y<h, 0<z<c;
4
dxdydz

2)
'm (1+x+y+z)
3) Jﬂzdxdydz V: OSxS%, x<y<2x, OSZS«/l—xz—yz;
14

T 7 x+y+z=1 x=0, y=0, z=0;

2 2
4) [[[zdedydz V2 Z—+2 422 <1, 220,
v 9 4
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5) jjj(6x+8y+4z+5)dxdydz V: 0<x<l, 0<y<I, 0<z<I;

6) m(x2+y +z )dxdydz Vi y?+z2=b%, x=0, x=a;

7) m(x2+y +z ) dedpdz V2 X2 4+22=1, y=0, y=1,

8) m(l 2y)dxdydz Vi z=), z+2x=6, x=0, z=4;

9) m(4x—y+z)dxdydz Viz=2-x%, x+y=1, x=0, y=0, z=0;
14

10) [[[ dxdydz V2 y=2x7, z=0, z=3, 3y+2z=12;
V

11) ” xzzdxdydz Vi y=0, y=2, x=2, x=y2y—1%, z=0, z=3.
V

Homawinue 3a0anusn
14.4. BeluncauTh NOBTOPHBIE HHTETPAIbL:
1 Wx  2-2x 1

2 4
D) [de [ dy [ ydz 2) [dz[dy[(x* +y° +27)dr.
0 0 1-x 0 0 0

14.5. BeuucauTh TpOiHbIE HHTETPaJIbl 10 00JIACTAM, OTPaHUYECHHBIM
YKa3aHHbIMU IIOBEPXHOCTSAMHU:
1) mxy223 dxdydz V: z=xy, y=x, x=1, z=0;
14
2) m xdxdydz V: x+z=a, y=h, x=0, y=0, z=0;
14
3) [ xydxdydz Vix’ +y* =1, z=0, z=1, x=0, y=0(x>0, y>);
v
4) m yzdxdydz Vi x*+)y* +z° =1, z=0;
14
5) m xdxdydz V- z=x" +y2, x+y=a, x=0, y=0, z=0;
4

6) mxydxdydz Vi z=xy, x+y=1, Z=O(ZZO);
4
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7 J.”dedde Vi x+2z=3, y=1, y=3, x=0, z=0;
14

8) J..”ZdXdde V: )C+22=3, )C:O, Z:O;
V

dxdydz
9)
J.I'[J. (4x+3y+z—2)

3 Vi x+y+z=4, x=0, y=0, z=0.

Omeemot:
16(42-1) 44
14.2.1)18,5; 2)0; 3) —— 72 4) —.
5 5
14.3.1) abc(a+b+c); 2)l m2->|: 3)l- 4)3m; 5)11;
oo b 2 8 b 1929 b b
2 2 16(4/2 -1
b 431x 64 6 ( )
6) mah*| L+ |; S8 29 2. 10 - 11) 30.
) [3 2}7)420 )5 )35 ) )
1
14.4.1) —; 2)56.
)12 )
1 a’h 1 a 1 9
145.1) —; 2)—; 3)—; 490, 55 —; 6)—; 79; 8 —;
)364 ) b )8 ) )15 )180 ) )4

9) Llnl4—iln10+iln2 .
24 12 24

3ansrTue 15. 3ameHa nepeMeHHBIX B TPOHHOM HHTerpase
AyoumopHuwie 3a0anun

15.1. BeruncauTh TPOMHON MHTErpall, Nepexoas K LUIMHIPHUECKUM
KOOpMHATaM:

D (5 3% +2) dvydz v 2= )% z=c(e>0):
4

2) mxzyz(l_zz)dXdde Vi xP 4yt =lz=xt+y? z=0;
v

3) .m(sx_?’z)dXdde v x2+y2:1,2X—3y+Z=0,z:4;
v
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8 (B2 st ¥ 432 2Ry 2 4)? =Ry, 2=0, 2=4
Vv

> m(szrzz)dXdde; Vi 2y=x’+z% y=2;
V

O [i(x+y+z)dudyds 7 2Rz=x+)7, 2= 382~ )%

4
7) mZ\/x2+y2dxdydz Vi x*+y*=2x,y=0,2z=0,z=a;
4

8) jfszyzdxdydz v x2+y2Sl, sz2+y2, z>0;
4

9) m(x2+y2+22)3dxdydz Vi xX*+y*=1,y=0,y=1.
4

15.2. BIUMCIUTh TPOWHOW MHTErpall, Mepexos K CPepruueCKUM KO-

opvHATaM:
x2 y2 z2 ’ x2 y2 Zz
) —+5+— |ddydz Vi 4+ —=+—=1];
IJI at> b at b 2

2) [[f (x2+y2+22)3dxdydz Vi x*+y*+22<R% z20;
4

3) jﬂ(x2+y2+zz)ndxdydz Ve x> +y*+z2 <R%;
4

4) M(xz +yP 42 )3dxdydz Ve x?t+yt 2t <l
V

x2 y2 Zz n xz y2 Z2
5 St | dedydz Vo S+ =1
) J.VJ. a2 b2 Cz ] 34 a2 b2 Cz
6) jﬂ(3zz —x* —y2 )3dxdydz Ve x>+ y2 +22 = 4;
14
7) M(322 —x? —yz)dxdydz Ve x*+y?+22 =2Rz;
14

8) [[Jdxdydz 7: x*+)°+4z%=1.
V
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Homawnue 3a0anusn

15.3. BeruncnuTh TpOHHON MHTErpaj, mepexoAs K LHUIMHIPUYECKUM
KOOPJIMHATaM:

1) [[[zdxdydz V2 22 =x*+)%, z=0;
Vv

2) mm
14 (x2+y2)

3) (6247 +22dudyde ¥V 27 452 =4, x=0, x=3.
V

Vioz=xt+), y20, x2y, 2=4;

15.4. BeraucnuTh TPOWHON WHTETpai, Mepexons K chepruIecKuM Ko-
OpIUHATaM:

1) J'J'J.\lx2+y2+zzdxdydz v x2+y2+zzﬁ9;
4

2) Iﬂ(x2+y2+zz)3dxdydz Ve x> 4)7+22<10,x20, y>0, 220
4

3) mxyzzdxdydz V. x2+y2+22=1, x>0, y>0, z>0;;
4

oIl

drdydz

-5 5 V: x2+y2+22§R2, y=0(y20).
X +y +z7+1

Omeemout:
150.1) Shne®s 2) S 3) T gy st s) 1O,
30 160 8 3
R’ (1083 —97 )
6) ( ); 7N g Ly g BT
30 9 32 420
6
152.1) P ape: 2 TR 3y AT pans, 4 9281
9 3 2n+3 315
5
5) 4nabc; 6) 1287t; 7) 64nR ) n
2n+3 15 15 3
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a 4
153.1) —; 2) —; 3)60m.
)47r ) 3 )

M; 3)#; 4) 21'c(R—arCth+1)'

154.1) 81x; 2) T

3ansaTue 16. IlpuinokeHns TpoiiHOro HHTErpasa
Ayoumopnuie 3a0anun

16.1. BB4MCIUTG ¢ TOMOIIBIO TPOHHOTO MHTETpajia 00beM Tella, Orpa-

HUYCHHOT'O MMOBCPXHOCTAMMU:

1) z=x2+y2, Z=2x2+2y2, y=x2, y=x;

2) z:\lx2+y2, z+x2+y2=2;
3) x2+y2=2z, Z=«/8—x2—y2;

4) P +)P 24, 4z<16-x1 )7, 220,

2
z
5) x2+y2+22SR2, x2+y2£?;

2,2 2V (2, 2V Xy 2Y
6) (x +y +z)=( +y); 7)[?+T+?j =Xxyz;

8) z=y2—x2, z=0, y=0, y=2; 9) y=x2+zz, y=2.

16.2. Beraucnute Maccy Tena ¢ IWIOTHOCTBIO Y, OTPAHUYEHHOIO IOBEPX-
HOCTSIMU:

1) x=0, y=0, z=0, x+y+z-2=0, yzxzyz;

2) x2+y2+22Sr2, z20, y=x2+y2;

2 2
3) 9x? +2y° +182° =18, y=(x2 +y2)1/%+%+22;

4) z= x* + 10y2, z=20—x? —10y2, Y B K&KIOM TOYKE paBHA KBaJI-
paty paccTosiHUS OT TOUYKH Jio ocu OZ;

41



5) by=x2+22, y=b, y=x2+22;
2
6) x2+22=1, z=0, z=2, y=(x2+y2+22) ;

T x*+z° =z, z=4, y=x2+y2+z;

8) x2+y2+22=9, yzﬂxz—i—yz—i—zz;

3
2 2 2 2 2 2
9) x—+y—+z—=l, Y= (x +y—+Z—J.

16 9 4 16 9 4

16.3. OmpenenuTh KOOPAUHATHI IIEHTPA Macc Teja, eCIu:

1) y=C —const, szle—xz—yz;
2) Z=\/4—x2—y2, 4—4Z=x2+y2, y=1;

3) dy=x"+2%, y=4
4 x+y+z=4, x=0, y=0, z=0, y=x+y+z;
5) x*+y7=9, z=0, z=3, y=x"+)%
6) x>+ =dz, z=0, z=4, y=z+x>+)%
x2 y2 22
7) —+—+—=1, z=0, y=const
4 9 1

8) zz—xz—yzzo, z=2, 7y=const.

16.4. BIyncauTh MOMEHT HHEPLUH:
1) mpsMOro KpyroBoro LWJIMHApa BBICOTOH 2/ pagmyca R OoTHOCH-
TEIBHO JMAMETPa CPEJTHETO CEUEHHUS, ¥ =Y}

2) OIHOPOAHOTO Tejla OTHOCHTENBHO KOOPAMHATHBIX TUIOCKOCTEH, KO-
OpJMHATHBIX OCEH U Hayaia KOOPAWHAT, €CIU

V: 22+y2=4,x=0,x=2;
3) V1 X+’ =z"(220), z=C(C>0).
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Jomawnue 3a0anus

16.5. C noMouIpi0 TPOHHOTO MHTETpaia HalWTH 00beM Tena, OrpaHu-
YEHHOTO MOBEPXHOCTSIMHU:

1) X +y*+z27=4, x*+y*+22=9, x2+22:y2()’20);
2) ¥ +y2=10x, x* +y* =13x, z=yx* +)%, z=0, y20;

3) x2+y2=2x, Z=x2+y2, =0.

16.6. Haiitu Maccy Tena, OrpaHMYEHHOrO 3a/laHHBIMU MTOBEPXHOCTSI-
MU (TIJIOCKOCTSIMH) C TUIOTHOCTBIO Y

1) 2 +y2+22 =16, y=kJx*+y*+2%;

2)z=2—x2—y2, 22=x2+y2, z>0, y=1.

16.7. BeluucIUuTh MOMEHT UHEPIIUU:

1) KpyrJioro KOHyca OTHOCHTEIbHO AMaMeTpa OCHOBAHUS;

2) OJHOPOJHOIO Teja, OTPAHMYEHHOTO YKa3aHHBIMH ITOBEPXHOCTSIMH,
OTHOCHUTENTFHO KOOPAMHATHBIX IUIOCKOCTEH, KOOPIUHATHBIX OCel U Haya-
J1a KOOpAMHAT

V: 2x+3y=6, x=0, y=0, z=0, z=4;

RS x+y+z=a(a>0

~—"

, x=0, y=0, z=0;

4) T ax=y2+22, x=a.

16.8. BbunciuTh KOOpAMHATHI LIEHTPA MACC TeJla, OIPAHHUYCHHOTO Cde-
po¥i paaryca @ 1 KOHHYECKON MOBEPXHOCTHIO C YIJIOM IIPH BEpIIHMHE 20,
€CITM BepIIMHA KOHYca COBIAAAET C LEHTPOM cdephl (0Ch KOHyCa MpH-
HsTa 32 och Oz, BEepIIMHA IOMELICHA B HAYajle KOOPIUHAT).

Omeemot:
4 2
16.1.1) = 2) L. 3 —n(8ﬁ—7); 4) 181, 5) ZnR3/3;
35 6 3 3

64rn 16
6) —; 710; 8 —:; 9)256m.
)105 ) ) 3 ) 2561
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44

5
1621 18, 9 Ay 22y S g w g o

315 15 3 3 6 3
7) 32w; 8)8lw; 9) 167.

3 2 16 16 16
16.3.1) [ 0; 0; =R |; 2)[0;0;,=1; 3)(0;3;0); 4)|—;—;—|;
)( 8 j )( 5) ) ) )(5 5 5)

02 L 0:3): 0:2 ). L 0: 2
5) (0, 0; 2), 6) (0;0;3); 7) (0, 0; 8), 8) (0, 0; 2).

2
16.4. 1) on :yoﬂith (§h2 +R7\];

8n 32n
2) Ixy =[xZ:?, IJ’Z:T’ on:327'c, IOy_IOZ:34n’
5 5 5 5 5
e ne Tc e 3ne
3) ])Wz?’ IXZ:IyZ:_O’ ]Ox:]oy:Ta Ioz_ 10 ’]0: 0
192 3
16.5.1) 9{“ ; 2)266; 3) 7“

16.6. 1) 256km; 2) 5?7{

nthr?

60
2) I, =064,1,_=81,=181,=721,=82,1 =26,1,=90;

[ v4 > tyz X >ty s Lz s Lo

aS aS aS

3) IxyZIXZZIyZ:—O’[x:]yZIZZE’ 02%;
5

a na na a
Y Iy ==yl =7 ="

16.7. 1)

(2h2 +3r2);

> “c

16.8. x, =0, y, =0, z =§a(1+cosa).



3ansaTue 17. KpuBoanneiinbie maTEerpansi I poxa
Ayoumopnvie 3a0anus

17.1. BbUMCIUTG KPUBOJIMHEHHBIE HHTETPANBI [10 YKa3aHHBIM KPUBBIM:
1) [xdl, rae L — napabona y = x? (1<x<2);

L
d/ . 1 N
2) j , T1e L — OTpe3ok npssMon y = Ex — 2, 3aKJIIOUCHHBIN MEXITy
LxX=Y
TOYKaMH A(O; - 2) u B(4; 0);
.3
3) .fsm—);dl, rae L — ayra KOCHHYCOUZIBL ) = COS X [0 <x< Ej;
7 1+sin” x 2

4) J\/2ydl, rie L — mepBas apka IMKIOUIBI x=a(t—sint),
L

y=a(l-cost), a>0;

5) f x? ydl, tne L — 4acTh OKPY>KHOCTH, Jie)Kamasi B TMEPBOM KBaJl-

L
panTe;
6) [xyzdl, rne L — orpesok npsivoii Mexay toukamn A(1;0;1) u
L
B(Z; 2; 3);
y i 7
7 d/, roe L — agyra muuun x=t, y=—, z=— ot 0O(0;0;0
) {x+3z T Y \/5 3 ( )

710 B[ﬁ; V2; %J

8) [dl, rae L — xapamonna p =a(1-coso);
L

9) f (x+y)dl, rae L — nyra JeMHHUCKAThl bepHyiuu p2 =CosQ,
L

<<

2

N
NG|
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2
10) I«/xz +? [arctgf] dl, tme L — nyra KpuBoii p =a./sin2¢,

0<o<

SRR

Jomawnue 3a0anus

17.2. BeraucnuTs cneayionye KpUBOJIUHEHHbIE HHTETPaIbl:

/
1) | ————, roe L — oTpe3ok mpsMoil y =2x —2, 3aKJIFOUYE€HHBII
P X+2y+5

MEXKy TOUKaMU A(O; —2) H B(l; O);
2

2) I&dl, rae L — qyra cuHycouabl y=sinx(0£x£n);
LA/1+cos’x
d/
3) |

ISR rae L — oTpe30K MpsAMOW, COEAUHSAIOMIMI TOUYKHU
LaJx? + y2 +4
0(0;0) u A(1; 2);
dx — xd .
4) f %, rae L — OKpY>XHOCTh X =acost, y=asint (B mojo0-
L X +Yy

JKUTEJIbHOM HaIPaBJICHUH);

t+itsint
5) J}/x +y*dl, tae L — xpusas {x a(cos +isin ) (0St£2n);

y=a(sint—rcost),

6) f (22—\/x2 + y2 )dl, rae L — mepBBlii BUTOK KOHHYECKON BHHTO-
L

BOU MUHUM X =fcost, y=tsint, z=t,0<¢ < 2w

22
7) [xyzdl, rme L — nyra KpuBOii: x:%tz,y:t, Z:T(\/t?,
L

(0<r<1).
8) [xy°dl, re L — otpesok mpamoit mMexay Toukamu O(0;0) u
L
A(4; 3);
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9) _Nxz + y2 d/, rne L — BepXHsis MOJIOBUHA KAPIHOHUIBI P = a(l +cos (p);
L

10) [(x+y)dl, rne L — nenecTok NeMHHCKATBI p = +/sin 2, pacmono-
L

KEHHOU B | KOOpAMHATHOM yIiIy.

Omeemot:

17.1.1) 2—14(17Jﬁ—5J§); 2) J5In2; 3)%; 4) 4naa ;
527 6)12; T ——: 8)8a: 9)V2: 10) a’n’

b b \/5’ 9 b 24 .
17.2.1) £1n6; 2y~ 3) ln3+\/§; 4) 21,

5 2 2

2 3 3
5 L (1+4n)2 -1 ; 6)& (142722 -1 ; 7)@;

3 3 143

2

8)45;  9) 163“ . 10)2.

3ansaTue 18. KpuBoanneiinsie uaTerpansi Il pona
Ayoumopnvie 3a0anus

18.1. BbuuciuTh KpUBOJIMHEHHBIE HHTETPANBI [10 YKa3aHHBIM KPUBBIM:

1) f(xy—l)dx+x2ydy OT TOYKHU A(l; 0) JI0 TOYKU B(O; 2) 1o nps-
L

MO 2x+ y =2;

2) f xdx + ydy +(x+ y —l)dz, rae L — oTpe3oK MpsSMOH, COEeIUHSIO-
L

wwii Touku A(1; 15 1) u B(2; 3; 4);

3) [(xy—1)dx+x*ydy, rae L — myra smimmca x =cost, y =2sint ot
L

touku A(1; 0) no Toukn B(0; 2);
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4) _[ 2xydx + yzdy +2%dz, tne L — Jyra OJHOTO BUTKa BUHTOBOMH JHU-
L

HUM X = cost, y =sint, z=2t; A(1; 0; 0); B(1; 0; 4).
18.2. [Ipumenss Gopmyy ['puHa, BEIYHCTUTS KPUBOJIMHEWHBIE HHTE-

rpajbl:

1) §2(x2 + y2 )dx + (x + y)zdy, rae L — KOHTyp TpeyroJbHHUKa C Bep-
L

IIMHAMU B TOYKaX A(l; 1), B(Z; 2), C (1; 3), npoOeraeMbiii IPOTUB Yaco-
BOM CTpEJIKH;

2) {)de+ 2Inxdy, rme L — TpeyronbHUK, CTOPOHAMH KOTOPOTO SIB-

X
L
JA0TCA npsAMele Yy =4 -2x; x=1; y=0;
2 2 2,.2_ 2
3) §J—x ydx+xy dy, tne L — okpyx)HOCTh X~ + ) =a” (B IOJIOKU-

L
TEJIHHOM HaIllpaBJICHUN).

18.3. IIpoBepUTh 3aBUCUMOCTb UHTETPAJIOB OT ITyTH MHTET PUPOBAHMSL:

1) f(x+2x3y2—y4)dx+(y2—3x2y3+4xy);
L
3 19,2 4 4.3\ 1,
2) {(4)6 12x y)dx+(5y 4x )dy,

3,.2 4.2 5 232, 4
3) {(xy +x° =2y )dx+(y 3x°y" +x )dy.

Homawinue 3a0anusn

18.4. BeruncnuTh cieayioue KpUBOJIWHEHHBIE UHTETPaJbl M0 yKa-
3aHHBIM KPUBBIM:

1) j(xz +y° )dx +2xydy, re L — myra KyGudeckoii mapabomsl y = x°,
L

OT TOYKH O(O; 0) JI0 TOYKH A(l; 1) .

2) [(x+y)dx+(x—y)dy, rae L — ayra mapaGonsr y =x’, nexamas
L

MEKy TOUKaMU A(—l; l) u B(l; 1).
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3) [xp?dx+ yz2dy - x*zdz, e L — otpesok mpsmoit OB, O(0; 0; 0),
L
B(-2; 4;5).

4) f yzdx + xzdy, rae L — BepXHssl IIOJOBHMHA 3JUIMIICA, IpoOeracMas
L

IO XOJTy YaCOBOM CTPENK! X = acost, y =bsint.

18.5. [lpumensis popmyny ['prHa, BEIYUCIUTD CIIEIyIONIUE KPHBOJIHU-
HEHMHbIe HHTETPaJIbL:
1 y 2 X .
1) §—dxarctg—+—dxarctg—dy, rae L — 3aMKHYTBIH KOHTYp, CO-
Tx Xy y
CTaBJICHHBIA JyraMH IBYX OKPYKHOCTEH X%+ y2 =1; X2 + y2 =4 ( y> O)
M OTpPE3KaMH MPSIMBIX V=X U ) = J3x ( y> 0), 3aKITIOYEHHBIX MEXIY
3THMH OKPYKHOCTSIMHU.
2
2) {) yzdx + (x + y) dy, rne L — xoHTyp Tpeyronsaka ABC ¢ Bepiu-
L
namu A(a; 0), B(a; a), C(0; a).

3) §y(1 - x)zdx + (1 + y2 )xdy, rze L — oKpy>KHOCTb x° + y2 =4, npo-
L

OeraecMas B IOJIOKUTEILHOM HaIlpaBJICHUN 06X0):[a.

18.6. Haiitu ¢pynxumio z no ee noaHomy auddepeHuaty:

1) dz=[l—lz}dx+[l—izjdy;
y o x Xy
2) dz =sin(x+ y)(dx+dy);
3) eV ((1+xy)dx+x2dy).
Omeemui:

3
18.1.1) 1; 2)13; 3)%; 4) 643“ .

4
18.2.1) —g; 2) 4In2-2; 3) %
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18.3. 1) 3aBucut; 2) He 3aBUCHUT; 3) 3aBUCHUT.

18.4. 1)f; 2)2; 3)91; 4) L)
3 3

185.1) Zin2: 2) 24% 3)8n
12 3

18.6.1) z==+24C; 2) z=—cos(x+y)+C; 3) z=xe” +C.
y X

3ansaTue 19. llpunokenns KPUBOJIHHEIHBIX HHTETPAJIOB
Ayoumopnuie 3a0anun

19.1. HaiiTi 1MHBL IyT KPUBBIX:

1) y*> = or Touxn 0(0; 0) mo A(4;8).

2) nepBOro BUTKA BUHTOBOM JIMHUM X = aCOSst, y = asint, z = bt.
3) p=a(l—cost).

19.2. Haiitu miomaay Guryp, orpaHIIeHHBIX JTHHUSMH:
1) x=acost, y =asint;
2) x=acos ¢, y=asin’ ¢ (actpoma).

19.3. HaiiTu Macchl ciaenyromuX KpUBbIX:
1) y=Inx, 3axirodeHHONW MEXIy TOYKaMU C aOCIEiccaMu x=\/§

U x =+/8, €cly IJIOTHOCTh AYTH B KaKIOW TOUKE paBHA KBajpaTy adc-

LUCCBHI ATOH TOUKH.
2) yeTBepTH 3JUIUICa X =2C0st, y =sint, Jexamed B MepBoi uerT-

BCPTH, CCIIN JIMHEWHAS MIOTHOCTh B KaXKJIOU €€ TOUKE paBHa MMpOU3BEAC-

HUIO KOOPAMHAT 3TOU TOYKHU.
. U
19.4. Haiitu paboTy nepeMeHHoM cviibl F' BIojb myTd AB:

1) F=yi+ (x + y)] P TIEPEMEIICHUN MaTepUaIbHOM TOUKH U3 Ha-
gasa koopauHar B Touky (1; 1) mo mapabone y = x*;
2) F= (x + y)zT - x] MpY TIepEMEIIEHUH MaTePUAIbHOM TOYKU BJIOJIb

OKPYHOCTH X =2C0st, y=2sint MO X0y YaCOBOM CTPEJIKH.
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19.5. HaiiTi KoOpIMHATHI LIEHTPa TAXKECTH AYT'H JTUHUH:
1) onHOPOJHOM [yTW TMEpPBOrO BHUTKA BUHTOBOM JIMHUU X = COS?,
y=sint, z=2¢.

2) OIHOPOJHON IyTH OKPYKHOCTH x* + y2 =R, PacToI0XKEHHON
B IIEPBOM KBaJpaHTE.

Homawinue 3a0anusn

19.6. HaiiTi 1iuHBL IyT KPUBBIX:
2 3 .
1) y=3 (x—1)" or Touku ¢ abeumccoit x, =1 10 TouKM ¢ abe-
UCCOH x, =9;

2) x=(t2 —2)5int+2tcost, y=(2—t2)cost+2tsint(OStSn);
3) x=acos’t, y=asin3t (actpouma).

19.7. Haiit mnomanu ¢uryp, orpaHIYeHHBIX JTHHUASIMU:

1) x=acost, y =bsint (3wHIIC).

2) nepBoii apku ukonabl x = a(f—sint), y = a(1—cost) 1 ocero Ox.
19.8. HaiiTu Maccel cneayomux KpUBbIX:

1) ozisoii apku mukionaBl x =a(f—sint), y =a(l—cost), eci mior-

HOCTb B KaX/101 TOUKE KPUBOW paBHA OpAUHATE TOUKH;
2 3

t .
2) x= X y=t, z= 3 0<¢<2, ecnu IUIOTHOCTb B KaXXJIOH €€ TOU-

Ke y=\/1+4x2+y2.
U

19.9. Haiit paboTy nepeMeHHON CHITBI F Biionb nytd AB:
1) F =(x+ y)f+2xj IIpU NIEpEMELICHUY MAaTEePUAIBHONM TOYKU I10

OKPY>KHOCTH X = acost, y =asint.
- irs - o
2) F=4x"i +xyj npu nepeMeuieHUH MaTepHalbHOM TOYKH BJOJIb

JIyTH yzx3 OT TOYKH 0(0; O) JI0 TOUYKHU C(l; 1).
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19.10. HaifTu KoOpAMHATHI LIEHTPA TSKECTH TyTHU JTUHUU:
1) BUHTOBOM JIMHUU X = @ COSt, Y = asint, z = bt , TMHEHHAs TUIOTHOCTh

B Ka)K):[OfI TOYKC IMPONOpHHUOHAIbHA allIIMKATe 3TOH TOYKHU; [ A= 0, t B=T,

2
2) TUIOCKOM MaTepHallbHON AyTH Y = §x3 , 0<x <1, nuneitHasa miuot-

HOCTh KOTOPO# y(x, y) =yl +x.

52

Omeemboi:

19.1. 1) 2%(10@—1); 2) 2nva’ +b%; 3)8a.

2
19.2. 1) nd%; 2) 3“8’t.

19 14
93.1) —; 2) —.
)3 Dy

19.4.1) %; 2) 8r.

2R
19.5.1) (0; 0; 21); 2) xp =y =—.
T

TEZ

52
19.6.1) —; 2) —; 3)6a.
) 3 ) 3 )

19.7. 1) nab; 2) 3na’.

2
19.8. 1) 3297, 4y 166
3 15
19.9.1) na’; 2) 37
21
4a 2a 2 10 21
19.10.1) | —; —; =bm |; 2) x, =—; =—.
)[n2n3j)c9)@32



3ausrtue 20. [loBepxnocTHbIe uHTErpaJsl I poaa
AyoumopHuie 3a0anun

20.1. BeiuncanTs NOBEPXHOCTHBIE UHTErpaibl | poga mo ykazaHHBIM
MTOBEPXHOCTSIM:
1) ” xyzdS, rae S — 9acTb WIOCKOCTH X + y + z =1, Jnexamias B mep-
s
BOM OKTaHTE;
2) ﬂ(3x -2y + 6Z)dS, rae S — 4acTh IVIOCKOCTU 2X + y +2z =2, 0T-
s
CeYeHHas! KOOPIWHATHBIMH TTIOCKOCTSIMU;

3) ”«/xz + y2 dS, rae S — 4acTh MOBEPXHOCTH KOHYCa x* + y2 =72,
0<z SSI;
4) ”de, rie S — nonychepa z =+/1-x* — y?;
s
5) ﬂ(x2 +y? +zz)dS, e S — chepa x* +y2 +z2 =1;
s
6) ﬂ(x2 +? )dS, r7ie S — MOBEpXHOCTh, OTCEKaeMas OT Hapabononaa

x° +y2 =2z MJIOCKOCThIO z =1.

7 ”(6}5 +4y+ 3Z)dS, rae S — 4acTb INIOCKOCTH x+2y+3z=06,
N
pacroioKeHHas B IepBOM OKTaHTE;
2 2 2

8) ﬂ\/xz + y2 dS, e S — 4acTh MOBEPXHOCTH KOHYCA 16 + 16 = 5
s

PaCIIONIOKEHHAS] MEXKTY TUIOCKOCTSIMU z =0 U z=3.

2, .2
9) ”xyzdS , TAe S — 4acTh MOBEPXHOCTU mapadononnga z=x"+y°,
N
OTCceKaeMasi INIOCKOCThI0 z =1.

Homawinue 3a0anusn

20.2. HaiiTu noBepXHOCTHbIE MHTETpajbl | poaa Mo yKa3aHHBIM IIO-
BEPXHOCTSM:
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1) ﬂ(3x2 +3y% 4522 )dS, rje S — 4acTh MOBEPXHOCTH Z =4/ x> + 17,
s

OTcedyeHHas TIocKocTIMUA z =0 u z=1.
2) [[\Jx* +»*+2°dS, tne S — moBepxHOCTH KoHyca z° =x + 7,
s

OrpaHUYEHHOTO IIOCKoCTsIMA z=0 U z=/ .

3) ] z2dS , rie S — 4acTb MWIOCKOCTH X+ Y+ 2 =1, PacIonoKeHHOIt
s
B TIEPBOM OKTAHTE.

4) [[(3x—y+2z)dS, rae S — 9YacTh IIOCKOCTH X+z+-2y=2,
s

OTCCUYCHHAs KOOPAUHATHBIMH ITJIOCKOCTSAMMU.

5) _U(x2 +y+ z? —4)dS , TJIe S — 4acTh MOBEPXHOCTH 2y=9—)c2 -2,
s

oTCeYeHHast IIOCKoCThI0 ¥ =0(y>0);
6) [[(x—3y+2z)dS, rae S — gacts mrockoctn 4x+3y+2z-4=0,
s

pacnojioKE€HHas B IEPBOM OKTAHTE,

7) _Ux( y+z)dS, rae S — 4YacTh IIWIMHIPUYECKOM TOBEPXHOCTH
s

x=4/1- yz, OTCEUeHHOH miockocTsMU z =0 1 z =2.
8) H(xz +y? +zz)dS, rae S —chepa x>+ y* +z° =1.
s

Omeembot:

NE) 22 243 +4 ~

5
201.1) —; 2)—; 3) ——; 4)0; 54xn; 6 ;
)120 )2 ) 3 ) ) 4m; 6) 15

7) s4ia ; 8) 10T

. 9)0.
5
20.2.1) 42n; 2) §nh3; 3) I; 4) 3J6; 5) %{102—1}

N3
12
V29
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3austue 21. [loBepxnocTHbie unTerpasl Il poga
Ayoumopnvie 3a0anus

21.1. BpluuCIUTh HHTErPAIIBI 10 YKA3aHHBIM OBEPXHOCTSIM:

1) H ydxdz, rine S — BepXHssA CTOPOHA YAaCTH TUIOCKOCTH X+ y+z=a,
s
JieXallel B IEPBOM OKTAHTE;

2) ”xdydz+ ydxdz + zdxdy, rme S — BepxHsSS YacTh MOBEPXHOCTH
s

X+2y+z—-6=0, pacnionoxeHHas B IEPBOM OKTaHTE;
3) ” By x* + y2 dxdy, rzme S — BepXHss CTOpPOHA KpyTa x* + y2 <a’;
N

4) H( y2 +22)dxdy, rame S — BepxXHAA CTOPOHA IIOBEPXHOCTH
s

z=va* - x? , OTcedeHHas TockocTsiMu y =0, y =b;

5) [[x*dydz + y*dxdz + z°dxdy, e S — BHemHAS cTOpOHA HacTH cdbe-
s

pHI X%+ y2 +2% = R2, pacIojaoKeHHON B IEPBOM OKTAHTE;

6) fszdydz+ yzdxdz+zzdxdy, rae S — BHEMIHSS CTOPOHA MOBEPX-
s

2
R
HOCTH KOHYycCa z? +y2 :sz; OSXS\/.;).

21.2. IIpumenss popmyny OcTporpaickoro, BEIYHCINUTE:

1) [[xdydz + ydxdz + zdxdy, rae S — monoXuTENbHAS CTOPOHA Ky0a,
s
cocTaBieHHoro miockoctaMu x =0, y=0,z=0, x=1, y=1, z=1;

2) deydz+ ydxdz + zdxdy, tme S — BHemHss cTOpoHa Cchepbl
s

x2+y2+22=1;

3) H ydxdz, tme S — MOBEPXHOCTH TETPa’pa, OrPAaHMYCHHOTO ILIOC-
s

KoctsMu X+ y+z=1,x=0, y=0, z=0;
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4) [[xdydz + ydxdz + zdxdy, rae S — BHeuIHss CTOPOHA LMIMHIPA
s

x* +y2 =4 c ocHoBanusmMu z=0 u z=3.

Homawinue 3a0anusn

21.3. BpruucnuTh UHTETPaJIbl IO YKAa3aHHBIM TOBEPXHOCTSIM:

1) H xdydz + ydxdz + zdxdy, mo BepxHel MOBEPXHOCTH YaCTH ILIOC-
s
KOCTH X+ Y+ z = a, JIexKalllel B IepBOM OKTaHTE;

2) ” zdxdy + xdxdz + ydydz, raoe S — BHEWIHAS CTOPOHA TPEYTOIbHHKA,
s
00pa30BaHHOIO TMEPECEUCHUEM TIIOCKOCTH X — ¥ + z =1 ¥ KOOpAUHATHBIMH

IIJIOCKOCTSIMU,

3) ”‘(x2 + 27 )dydz, rJ1e S — BepXHsisi CTOPOHA TIOBEPXHOCTH x=49—)7,
OTCEUYEHHOH TIocKOoCTIMH z =0, z=2.

21.4. BBIUMCIHTD HEMOCPEJACTBEHHO, PE3YJIbTaT HMPOBEPUTH MO (op-
Myiie OcTporpajckoro:

1) deydz+ ydxdz + zdxdy, tme S — BHEmHAS CTOpPOHA IMJIMHIApA
s

)c2+)/2=R2 c ocHoBaHUsAMHU z=0u z=H,

2) ﬂ xdydz + ydxdz + zdxdy, rae S — nonoxuTensHas CTOPOHA MOBEPX-
s
HOCTU Ky0a, OrpaHMuYeHHOro miockoctsMu x=0, y=0,z=0, x=4,

y=4, z=4.

21.5. Tpumensst popmyny OcTporpasickoro, BHIYACIUTS:

1) ﬂ xdydz + ydxdz + zdxdy, rae S — nonoxuTensHas CTOPOHA MOBEPX-
s
HOCTH, orpaHudeHHou miockoctaMu x =0, y=0,z=0, x+y+2z=1;

2) _U(x + y)dydz + ( y— Z) dxdz + zdxdy depe3 moBepXHOCTH mIapa
s
x? + y2 +z2=1;
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3) H xzdydz + yzdxdz + zzdxdy, rae S — BHENIHAA CTOpOHa KyOa
s
0<x<a; 0<y<ag; 0<z<q;

4) ”xdydz+ ydxdz + zdxdy, Ttme S — BHEmHSAA CTOpOHA MOBEPX-
S
HOCTH THUpPaMHIbl, OrpaHuyeHHOM miockocTsiMu x=0, y=0,z=0,

2x+3y+4z=12;
5) [[x’dydz + y’dxdz + ’dxdy, THe S — BHemmHAs cTOpOHA TOBEpX-

N

HOCTHU Cephl X%+ y2 +z22 =%

Omeembul:
3
21.1.1)%; 2)54; 3) én\/;; 4) %db(bz—i-%lz);

5) %nR“; 6)

3nR? +E
2 3
21.2.1)1; 2)4m; 3) é; 4) 36m.
21.3.1) i; 2) —l; 3) 88.
2 6
21.4.1) 3nR’H; 2) 192.

21.51)%; 2)4r; 3)3a*; 4)36; 5) %nas.

3ansaTue 22. [IpuinokeHnss HHTErpPaJioB 10 MOBEPXHOCTH
Ayoumopnuwie 3a0anun

22.1. BoluMCAUTh IJIOLIAAL TOBEPXHOCTH TOH YACTH IUIOCKOCTH
X+ 2y +z=4, KoTOpas pacroiaokeHa B IEPBOM OKTAHTE.

22.2. Haiftu 1iomaabs MOBEPXHOCTHM YacTU KOHYCa z:\/x2+y2,

3AKJTIOYEHHOTO BHYTPH LHIHHAPA X° + y° = 2x.
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2, .2
. x“+y
22.3. Haiitu miomaap MOBEPXHOCTH Z =2—T, PacCIIOJIOKEH-
HOM HaJ MI0CKOCTHIO XOy.
. 2, .2 .
22.4. Haiftu miomanas 4acTd MOBEPXHOCTH Y =X~ 4+ z°, BBIPE3aHHOM
LWIHHIPOM Z4x’=1n PacroI0XKEHHOHN B IEPBOM OKTAHTE.
22.5. BeluncnuTh Maccy MOBEPXHOCTH Zz =X, OTPaHWYEHHOM ILIOC-
KocTaMU X+ y=1; y=0; x=0, ecau NOBEpPXHOCTHAs IUIOTHOCTh B KaX-
JIOH TOYKE paBHA a0CUKCCE ITOH TOUKH.

. 2.2
22.6. Haiitu maccy nomycdepsl z = a’ —x* - y“, eciu MOBEPXHO-

CTHas IJIOTHOCTH B KEDK}IOﬁ €€ TOUKC paBHa ZZ.

22.7. BIUUCIUTh MacCy IOBEPXHOCTH 2=x?+ yz, 3aKIIFOUEHHOU

MCKAY IUIOCKOCTAMHU Z = O; z= 1, €CJIM MOBCPXHOCTHAA INIOTHOCTH IIPO-

ImopuroHaJIbHa x2 +y2.

22.8. Haiitu KoopAMHATHI LEHTPa TSHKECTH OJHOPOIHON TPEYTOoIbHON
TUTACTHHKA X+ Yy +2z =1 (xZO, y =0, 220).

22.9. HaifTu MOMEHT UHEPLHUHU OTHOCUTENBHO ocu OX KpyroBOro 1u-
JUH/IPA, BEICOTA KOTOPOTO /1 ¥ paJINyC OCHOBAHUSA d.

Homawinue 3a0anusn

22.10. HaiiTu miomaap 4acTd MOBEPXHOCTH 2X + 2y +z =8, 3aKIo-

YeHHOI1 BHYTPH LIHHIpA X° + 2 =1.
22.11. HaiiTi mmomaap 4acTH MOBEPXHOCTH 2X + y +z =4, KoTopas

PacIoIOKEHA B IEPBOM OKTAHTE.
22.12. Ompenennutb CyMMapHBIH JIIEKTPHYECKUN 3apsim, pacipe-

JICNICHHBI Ha YacTH TOBEPXHOCTH JBYIOJOCTHOTO TrHiepboIonaa
2

22 =x?+y*+1, 1<z<+/2, eciu muoTHOCT 3apsia B KaXKIOH TOUKE
MIPOTIOPITMOHATIBHA alTUTHKaTe 3TOH TOUKH (O = kz).
22.13. Berancauts noTok Bektopa d=(x+y)i +(y—x)j+zk ue-

pe3 MOBEPXHOCTh IIapa €IUHUYHOTO Paadyca C LIEHTPOM B Haydaje KO-
OpIMHAT.
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22.14. Haiitu maccy nonycdepsl x = JR? - yz - zz, €CJIU TTIOBEPXHO-

CTHAsl INIOTHOCTh B KaXK10H TOUYKE MPONOPLHMOHAIbHA KBAAPATy paccTos-
HUSA 3TOH TOUKM IO Havaja KOOpJUHAT.

22.15. Haiitn maccy nomycdepsl x* + y2 +z7 = R? (z = 0), €CJH I10-

BECPXHOCTHAsA INIOTHOCTH B Ka)KJIOH TOYKE Y= \[ X2 + y2 .

22.16. Haiitu Maccy, KOOpauHAThl LEHTpa TSKECTH M MOMEHTHI
MHEPLMHM OTHOCHUTENIPHO OCed M Havaja KOOPAMHAT IUIACTHHKHU

D={y2x2, ysl}, €CJIU TUIOTHOCTh y(x,y)zxzy.

22.17. Haiitu wmaccy, NEHTp TSDKECTH OJHOPOJHOTO MOdyIIapa
x* + y2 +22<1,2>0 (mnoTtHOCTD Y =1).
22.18. Haiitu maccy, IEHTp TSXKECTH OJHOPOIHOTO IIMTHHIIPUYECKOTO

Tena, OTPaHUICHHOTO MTOBEPXHOCTIMHU ¥+ y2 =1,z=0.
Omeembot:

22.1. 44/6.

22.2. 2.

22.3. én(sﬁ —1).
22.4. 1(5\6—1).
22.5.

22.6. 4
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22.12.

22.13.
22.14.

22.15.

22.16.

22.17.

22.18.



TEOPUS MOJISA
3ansaTue 23. DjieMeHTHI TEOPHHU MOJA
Ayoumopmbwie 3a0anus

23.1. HaiiTh TMHUM YPOBHS CKaJSIPHOIO IMOJIS:

1) u=2x+3y; 2)u=2x2—4x+y2+2y+22;
2 .2 2
Xy

) u=x+2y+5z; Hhu="+2_ 4+,

) g VTS

23.2. OnpenenuTs BEKTOP-TPATUEHT CKATSIPHOTO MO U:
D) u=2x+3y; 2)u=3x+5y—-6z; 3)u =4x? +6xy—523.

23.3. Haiftu BEKTOpP-TpaJueHT CKaJSPHOTO MOJsA # B TOuke M u Ha-
HOOJIBIIYIO CKOPOCTH BO3pACTaHUsI MOJISl B ATOH TOUKE, €CIIH:

1) u=In(xtgy), M(l; gj, 2) u=x’yz—xy’z+xpz>, M(1; 25 1).

23.4. HaifTu mpoOM3BOJHYIO CKAJIAPHOTO MOJA # B Touke M 1o Ha-
MPaBJICHUIO BEKTOPa €, eCIU:

1) u=xy+y2 -4z, M(l; 2; 3), §=27+3]_'—5/;;
2) u=4xy+y2,M(l; g] e=i+23];

3) u=x"y+xz> =2z, M(1; 1; 1), é=MM, M,(2; -1; 2).

23.5. JIy1s1 BEKTOPHOIO MOJIA F Haiitn BEKTOPHBIE JIMHUU:

1) ﬁz(Sx—y)7+2yj; 2) ﬁ=(3x—y2)z7+y];

3) F=yi —xj —2k; 4)F'=(x+y2+zz)f+y]+zl;;
5) ﬁ=(x—y+z)z?+(x+y—z)]+(2z—y)/€.

23.6. BeruncnuTh TUBEPrEeHIINIO OIS F B Touke M, ecin:
1) F =(2xy+zx)7+(xyz+y)j+(x+y+2z)l€, M(l; L 2);
2) I?'z(x+y+z)f+(x2 +? +zz)]‘+(y3 +x° +z3)/€, M(1; 2; 3);
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3) F z()czyz—Syzer@czz)f4—(2y2xz—4yz2 +3xz)]+

-k(zz)cy—7zy3 + 23)1; M(O;—l;l).

23.7. Haifti poTOp BEKTOPHOTO IOJIS F:
1) F =(2xy—z)f+(yx+z)]+(x2 —2xz)l€;

2)ﬁ=xf+y]'+z/€; 3)szyzf+(2x+3y—z)]’+(x2+22)k.
Homawnue 3a0anusn

23.8. JIns1 3aaHHOTO CKaJsipHOTO TMOJIA 3alKCaTh YPAaBHEHHUE JIMHUU
YPOBH:I, TIPOXoJismIeit uepe3 Touky M. Onpenenuts B Touke M Tpous-

BOJHYIO TOJISI U MO HANPABJICHUIO [, TPATUCHT TOJNS W HAUOOJNBIIYIO
CKOPOCTB BO3pacTaHHMs TIOJISl B ATOH TOUKE.

u=x>+y* +4x+2y-2, M(-1,2), T=—3f+4].

23.9. Ing 3a1aHHOTO CKAJIIPHOTO IOJIS # ONPENENUTh B TOYKe M,

MIPOM3BOJHYIO IIOJIS 110 HANpaBJICHUIO Bektopa MM ,, IpaaueHT, Ipo-

M3BOJHYIO TIO HANpaBJICHHIO BEKTOpa / , KOTOPHIN 00pasyeT ¢ rpaaueH-
TOM B TOUKe M, yroi ¢.

1) u=x"z+yz" =3z, M;(0,1,2), My(-2,3,-1), [=i-j+2k,
0=30;

2) uzl-i-l-i-i, M](l, 29 3)9 MZ(_29 19 _1)5 7:2;_4]+3E’
Xz yz Xxy

@=225.
23.10. Beruvcnuth NpoM3BOAHYIO MONS U =ln(xz2 +2 yz) B TOYKE

M (1, 3, 2) I10 TOJIOKUTEIBHOMY HAIIPABICHHUIO OKPYKHOCTU

x=1+cost,
y=2+sint,
z=2.

62



23.11. Haiitu yron ¢ Mexay rpaaueHTaMu QYHKIMH u =X+ yz + 2Jxz

u 8=\/x2 er2 +2z° BTOUKE M(2,3, 2).

23.12. HaiiTu BEeKTOpHBIE TUHUU OIS
1) I*:=(2x+y)l7+2(y+22)j+(x—z)l€; 2) F'zxf+y]'.

23.13. HaiiTu quBEpreHIMI0 BEKTOPHOTO OIS F:

1) 1‘?=(2x2y—3xz3 +5x3yz)f+(4y3x+xyz+822)]'+
+(623xy2 —722x+9zy)l€;

2) ﬁ=(3y2 —2xy+x2)7+(xy—5y2)j;

3) ﬁzxzf—yxj+xyzl€;

4) ﬁz(x2y+y2x—xy)f+(y3 —4xy+3y2)j.

23.14. Haiitu poTOp BEKTOPHOTO ITOJIS F:

1) ﬁ=x27+y2]+221€; 2) 13=y221?+x22]+x2y/€.

Omeembi:
2 2
-1 +1 2
23.1.1) c=2x+3y; 2) (x=1)°, (41 NER—e
3 6 6
2 2 2
x° oy oz
3) c=x+2y+5z;, 4) C=—+—+—.
) g ) 4 5 6

23.2.1) gradu =2i +3j; 2) gradu(3;5;-6);
3) gradu(8x+6y; 6x; —1522).

23.3.1) gradu=i+2j; max%z«/g;

2) gradu = 6?—]4—41?; maxccll—b; =41,

du 37 du 23 du 11
234.1) —=——; 2) —=2(54+3); 3) —=——x.
) dl 38 ) dl JE( ) ) d 14
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(y_3j x =ccost
235.1) MY/ : 2) x=y%; 3){y=csint,

5
3 z=2t+c¢;
YP 1
x
X = ( +C'2 +Cl )et +C362[,
)
x—y-—z"=¢z,
4){ Y 155y Ly=(—q + 0 +0t)e,
y=62 %
z=(c +qt)e +cse

23.6.1) divF (M)=9; 2) divF (M ) 32; 3) diVF( )=1
23.7.1) rot F =(-2x+3z-1)j +(y-2x)k; 2) rotF =0;
3) rotﬁ=i+(xy+2x)j+(2—xz)

23.8. (x+2) +(y+1)’ =10; 31;_158, gradu =27 +6;
maxd—z=2\/ﬁ.
di
301N Y L =27 4f 4k d—f’zﬂ;
& T damMm, 17 ar 2
du 4 du 101 1- 2~
2) —=- ; radu =20 —— ] +=k;
a 3429 dMM, 18426 ° R
du 2786
d 36
23.10. -+
4

9
23.11. @ =arccos .
¢ (x/102j
xX=q +czt+4c3e3t,
23.12.1) sy =c, —2¢ —2021+4c3e3’, 2) y=¢x; z=c,.

zZ=C—C +czt+c3e3t;
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23.13.1) 4xy—32° +15x2 yz +12xp° —13xz +18xp°z% +9y;
2) 3x-12y; 3) x+xy; 4) 4y2—4x+5y+2xy.
23.14.1)0; 2) (x2 —2xz)f +(y2 —2xy)j +(z2 —2yz)1€.

3ansaTue 24. IloTok BekTOopHOro mojs. Illupkyasauus.
IHoTenunajabHOE MOJIE

Ayoumopnuie 3a0anun

24.1. BeIUCIUTh MOTOK BEKTOPHOTO mons F =xi +yj—zk depes

2 y 2 OTCeYCHHOI

BEPXHIOI0 CTOPOHY YaCTH IOBEPXHOCTH z=4—X
mI0ckocThio z = 0.

24.2. BBlUHCIUTh NOTOK  BEKTOpHOro moms  F =(4x—3)i +
+(2y—6x) ] — yzz3 k uepe3 BHYTPEHHIOIO CTOPOHY OOKOBOH HOBEpX-
HOCTH 4acCTU LWIMHIpA x* + y 2=9, OTpaHWYEHHOH MocKocThio z =0,

2 2 N
napaboJIonIOM z =X~ + y ~ M Pacoj0XKCHHOH B IEPBOM OKTaHTE.

24.3. Beraucants notox most F =xi — y3 J +2zk depe3 BHELIHIOW

CTOpPOHY YacTd cpepbl X2+ y2 +22 =1, BBIpE3aHHON KOHUYECKOH MTOBEPX-

HOCTBIO Z =/ x* + 7.

24.4. BorYucauTh MOTOK BEKTOPHOTO TIOJIS F =3xz7—3y]'—522/€ ge-
pe3 BHEIIHIO CTOPOHY 3aMKHYTOW IMOBEPXHOCTH S, COCTOSIIECH U3 Yac-
TH napabosnounga 2z = x* + y > n cdepsl x* + y2 +2% =8, HakpbIBaroIei
napaboJion.

24.5. BelYuCcauTh MOTOK BEKTOPHOTO Mot F' =2xyi —y 2 j+ 2k ue-
PE3 BHELIHIOK CTOPOHY 3aMKHYTOM IOBEPXHOCTH, OTPaHUUYEHHOM MOBEPX-

HOCTSIMU: \/x2+y2 ~Bzu x2+y2+22 —2Rz.

24.6. Beraucnuth MOTOK dYepe3 IOJIOKUTEIHHO OPHUEHTHPOBAHHYIO
3aMKHYTYIO IOBEPXHOCTh S
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1)szyzf+y(z—x)]+(x2—Zyz)lg, S:%+% f—6=1,
2,2 2

2) F =302 —(1+y22)F+(2-22)k, §:4F 77 77 =0,

) xy°i ( yz )] ( zx) {yzl,yZO,

2., .2, .2
— - - - X +y +z" =16,
3) F=<x2 —yz)i +(yx2 —Zz)j +(Zy2 —xz)k, S:
z=yx* + 7.

24.7. BplYMCAUTH HUPKYJISILHMIO BEKTOPHOT'O MOJIS F BIOJIb JIMHUU L:
a2
1) F=Qx—y>+1)i +(GBx+2y>-10)/, L:{x_3 T .
y=x-1.

7 3 7 3 e 3 3\ z=x"+)7%,
2) F:(y —8yz—z)z +(yz—x +2x)] +(yx -2z )k, L:{zzl, zZyO.
3) ﬁ:(x2 —yz)f+(x2 —22)]’+(y2 _X2)]€, L — KOHTYp TpeyroJb-
nuka ABC, rne A(1; 0; 0), B(0;1;0), C(0; 0; 1).
4) F':(x—y)f+(y—z)]+(z—x)l€, L - JacThb JINHUHA

x =2cost,
L:< y=2sint, or Toukn B(2; 0; 4) u orpeska BA.
2t

z=
T

24.8. Beruucnuth mo gopmyiie CTokca HUPKYIISIHIO BEKTOPHOTO T0-
ns F 10 3aMKHYTOMY KOHTYpY L:

1) F=(23 +2y3 +3y)17+(y3 —2x° —xzz)]%—(z2 —Sxyz)l;,
.. x2+y2+22=1,
. Z=\Ix2+y2.
2) ﬁ=(322 —y3)f+(x3 —2y222)j+(2xyz—x2y2)l€, L{;i:jz:jﬁ’
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24.9. BBIACHUTB, SIBIAETCS I BEKTOPHOE MOJE€ [ MOTEHIHAIBHBIM.

Haiitu ero nmoreHuMan U BRIYUCIUTh JUHEWHBIA MHTErpaAl W oyt £ OT
Touku M 10 Touku N:

1) F=xInx(1+y*)i +y*(1+ 37", M(2;3), N(-4;7);

2) F= (3x2y32_1 —2x° ); + (2x3yz_1 + 3y3 )] + (23 - )c3y2z_2 )l;,
M(1;2;2), N(1;3;1);

3) ﬁz(x+z)f+(y+z)]+52,

24.10. BrrsacHUTS, SBIsETCA JIM BEKTOPHOE T10JI€ COJICHOUAATBHBIM:

1) F= xzylT - 2xy2j + 2xyz/€;

2) F= Sxyzi —3xzf + 4xk.

Jomawnue 3a0anus

24.11. BprauciuTe TOTOK  BEKTOpHOTO Tonmst F =(4x—-3y)i +
a1 2 7 o
+(2y—6x)j —y“zk depe3 BHYTPEHHIOIO CTOPOHY OOKOBOW IMOBEPXHO-
CTU 4YacTH UMWJIMHIpA x? + y2 =4, OrpaHu4eHHOM MJIOoCKOCThIO z =0,
apaGoIoONIOM Z = X + y° H PACIIONOKEHHOI B IEPBOM OKTAHTE.

24.12. Bbruuciuth MOTOK 1oy F = Vi +2zf + xk 4yepe3 HIKHIOK CTO-
poHy TwIocKoCcTH Tpeyroipanka ABC, rne A(2, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 2).

24.13. BerauciauTh noToK nosst F = yi +xj — 2% cos vk depe3 BHellI-
HIOIO CTOPOHY YacTH IHJIHHPA x* + y2 =4, jexaileil B TpETbeM OKTaHTE
Y OTPaHUYEeHHOM mIocKocTsIMA 2z =0 U x+ y+z =4,

24.14. BbIYMCIUTh MOTOK BEKTOPHOTO MoJA F yepe3 MOJ0KUTEIBHO

OPMEHTHPOBAHHYIO 3aMKHYTYO IOBEPXHOCTD S:
2,2 2
) F =3xy2f—(1+yzz)f+(2—zx2)k, e §:4° TF 7Y =0,
y=1 y=0.

x2+y2+22 =16,

B ({2 s

67



24.15. Bpruucauth HUUPKYJSALUI0 BEKTOPHOTO mossd F = yzf +22j+

+(x2 —2y)1€ BJIOJIb JIMHUU Z :\/4—x2 —y2 , X +y2 =2x.

24.16. Boruucnuts mo ¢popmynne CTokca HUPKYJSILIUAIO BEKTOPHOTO T10-

ns ﬁ:(y3 —yxz)i +(y2 -’ ”)f no koutypy L: (x—1)° +4y* =4,

y 2

24.17. Jlyist 3a1aHHOTO BEKTOPHOTO ToNs F = (2xz + l}; - ( s Zj] +
y

+(x2+l)l€, A(-1,3,-2), B(1,2,3):
y

1) MMPOBCPUTH NOTCHIUAJIBHOCTD ITIOJIA;

2) HaWTH TTOTEHIIUAJI TTOJISL.
Omeemot:

24.1. 8m.
24.2. —81(§n—18j.
2

243, ﬂ(l_ﬂ}

3 4
24.4. (—32& +?j-2n.

5
245, 1R

32

852

1024n

24.6.1) 647; 2) g; 3)

24.7.1)4,5; 2) 17775; 3)2; 4) 8+2m.

24.8.1) 2,51 2) 120m.

68



1
24.9. 1) none noreHimaneHoe, w=38In50—-2In10, u(x, y, z) = Exz +

1
1n(1 + y2)+ C; 2) mone moTeHNManbHOe, W =>52; u(x, y, z)= _EX4 +

+%y4 +%z4 + x3yzz_1 + C; 3) mose He IOTEHITHAILHOE.
24.10. 1) [a; 2) mer.
24.11. 72-3mx.

24.12. 4.

24.13. @
3

8-52
10241

24.14. 1) g )

24.15. —6”;16.

24.16. = .
2

xX+z
Y

24.17. Ilone noTeHIUAILHOE, U = Xz +C.
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JANODOEPEHIIMAJIBHBIE YPABHEHU A

3ansaTue 25. ludgdepenunaibuble ypaBHeHHs MEPBOro MOpPsiaAKAa.
YpaBHeHHs ¢ pa3AeAI0IMMUCS NepeMeHHbIMHM H OTHOPOAHBIE

Ayoumopnuwie 3a0anun

25.1. Peminth ypaBHEHUS:

1) (x+5)dy +y2dx =0; 2) (x +1) dx:x(y2+1)dy;
3) =2, %) cosx 4 _ smydy;
y X

5) x*(y+5)dx—x’dy =0, y(1)=1 6) 2—dy+3*xdx=0, y(0)=1;
y

7)y'=cos(x+y); 8) V' =¢ Zx+y.
9) yarctgxdx+(l+x2)(y+2)dy:0; 10) YE2 g 2o 7dy=0;
x=3 y+2
P4
11) xy'=y—xe*; 12) xp' = 543x% + > — y =0;
2
13) (y* —4xy)dv = —xdy; 14) )/ -2 -2 =1;
x° X
15) (3x+y)dx—xdy=0; 16) xy'=4y1n1;
x
2 2 2
17) y' =—2— 18) y' =2 ——;
xy+y Xy
3
19) y'=25+2, 20) (" +29 dy - v =0
XX

21) By+x+2)dy=(2x+1)dx; 22) (x—y)dy=(x—y+3)dx.

Homawinue 3a0anusn

25.2. Pemmnth ypaBHEHUS:

1) \/l—yzdx+y\/1—x2dy=0; 2) xy' =1-x%;
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3) (1—x)dy—ydx=0; 4) y'\ll—x2 =1+y2;
5) xdy - ydx =0, y(1) =1; 6) ye*dr - (1+¢™ dy =0;

7) y’=ycosx,y(0)=l; 8) (xy2 +x)dy+(x2y—y)dx=0,y(1)=1;

9) y’:eX+y; 10) y'sinx:ylny, y(%}ze,
32
11) y'=—2—2; 12) xy'=y(lny—lnx);
X
1
13) y'=cos(x+y); 14) xy’=x+§y, »(1)=0;
' T , 2x
15) ytgx:y,y(_)zl; 16) ' = . yz;
2 2oy
_y
17) y'=L4e x, y(1)=0; 18) (y—x)dx—(y +x)dy =0;
X

9 [y a0, 20 (a7 500

21) (\/E—x)dy+ydx=0,y(1):1; 22) y'=X+§

x
Omeemol:

25.1.1) y=in [F0 2) =y =2m[

1 1 . .
3) §e3y—ge2x =C; 4) xcosx+ ysiny+cosx—siny=C;

2y
5) 7—7+5y—251n|y+5|+251n6—5=0;

1 __ 1 1
6) 1—¢e 1n6:C; y=e In66x _ g In6 +1;
2x+y

plzeosterr) L2 g e 2 (2 +2);

sin(x+y) 2
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72

arctg’x 2 C(x_3)“
9) +y+Incy” =0; 10) x+y+In——-F—-=0;
(y+2)
1
y [h2, 2 =
- +4/3x7 + - 3
11) e ~ =ln|cx; 12)#=c; 13) y_3x\/—:|cx,
b y
14) arctg1=1n|cx; 15) y=(3ln|x|+c x, x=0;
X
| 1/4
16) —(41111—1} e 17) x=yln|y|-cy, y=0;
X X
y2
1 )
18) y=*x,/c-2In|x[; 19) y=——; 20) y=ce 2%
)y | | )y 2x1n|cx )

xX+y+2

21) -
(4x—6y—1)(2x+1)

=xC=C; 22) y=x+~+2C-6x.

252.1) 1+y° =c(1-¥"); 2) ¥+ =2In|ex]; 3)y:1L;
- X

4) arctgy—arcsinx=c; 5) y=x; 6) y=cyl+e?*; 7) y=e""";

X

tf
8) l(x2+y2)+1nl‘=1; 9) ¥ +e ¥ +c=0; 10) y=c 2;

2 X
y
x(2+cx3) lnx—l‘ X+
1) y=——3’; 12) =0 1) g x=C;
1—cx |x| 2
2 : 2, 2\!

14) 4x=(2x-y)’; 15) y=sinx; 16) (> +5°) =c

17) y=xh[l+hnfx|; 18) lnevi+e® =y;  19) y=yx*+)?;

3 2
20) y=tg| = —Tsc |, 21) Infyf+2 [Z=2;
3 2 y

22) y=x,/2In|x[+C.




3ansaTue 26. JIluneiinbie 1uddepeHuaIbHbIe YypaBHEeHUsI IEPBOTo
NMOPSA/Ka, ypaBHeHHs bepHy/iin 1 B noTHBIX Anddepennuanax

Ayoumopnuwie 3a0anun

26.1. Perunts ypaBHEHUS:

1)y -Z=22 y(1)=1; 2) %y =Inx—2xy; y(1)=1;
X
o , ’
3) y'=———ytgy, »(0)=0; 4) y'—yctgx— y =0;
Cosy s x
5) e'y=1-y'e", y(0)=1; 6) y'+ 2y —xe ™ =0, y(0)=1;

1
7) y'sinx=y+1-cosx, y(gjzl; 8) (1—x2)2y’:y—arcsinx;

1 2
9) xp' =2y -2x"p2 =0, y(1)=1;  10) xy'+y=2xe", y(1)=¢;

1) 2= -2 12) (20 y1)dr=(x+1-2p)dy, p(1)=1:
y Xy

1 1
13) {x(xz —y2) 2 —1}dx=y(x2 - 2dy, y() =1
14) (y+2x)dx+(2y+x)dy:0, y(2)=l;
dx 1
15) e—y—(xe—y+2y]dy:0,,
16) 2xcos’ ydx+(2y—x2 sin2y)dy =0;
17) yx71m+(lnx+y3)dy=0, y(l)zl;

18) (y+2x72)dx+(x—3y72)dy =0, y(2) =1

2xy 2x+3x2y
19) y'=———,»(0)=1 20) y'=—7—75
y2—x2 () 3y2—x3
, 3y2—4x—3x2
21) Y =, y(0)=2;
4y + 6xy
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22) (1 +x2 )_22x(1 —ey)dx+ey (1+x2 )_]dy =0, y(0)=3;

¥ in2 32
23yt 24)£wjdx+(y_szmx]dy:0, $(0)=1.
E: 4 B

y

Homawinue 3a0anusn

26.2. Pemunth ypaBHEHUS:

1) x2y'+(1—2x)y=x2; 2) y’_zy_ey +x:0’ y(()):%j
' 3y 2 , _x2
X X

5) (1+x2)y'—2xy:(l+x2)2, y(0)=1;

6) y'+L=2Inx+1, y(1)=2;
X

2

7) y,_2_y=x3; 8) V' +4xy=2xe" yl/z;

X

eZ

9) ¥~ —=xnx y(e)=" 10) y -4 =xt

xInx 2 x
11) 4xp'+3y+e*x*y’ =0; 12) y'+2xy =22y, y(0)=1;

' 1 X % 9 ' 2
13) y'+y=—_e'y ,y(0)=z; 14) y'=y=x", y(0)=1;
A

15) ' — yx 2 :yzez&; 16) (2x+ y)dx+(x+2y)dy=0;
17) ¢"dv+(xe” ~2y)dy=0; 18) ye'dx+(y+e")dy =0;

19) de+(y3 +lnx)dy=0, y(1)=1;
X
20) 2xcos’ydx + (2y — x%sin 2y)dy =0;

21) %—(iy+zyjdy =0, y(5)=0;
(S [



22) (x2 +y? +y)dx+(2xy+x+ey)dy, y(0)=0;

xdy y
23) - ~1|dx, y(1)=1.
x* +y? (x2+y2 J (1)

Omeembot:

x X 1 3 1
26.1.1) y=5+?,y=5(x+x | ) y:x—z(xlnx—x+2),
1
3) y=sinx; 4) y=sinx(2cosx+c)2; 5) y=e¢F(x+1);

2
X _52 X T X
6) y=|—+1le"; T y=(x+c)tg=, y=| x+1-=|tg=;
) v (2 ] ) y=( )gzy[ 2jg2

8) y =arcsinx +1+ce™™™;  9) y=x*(x+ 0)2 ,y=x";

x2

c+e 1

2 -1
10) y= ,y=x¢e ; 11) y=0, y2=x_4(cx2+1) ;
12) > +x% —xy+x—y—1=0;

1

13) (x2 —y2); —x+C=0, (xz—yz)i—xﬂ:o;

14) X2 +xy+ 2 —7=0; 15) eiy—yzzc;

16) y2+x200s2y—C:0; 17) 4ylnx+y4:1;

18) xy—2x_1+3y_1=4; 19) 3x2y—y3=C, 3x2y—y3+1=0;
20) x3y—y3+x2=C; 21) x3+2x2—2y2—3xy2=8;

X

22) (ey —1)(1+x2)71 13 -1=0; 23) ye’ +x+C=0;

24) 27! ( 32+ x2)+ ysin2x—27" =0.
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1
x? 2 4
2 1 2 X )
y="-—F; Hy=e" [1+—|; 5) y=(l+x"|(x+1);
2 ox 2 ( )( )

4

2
2
6) y=rnv+2: 7y y=224C. 8 e[ crii?];
X 6 2 2

2 2
9) y:x;nx; 10) y=x4[%ln|x|+Cj ;o 11) y_4=(€x+c)x3;

2
2
12) izzx2+l+le2x : 13) y=e_x(lex+lj :
y 2 2 2

e
14) y=—ex+§+ezx+%; 15) y:em{%\/}—ée”ﬂc}

2

16) X2 +xy+1°=C; 17) xe’ =32 =C; 18)yex+y7=C;

1 1 -
19) ylnx+4—4=Z; 20) xzcosy+y2 =C;, 21) xe y+y2 _5:
y

3
22) %+xy2 +xy+e’=0; 23) arctgz—ng—l.
X

3ansaTue 27. Inddepennnaibubie ypaBHEHHS BLICIIAX MOPSIKOB,
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JOMYCKAKOIINe MOHUKEHHUS MOPSIAKA
Ayoumopmbwie 3a0anus
27.1. Pemnth ypaBHEHUS:

)y =2’ -2 2) y"=e, y(0)=2, (0)=

1

-, " 0 :__;
8 4 y( )
3) y"=x—cos2x, y(0)=0, 4) y"=2xInx; »'(0)=1,y"(0)=0;
5) yV =sin2x; 6) y" =x-+cosx;

7) ¥ =-6x, y(0)=y'(0)=0; 8) y"=¢", y(0)=)'(0)=)"(0)=0;



9) 0" ="

11) y"=xe*, y(0)=)"(0)=0;
2

13) 7"__;
3

15) x? +2yx=6)";

17) xy" =sinx;

19) y" -2 =0;
x

21) ¥’y" =6, y(1)=0;
22) y" -2y ctgx =sin’x;
23) y" +50sinycos’y =0;

24) 3yy"=¢”, y(-3)=0, y'(-3)=1;
26) " =¢*, y(O)

25) w" =y'(y’+l);

10) y'=xInxy";
12) ym

14) (1+sinx)y" —cosxy" =0;

=—CoSX;

16) xy” — y/;
18) y'—xp"+y' =0;

20) (x+1)ym_yrr — 0,

¥ (0)=5,y"(1)=1;

»(0)=0,)(0)=5
0, (o)=

27)2y"=3(y') =0, (0)=-3; 28) 3" =" ¥'(0)=1,y"(0)=-1;

29) ¥y +4(y-y")=0;

" N2 .
30) y'cosy =(")"siny;  ¥(0)
31) y’y"—1=0; 32) 3"
34) vy +2))"=0;
37) y/f+y/2 _2e—y _ 0

35) 1"+ —1=0;

Jomawnue 3a0anus

27.2. Pemmnth ypaBHEHHUS:

1) y"=arctgx; 2) y"=xe’;

5 "V =x-1, 6 v"=1

9) xzy!!_(yr)z :0’

=2yy'; 33) yy”:—y'z;
36) y’y"—1=0;

3) y"=xJx; 4) Y =lnx+x;
7) yn:_f; 8) x(yll_x):yl;

10) " =sin2x +sec’x;
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1) xy"=y'Iny’, y(1)=y'(1)=e;
12) 2"+ > —(»')* =0

" i ’ n 3
14) y"=3yy"=0, y(0)=5'(0)=1, »"(0) =7
15) 3yy" -2y =0, y(0)=»'(0)=1.
Omeemot:
4 3 2

X X 1 5, x

27.1.1 =———+CX+C; 2 :—ex—_+1;

)y THERR P )y 2 5

1 4 1. 3 x 5 4
3) y=—x"+—sin2x+—x; 4) y=—Inx——x"+Cix+C,;
)T s 4 ) y=3 13 1+
1 x° x?
5) y:RSIH2x+C1Z+C2 +Cx+ C4;

4
6) y:)2€—4—sinx+C1x2 +Cox+Cy;

2
7 y:—x3; 8) y:e_x+x7—x+1; 9) y=C1x2+C2;

10) y=Cl(xlnx—x)+C2;
11) y=(x-2)e" +x+Cy, y=(x-2)e" +x+2;
12) y=sinx+Cx’ +Cox+Cy; 13) y=Infa+ Cx* + Cpx + Cy;
2 3
: 1
14)y=C1(%—s1nx]+C2x+C3; 15) y:%+zclx4+cz;
X
16) y=Cx* +C,; 17) yzxj'%ntdt+cosx+C1x+C2;
0

2 2
18) y=G T -Cx+ Gy 19) y=C 4Gy

Cx®  Cx? 2
20)y:IT+ 12 +Cyx+Cy;  21) y=3In|x|+2x* —2x;




.3
22) y:%(x—%sinbc]—i—(fz _s1r; x; 23) y=arctg5x;

24) y:31ni, x>0; 25) Cy—-1=Cre“, y=C—x, y=0;

x
26) y:1n|x|—1; 27) y(x+2)+x+6=0;
28) yln|y|+x+Cy+Cy =0, y=C;  29) y=ve' +1;
30) y =arcsin(Cix+C,); 31) C)? —(Cx+ G, ) =1
32) y=Citg(Cx+C,), y=C;  33) > —Cx—C, =0;
34) 3 =C (x+ G, y=C; 35) Y2 —x* —Cx—C, =0;

36) (Cx+C,) +1+Cy2=0;  37) (x+C, ) -’ —C, =0.

R 1 2y 1 )
27.2.1) y—z(x —l)arctgx—Exln(1+x )+Ex+C1x+C2,

3

X
2 +?+CIX+C2;

1 5 3
2) y=—x"Inx——x
)y 2 4

3) y=%x4\/§+qx2+c2x+c3;

3

X
2 +?+CIX+C2;

1, 3
4) y=—x"Inx——x
)y > 1

(x-1)

120

5 y= +C1x3 +C2x2 +Cyx +Cy;

3
6) y =%ln|x| +Cx° + Cyx? + Cyx + Cy;

1 .
7 y= iz[quclz -x* +C} arcsmcij+ C,;
|
3

8) y=%+C1x2 +Cy; 9) Cx—Cly=In|Cix+1|+Cy;

2
10) y=—1n|cosx|+sinx—x?+C1x+C2; 11) y=¢";



12) y=sinx+1; 13) ylny+x+Cy+C, =0, y=C;

3
14) y=4(x+2)7;  15) y=(1+§j .

3ansaTue 28. JIuHeiiHbIe OTHOPOIHBIE U HEOHOPOIHbIE
auddepeHnuaIbHbIC YPABHEHUS
€ NOCTOAHHBIMU KoO3pPuunenTamu. Mertoa Jlarpan:ka

Ayoumopnuie 3a0anun

28.1. Permth ypaBHEHUS:

1) y"-2y'=0; 2) y'=6y"+9y=0;

3) Yy =2y=0; 4) Y +4y=0;

5) y"+)"=0,7(0)=1)'(0)=0; 6 y"~4y'=0; y"(0)=1
7) 3y"-2y' -8y =0; 8) y'=2y'-2y=0;

9) 2y"—-5y"+2y=0;, 10) y"-2y'+3y=0; y(O)zl, y'(0)=3;
11) y" -8y =0; 12) y"-2y"+2y =0, y(O)zO, y'(O)zl.

28.2. Jla"bl KOPHU XapaKTEPUCTUYECKOTO0 MHOTOUJIEHA, 3aIucaTh pele-
HHE COOTBETCTBYIOIIETO JIMHEHHOTO OJHOPOIHOTO nuddepeHnnaIrHOro
YPaBHCHHSI:

1)K1’2’3’4:3i2i, K5,6 :1, K7 20; 2) K1’2’3’4=5; K5,6 :ii;

aaaaa

4) K]=1, K2,3=5i7i’ K4,5=_8; 5) K1’2,3=4; K5,6 =7+2.

28.3. Peminth ypaBHEHUs] METOJOM BapUalliu:

D y'+dy=—37>; 2) y'+3y'+2y=

. x >
sin“x e’ +1

3) y'+2y +2y= L. 4) y"+4y' +4y=¢*Inx;
e* sinx
X

" " ’ e n r
5) y'+y=ctgx; 6) y'-2y'+y= ;o D Y'Y ==
4 x* sin x

b
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X 2x

n !’ e ”n ’ e
8) V' =2y +y=—; 9 V' =3y +2y=—"-j;
x e +1
e 1
10) y"+4y"+4y =——; 1) y"+2y' + y=——+r——;
X e N4 —x?
X
12) y"=2y"'+y= o 13) y"+y= .
4+ x COS X
Jomawnue 3a0anus

28.4. Pemunth ypaBHEHUE:

1) y'-2y'+y=0; 2) y'+3y' -4y =0;;

3) y'+6y +9y=0;

4) y"-2y"+2y=0, y'(O)zy(O)zl; y(O)zy'(0)=1;

5) y"=y'=0, y(0)=3, 6) ¥y -3y"—4y=0; y'(0)=-1, y"(0)=1;

7y +2)"+y=0; 8) »V +5)"+4y=0;

9) ¥V +3V 43"+ =0, 10) " +4y' +5y=0;

11) y"+2y’+y=i; 12) y”+4y=#; 13) y"+9y =31tg3x;
* cos2x

Xe
2x

14) V" + 4y =ctg2x; 15) y"—4y' +5y =
COS X

Omeemboi:

28.1.1) y=C, +Cpe®™; 2) y=e>"(C, +Cyx);

3) y=Cie > +Cye"; 4) y=C cos2x+C,sin2x; 5) y=x+e™;
4
4x 2x 3
6) y=C,+Cye™; T)y=Ce™"+Cye 3 ;

8) y=Ce! V7L eV 9) - e 4 Cye
10) y = e*cosv/2x ++/2sin~/2x;
11) y=Ce* +e™ (C2 cos~/3x + G sinx/gx); 12) y=¢’sinx.
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28.2. 1) y =¢™((C; +Cyx) cos 2x+(Cy +Cyx)sin 2x) +(Cs + Cex)e™ + Cy;
2) y=(Ci+Cox+ C3x2 + C4x3 )~ +Cscosx + Cgsinx;

3) y=C,+Cox+Cyx? +Cpx° + Cox + Cx° +¢7~ ((C7 + Cgx)cos4x +

+(Cy + Cypx)sin4x);

82

4) y=Cie* +e” (Cycos7x + Cysin7x) +(Cy + Csx)e ™

5) y=(C; + Cyx + Cyx*)e™ +e” (€, cos2x + Cs sinx).
283.1) y=(C —ln|sinx|)cos2x+(C2 —x—%ctng sin 2x;
2) y=(e+ e_2x)ln(ex #1)+ e + G

3) y=(C —x)e " cosx+(C, +Insinx|)e " sinx;

lenx 3 2 | —2x
e

5) y=Cjcosx+C,sinx+sinxIn

w3l
g2 ;
6)y :(Cl +Cyx+V4—x* +xarcsin§)ex;
7 y=(C —x)cosx+(C2 +ln|sinx|)sinx;

8) y=¢"(xIn|x|Cix+C,);
9) y=(C1 +x—ln(ex +1))ezx +(C2 +ln(ex +1))ex;

X

11) y :(Cl +Cyx+V4—x* +xarcsin%jex;

1 5\ X X
12) y=| C, +Cox——In(1+x“ |+ =arctg= |e*;
)y ( ) ( ) > gzj

10) y= e“(q + czx+2ij;

13) » :(C1 +1n|cosx|)cosx+(C2 +x)sinx.



284.1) y=¢*(C +Cox); 2) y=Ce* +Cpe™;

3) y= e (1+4x); 4) y=¢* (cosx+sinx); 5 y=2+¢;
6) y=Cie > +Cpe®™ + Cysinx + Cycos x;

7) y=Ccosx + Cysinx + x(Cscos x + Cysinx);

8) ¥ =Cicosx+ C,sinx + C5c082x + Cysin2x;

9) ¥ =G+ Cpx e (Cy+ Cpx + G );

10) y = e%x (Ci+Cyx); 11) y=(C+Cyx)e™ +xe ™ In|x];

cos2x

In |cos 2x| + C;sin 2x + C,cos 2x;

13) y= (Cl —%ln[tg[g +%x)ncos3x + C, sin3x;

. 1.
14) y =Cicos2x+C,sin2x + Zsm 2xIntg2x;

12) y= gsin 2x +

15) y =((C, +Incosx)cosx +(C, +x)sinx)e’.

3ansaTue 29. JInneiiHble HeoXHOPOAHBIE M (pdepeHINATBHBIE
YPaBHEeHHUsI C NOCTOSAHHBIMM KO3 punuentamu
¢ MPaBoi YacThI0 CNENNAJIBLHOT0 BHIA

Ayoumopnuvie 3a0anus

29.1. Pemnuth ypaBHEHUS:

1) y'-2y'=2¢", y(1)==1,'(1)=0; 2) y"+8)'=8x;
3) y'+y=4e", y(0)=4, y'(0)=3;
4) y"+y=2cosx, y(0)=1'(0)=0; 5) y"-3y'+2y=xe";

6) y"+5y"=50co0s5x; 7) y" =5y +4y = 4x?e*;

8) »" —4y'+8y=e"" +sin2x; 9) y"—2y'+2y =4e"cosx;
10) y"+4y =sinx, y(0)=y'(0)=1; y(n)=ne", y'(n)=c";
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11) y"+3y"+2y =xsinx; 12) y" -9y =e>* cosx;

13) )"+ =xsinx; 14) y"—3y"+2y =xcosx;
15) 3" 6y +9y =9x* —12x +2;

16) y"—4y'+5y =e**(2cosx +sinx); »(0)=1, y'(0)=3;

17) y' =2y +y=x; 18) " +2y'+ y = x’e “cosx;
19) y"—3y'+2y=(x2+x)e3x; 20) y"—2y=2xe" (cosx—sinx).

29.2. JlaHa mpaBasi 4acTb YPaBHEHHS U U3BECTHBI XapaKTEPUCTUUCCKUE

Yrciia COOTBETCTBYIOLIETO OJHOPOJHOTO JIMHEHHOTO ypaBHEHUS, TpeOy-
eTcs 3amucaTth ooliee pelieHue:

1) f(x)=3e" —5xcosx+8, ky 53 4=%i, ks ¢ =1, k; =
2) f(x)
3) /()
4) f(x)
5) /(x)
6) f(x)=-2xe"" =3cosTx, ky =5, ky =7, ky s =1%7i, kg ; =+7i;
f(x)=
(x)
(x)=x

X — 1)—6 _2COS)C, k12:0, k3 :2, k4:1, ks’ézlil,

xe* +sin9x, ky , =141, ks 4 = £9i;

267 —e" +5x° =2, ky ,=1, k3 =0, ky =i

x)=5=2xsin4x, k53 4=0, ks ¢ =11 4i;

8) f(x
10) f(x)=—4smx+cosx—6x, k=0, ky 3 =%2i.

29.3. Onpenenutsb k kakomy Buay (I-XI) otHocsates muddepeHunans-

e** cos 2x —sin 5x, kip3=4 ks ¢=3%2i

Hble ypaBHeHus (1-35):

I. YpaBHeHue ¢ pa3aejsiioliuMucsi nepeMeHHbIMU:
M, (x) N (y)dx+M, (x)N,(y)dy =0.
II. YpaBHeHue OJHOPOAHOE EPBOr0 MOPSAKA:

y'=f(xy)= (P(Xj’ rae f(x,y) — onHOponHas yHKIUS HyIEBOrO
x

HU3MCPCHUA Y = UX.
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II1. YpaBHeHue B noJiHbIX AuddepeHuuanax:
P(x, y)dx+ Q(x, y)dy =0, o =6—Q.
oy Ox
IV. JluneiiHoe ypaBHeHHe NePBOro NMOPsIAKAa:
V' + P(x)y = q(x), y=uv.
V. YpaBHenne bepnyain:
'+ P(x)y = q(x)ya, y=uv.
VI. JInneiiHoe 0JJHOPOIHOE YPABHEHUE C MOCTOSIHHBIMHU K03 du-
HHEHTAMU:
y(”) + aly(”_l) +...+a,y=0.

VII. JIuHeiiHOe HEOJHOPOAHOE YPABHEHME, pelliaeMoe TOJIbKO Me-
ToaoM Jlarpan:xa:

n n-1
y( ) +a1(x)y( ) +...+an(x)y=f(x).
VII. J/IuHeliiHoe HEOJHOPOIHOE YPABHEHHE C MOCTOSIHHBIMH K03(-
(punuenTamm co cnenuaJbHOM NPAaBOH YACTHIO:

n—1

y(”)+a1y( )+...+any=f(x)’

rae f(x)=e** (P, (x)cosx+0, (x)sinBx).
IX. YpaBHeHue BbICHIUX NOPSAJAKOB BHAA:
y(”) = f(x)
X. YpaBHeHue BbICHINX MOPSAJIKOB BU/IA:
F(x, y(k), ...,y(n)) =0; y(k) =P, k<n.

XI. YpaBHeHHe BbICHIUX MOPSAKOB BHAA:

F(y,y,a-'-,y(n)):(), y':P, y”:d_PP,....
dy
XII. YpaBHeHue BbICHINX MOPAJAKOB BH/IA:
dP

F(X, : I".., (")):O’ ,:P, rr:_’““

»y y Y y o
1) y'+y' =e"; 2) ye'dx+(x+1)(y—1)dy=0;
3) y'+x2y:x+2; 4) (x+2)y’”=y”;
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5) xydx = (x2 +y2)dy;

7 y' =y +3y= x%e*;

9) y'=3y'+y=0;

11) y' -y =tgx;

13) y"=5y"=0;

15) yzxzdxz(x4 +y4)dy;

17) y"=x> +5;

19) yexdx—(l —ex)dy = 0;
2xy

2 _yz ’

23) y"=3y’y=0;

21) y'=

25) ycosxdx +(1+sinx)dy =0;
27) y"—y'+4(y+y')=0;

29) y'x-yy=x;

31) y"+3)y' =

cosx’
33) y" -3y +5y=0;
35) 2y"-3y'x+2xy=0.

1
6) y'+—y=x";
x
8) (x2 +y2)dx+ 2yxdy = 0;
10) y(lv) = COS X;
12) y'y =1;
14) y' +3x*y=x?-3;
16) y'~5xy =¢*y?;
18) y"+y"=3yy’;
20) »"—y'+2y =x’e" cosx;

22) (x—3)(y+2)dx+x2y3dy=0

24) yV =xe*;
5x
26) y"+y'—y=1 e

28) y'—7xzyz(x3 —1)y3;

30) xcosydy +sinxtgydx =0;

32) yIV —3XyIH =y

34) (x—y)dx+(x+y)dy =0;

Homawinue 3a0anusn

29.4. Pemuth ypaBHEHUS:

1) y"+16y =32y, y(0)=2.'(0)=0;
2) ' -4y=e", y(0)=1y'(0)=-8;
3) y'—2y'+y=-12cos2x—9sin2x;
4) y' -4y =3x+1, y(0)=-2, »'(0)=0;
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5) y"+9y" =3cos3x, y(0)=1, »'(0)=2;
6) y"+3y' =1+sin3x+4e™, »(0)=0, y'(0)=1;
7) V' =3y +2y=(34-12x)e™; 8) "+ =2x—1;

9) ¥+ y=2+cos2x; 10) y"+6y"+10y = x* +4e’;
11) y"+3y'—4y =5sinux; 12) y"+2y'+y=8e";
13) )" +4y=2x" +3x+1; 14) )" —4y'+3y =(2x+3)e™

15) y"—4y =2sinx +cos2x.

Omeembi:

X x 3
29.1.1) y=e¢”"' —2e" +e-1; 2) y:(c1+czx)e”+7+5+§;
3) y=2cosx—5sinx+2e”; 4) y=cosx+xsinux;

2
5) y=Ce* +Cye” —[%+x}e’“;
6) y=C, +Cye™" +sin5x —cos5x;
7) y=Ce* +Coet —(207 ~2x+3)e”;
2x . 1 2x 1 1 .
8) y=¢""(Cjcos2x+C,8in2x)+—e”" +—c0s2x +——sin2x;
4 10 20

9) y=e* ((2x—n—1)sinx—ncosx);

1, . .
10) y =cos2x+ E(sm 2x +sinx);

11) y=Cie™ +Cre > + —ix+£ cosx + Lx+i sin x;
10 50 10 25

12) y=Ce™ +Cye ™ +¢* (isinx - cosxj;

3 2
X X X
13) y=| C; +———|cosx+| C, +— |sinx;
)y (1 4 6] {2 4}
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14) y=Cie" +C,e” +(0,1x - 0,12)cos x — (0,3x + 0,34)sin x;
3x.

15) y=x+e

16) y=| C,cosx+C sinx — = cosx + xsinx |2
1 2 )

17) y=(C, +Cyx)e* +x° +6x° +18x +24;
18) y=(C +Cox)e™ +e™ ((6—x2)cosx+4xsinx);

2
19) y=Cie” +Cye™ + (% —x+ 1] e’
20) y= Cle‘*/zx + Czeﬁx + xe*sinx + e*cos x.

29.2.1) y=(C; +Cyx)cosx +(C; + Cyx)sinx +(Cs + Cgx)e* + C; +
+x2Ae” + x* ((Azx + Ay )cosx +( Ayx + As )sinx) + Agx;

2) y=(G+Cyx)e™ + Ce™ +Cy + Cox+ Cox x4 + dpx+ 4 )™ +
(A + Asx+ Agx” + 473 |+ Agoos Tx+ Aysin T

3) y=CG +Cox+Cie™ +Cye” +e*(Cycosx+Cssinx) +x” (Ax+ 4 )+
+xA45e" ++A, cosx + As sin x;

4) y=c¢"(Cycosx+C,sinx)+Cyco89x + Cysin9x + (A x+ 4, )e” +
+ x( A3 cos9x + Ay sin9x);

5) y=(G+Cox)e” +Cy+ Cyoosx+Cysinx-+( 4 + A + A+ 4 ) x
x x+ x> Ase”;

6) y=(C) +Cox)e™ + Cie™ +e* (Cycos 7x + Cssin 7x) + Cg cos Tx +
+Cysin7x +e™x(Ax+ 4, ) + x( 45 cos Tx + A, sin 7x);

7) y=C) +Cyx+ C3x” + Cyx +¢* (Cs cosdx + Cgsindx )+ x* 4 +

+(A2x + A3 )c0s4x +(A3x + Ay)sin4x;
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8) »=(C +Cox+Cyx?)e™ +e™ (Cse082x + Cgsin 2x) + xe™ (4 cos 2x +
+ A,5in 2x) + A3c0s 5x + A;sin 5x;

9) y=(C, +Cox + Cyx?)e” + Cycosx + Cssinx + A x” + Ayx + Ay

10) y =C| + Cyc082x + C55in 2x + Ajcos x + Arsin x + x( Ay x + Ay).

29.3. 1) VIIL; 2) [; 3) IV; 4) X; 5) II; 6) V; 7) VIIL 8) 11, 1I; 9) VI;
10) X; 11) VIL; 12) XI; 13) VI; 14) IV; 15) II; 16) V; 17) IX; 18) XI; 19) III;

20) VIIL; 21) I, 1I1; 22) I; 23) XI; 24) IX; 25) 1II; 26) VIIL; 27) XI; 28) V;
29) XII; 30) I; 31) VII; 32) X; 33) VI; 34) II; 35) XIL.

29.4.1) y=cosdx—sindx+e*; 2) y=3¢> —2¢> +2xe”;
3) y=-2¢* —4xe™ +3sin2x;

4) y =é(25 +39¢™ — 28x — 24x7);

5) y= —9—10e‘9x (7-10e™ +3e™cos3x —9e™ sin 3x);

6) y=Ce ™+, +§+%el’c —%(cos3x+sin3x);

7) y=Ce* +Cre™ +(4-2x)e™; 8) y=C, +Cre™ +x* —3x;
9) y=Clcosx+Czsinx+2—%0052x—%sin2x;

- ~ 1 13 4
10) y=e7"(Cicosx + Cysinx)+—x* —ix+_3+_ex;
10 25 250 17

- 15 .
11) y=Ce ™ + Cye” ——Ssmx;
34
12) y=Cie™ + Cyxe ™ +4x%e™;
. 1
13) y=Cicos2x+ C,sin2x +EX3 + %x;

14) y = Cie* + Cpe™ + (2x +3)e™;

_ 1 .
15) y=Ce™ +Cpe ™ —4—0(5c0s2x+16s1n2x).
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3ansaTue 30. Pemmenne cucreM quddepeHnuaIbHbIX yPaBHEHUH
MeTO0M Jiljiepa U MeTOI0M MCKJII0YEeHUs!

Ayoumopmbwie 3a0anus

30.1. PemiuTh CUCTEMBI:
xX'=y+t, x'=2x-5y, x'=y+2¢, "=x,

Ty 1t Pyt Y R
V=x-t. V' =5x—-6y. V' =x+1% X' ==x+y.
x'=2x-y, "=x—4y, "=x+ y-cost,

5) 6 x' x—4y 7 x’ X+y .
y’=x+2e’. y'=x-3y y'=-2x—y+sint+cost.
x'=x+5y, x(0)=-2, x'=2x+y+2¢e,

8){ , v, x(0) 9 y
y'=—x-3y, y(0)=1.

10) {x’z—x+2y, x(0)=0, 1 {x’=4x—3y+sint,

V' =x+2y-3e*.

y'==-2x-5y, y(0)=1. y'=2x—y—2cost.

X'=y+z,
x'=-3x-4y, x(0)=1,
12) sy’ =x+z, 13) <,
y'=-2x-5y, y(0)=4
Z'=x+y.
x'=3x-1y, xX'=x+y, x'=x-y,
14) Y 15 7 7Y 16)
y'=4x—y. y'=3y-2x y=x+y+e.
'=2 +1, '=x-3y, '=2x+y,
17)x y—Xx 18)x x-3y 19)x xX+y
y'=3y-2x V' =3x+y y'=4y—x
= 2 "=x+3y, 0)=3,
20) y+tgt-1, 21) X' X+2y x(0)
Y =—x+tgt. yi=—x+5y, »(0)=1
, 1
x'=-x+8y xX'=x+2y Y
22){ ’ 23){ ' ) Y
y=x+y. y'=x—S5sint , 1
y ==
X
"= 2y +z—eX, ¥ =5x-3y+2e”,
25 Y T AT 26) Y
Z'=-3y+2z+6e>. Y =x+y+5".



'=y—5cost, "=yt
27) {x y 28) {x Y+,

Y =2x+y. Y =x+t

_)(/":2)(—j x’=_2 +3,
29 " ORI

y' =y-2x+18t Y =2x-2t

HMomawinue 3ad0anusn

30.2. PemmuTh cUCTEMBEIL:

1 {x’ =2y—5x+ e, 2 {x' =y, x(0)=0,

y':x—6y+e_2t y':—x+1, y(O)Zl,S

N X=x+y, x'=2x+ y+cost,
Y =x—y y'=—x+2sint.
5 [ =25, 61X =32 XO=1,
Y =3x+4y y'=4x+Ty, »(0)=0.
X =x+y+t, X'=x+y, x(0)=0,
7) g 8) g ©
V' =—4x-3y+2 y'=-6x+6y, y(0)=-1.
- 3t 2t
X ==y+e, = -
9) y 10) ' 4x+y e,
y'=—x+ 2¢%. y'=y-2x.
x’:2X_4 s ':2 -3 5
1) 4 12) 7 7T
¥ = x =3y +3¢. y'=x-2y+2sint.

3 X' =3x+y, x(0)=-1, 14 x'=6x-3y, x(0)=-2,
y'=x+2y, y(0)=0.

Omeemot:
30.1.1)
y Cle +C26t—t+1
e?
1

x=e""(Ccos3t + Cysin3r),

2)
y=5e e ((4C, —3C,)cos3t +(3C; +4C, )sin3t).
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3 {xz Cie' +Cye ™ +1e' =17 -2,
y=Ce' —Cye +(1-1)e' - 2.

%) {y = Cysint — Cycost + Cye’,
x = Cycost + Cysint + Cye.

. {x(c1 Ot —17)e, o {x=(2C1t+2C2 +G)e™,
yz(Cl—Cz +1(C, +2)—t2)e’. y=(Ct+C,)e™.

7 {x = C\cost + C,sint —tcost,
y=(C, —Cy)cost —(C; + C, )sint +1(cost +sint).

) {x =2¢" +3e7", 9) {x =Cie' + Cye® + 16’ —e¥,
y=e'+3e". y=—Ce' +Cpe” —(t+1)e' —2¢*.

x=2te", ) x=Ce' +3C,e* +cost —2sint,
y=Ce' + 2C2e2t +2cost —2sint.
X = Cleit + CzCZt,
i 2 x=-2¢"+3e7",
12) <y =Cse " +Che”, 13)
L y y=e'+3e7".
X = (Cl + Czt)et,
x=e" (Ceost + Cysint),
y=e*((C, +Cy)cost +(C, = C )sint).
x=(Cycost + Cysint —1)¢, ) x=(C, +2Ct)e' -3,
y =(Cysint — Cycost)e'.
x=¢'(C,cos3t+C,sin3¢), x=
(G 2 ) 19)
y=¢'(Csin3r - Cycos3t).
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x =Cjcost + C,sint + tgt, x=3e",
20) 21)
y=-Csint + C,cost + 2. y=e?.
22) x= 2CIe3’ - 4C2e_3t, 23) x=Ce '+ 2C262’ —cost + 3sint,
Cle3t +Cye 3 y=—Ce™’ +C262t +2cost —sint.
24) C1x2 = 2t + Cz, ) y = 262x + C]ex + Cze_x,
V=G (2t+Cy). z=9¢*" +3Cie" +Cye™
26 157 Cie? +3C ™ —e™ —4e,
y=Ce? +Cye* —2e7 —2e™.
x=Ce* +Cye’ —2sint —cost,
27)
y=2Ce* —Cye™" +sint +3cost.
x=—Cjsint + Cycost + ¢,
28)
=Cjcost + C,sint +12 1.
2) x=Cle3t +362 420+ Cy,
y=—Ce* +61* =2t +2C, - 2.
30) x=Ccos2t+C,sin2t +¢,
y=Cisin2t — C,cos2t +1.
x=Ce M +Ce! e +4ioe’,
30.2. 1) > 1
=—Ce M -Ce " +—eH +—¢
10 40
5 {le—colerl,Ssint, 3 x=Ce Ly G e_\n
y =sint +1,5cost. yzcl(ﬁ—l)e*/—’ C, (\/§+1) a1

1
x=(C, +Cyt)e +2cost r=Ce + Oy,
4) )

:(CZ(I_f)_Cl)et —Zcost—%sint. y=-Ge' +15C,e™.
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6 {XZSSI(COSZI—Sinzt), 7 x=(C1 +C2t)e_t +5t-9,

y=2e" sin2t. y=(Cy —2C, —2Cyt)e™
L1
_ t t L3
N x=Ce +Cpe®, 0 x=Ce +C,e +8e ,
y=2Ce* +3C,e".

C162t +C, e’ + (t + l)e”
y=-2Ce*-Cye* —21e*.

{x 4Cie + Cre ¥ — 4t

11)
y=Cre' +Ce ™ —(t-1)¢".

x=3Cie' + C,e™" +3sint,
12) ,

y=Ce' +Cye™ —cost +2sint.

x=Ce + e, x=Ce* +3C,e”,
13) 14)

y=Ce +3C,e" y=Ce + e

y=-Ce' +Ce™ + 263[.

—6t+14.



Tunosoii pacyer Ne 1
HEONPEJAEJEHHBIN W ONPEJAEJEHHBIA MHTETPAJIBI

B 3amanusx:

No 1-6 — HaliTi HeomnpeAeTIeHHbIe HHTETPAIbI;

Ne 7 — BBIYHCIAUTD ONIpEETICHHBII HHTETpa;

Ne 8 — BBIUMCIINTG HECOOCTBEHHBIM MHTErpall MM JOKa3aTh €ro pac-
XOJMMOCTb.

BapuanTt 1
xdx , cdx
1) ; 2) {(2x—1)sin“xdx; 3) [—
J2x+1 J( ) I2+\/x+4
4) ISin32x00s22xdx; 5) J'de’ 6) Iéil‘ctf 2x dv:
+4x2

1 2xdx dx
LN ot S
€

9) BEIMUCTUTD TUIOMIAb TPATICIHH, OTPAHIYCHHON JTMHUAMHU P = acos(,

p=2acosq.

10) Haiitu anuHy noiayKyOH4yeckoi mapadosib y2 = %(x —1)?, 3aKto-

YEHHYIO BHYTPH Napadoibl y2 =—

Bapuanr 2
3
1 [’ d;  2) [Yxinxdy, 3) [Snxtasin2e,
xXsm-x
4) jsin4§xdx; 5) 22"—+3dx; 6) | x+l
2 x(x“ +2x-3) \/;4_1

¢ dx

'lfxx/4+lnx; )i(x—l)

7)
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9) Haiiti miomans KpUBOJIMHEHHON Tpamnelyy, OrpaHUYCHHON JIMHUSA-
MH yzxz, y=2-x
10) Haiitin ymHy kapauounsl p = 2(1—sin @).

Bapuanr 3
sin xdx X .2
1) f—z; 2) [e*cos2xdx; 3) [sin“xcosxdx;
4+cos” x
(x +1)dx
4) W +Ddx
Icosx+3smx J.x +4x%° I\/;Jr_l
7 j”( 8) [ xe .
0

9) Haiiti mutomans KpUBOJIMHEHHON TpanelMyd OTPaHUICHHON JTMHUCH
p=a(l-coso).
10) Haiitu 00beM Tena, MoTyueHHOTo BpallieHHeM KPHBOJIMHEWHOM Tpa-

TIELMH, OTPAHUYEHHON INHUSAMH ) = x?, y=2-x,y=0, Bokpyr ocu Ox.

Bapuanr 4
1) Ixz;dx 2) Iarcthxdx' 3) fL
9—x> ’ 1+sin’x’
Jlnx xdx
4) S |———5— 6) ;
N j(x +1)(x +4) IJ§+4
/4 o e
sin x dx
7) | dx; 8) [——.
0 Cos x 1 xIn“x

9) Haiitn muomaap QUTypsl, OTpaHHYEHHOH JHUHUSAMH Xy =0,
x+y="7.

10) Haiitn nepumerp GUIyphl, OTPaHUYECHHON JHMHUIMH y=x2,

y=vx
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Bapuanrt S

dx dx

1) [——F——;  2) [In4xdx; ) | ———m
smzx\/l —ctgx j arccos x\1 — x?
6sinx +cosx x+1

4) [———dx; 5

)I 1+ cosx ’ )jx +1 )I\/ +2
€lnx + 4x> o xdx

7 dx; 8 _

) '[ X ('£ (1+x2)2

9) Haiitu muny ayru kpuBoit y=¢e* —1 ot Touku (0; 0) 10 TOuKH
1; e-1).
10) Haiitin 0o6BpeM Telna, MOJyYEHHOTO BpalleHHEM (QUrypbl, OrpaHu-

YEHHOU IMHUSMU Y = x° , y=0, x=2, Bokpyr ocu Oy.
Bapuanr 6

cos xdx 2tgx +3

D | 2) [xarccos2xdx;  3) [—————dx;
sin*x sin?x + 2cos’x
5 —
4) [xsin(1-3x%)dx; 5)]%2)61&; 6) [ v2x+ldr
x' -1 44+~2x+1
n/3
7) fsinzxdx; 8) f
0 0 X +1

9) Berancnuth miomaab GUrypsl, OrpaHHYEHHON KPHBOW X =f—sint,
y=1+cost, 0<¢t<m.

10) Haiitu 00beM Tena, MoTyueHHOTo BpallieHHeM BOKpYT ocl Oy KpH-
BOJIMHEIHOW Tparenuy, OrpaHUn4YeHHON JIMHuAME: xy =1, x =3, y =3.

Bapuant Ne 7

2 g 3) [¥2\1-3x dx;

1
1 | *:fj dr; D [
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Y [ ———

cosx—3sinx’

arct g x

7 |

1 1+x

2 +3x+1
s

+2x7

t dx

oy et

—3x

Jx+1

R

9) Beraucnuts miomaab GUrypsl, OrpaHHYeHHON THHUEH P = 2c0s 3.

10) Berancnauths QIMHY KpUBOH X = cos’t, y= sint.

Bapuant 8
3
x”dx 2 Jx dx
1) ; 2) |In(1+x7)dx; 3) |le —;
= f I %
4 dx ) 5 | X+ 257
5+2sinx+3cosx’ (x—l)(x2+1)
/ 2 3
6 [ —2Hl g 9y Va2t 8) |
Jx+1@x+1+1) 0 0

9) Berunciuts qumHy kprBoi ¥ =Inx ot touku (1; 0) mo touku (e; 1).
10) Haiitn 00veM Temna, MOMyYEHHOTO BpaileHHeM BOKpYTr ocu Ox

. . . i
(uryps1, OrpaHUYEeHHON JHHUEH X = cost, y =3sint, 0<¢ < 5

Bapuant 9

(1++/x) dx 4y
1) |————; 2) |(2x-1 dx; 3
1 ) J@x-e )IIO+x
4) _[ sin*2xcos?2xdx; S)I 4-3x dx; 6)j ;

x> +8x? X\/X+2
9
y+1 _Jx dx

7) dx; 8) | e V' —.

e ['%



9) Haiitu rmiomaap GUrypsl orpaHUueHHON THHUEH p = 2asin .
10) Haiitu o0beM Tena, MOy4eHHOTO BpamieHHeM BOKpyT ocu Oy

(UrypBI, OrpaHHYCHHOM THHISIMH y° = x, X = 4.

Bapuant 10
X3 X

1) [x%sinx’dy;  2)[x%sin3xdy; 3) [2+De" dx;

4/sin dx 241 +\/7
[ s [——dn 6 [~

/cossx X7 +2x°+3x \/;+f

In 4 1arccosx
[ 8) | o

o € +1 0

9. Haiitu ymnHy KpuBoi p = 4sin .
10. Haiitn tuiomaap QUrypel, OrpaHHYEHHYIO JMHUEH X =4cost,
y =3sint.

BapuanTt 11

1) j(1+ctg3x)%; 2) [(* +DInxdy;  3) [{/9-x7d;
ST

n x

2cosx+3’ x| \3/2X—1+\6/2x—1’
/2 . 2 3
7) [ cosx2™"*dx; 8) j&
0 1v16 - x*

9. Haifti mnomane Qurypbl, OrpaHMYEHHON JIMHUSIMHU x° =16x—-4y,
x=4+y.
10. Haiitn o6BpeM Tena, MOMyYSHHOTO BpalleHHeM BOKpYr ocu Ox

2 2 2

¢Gurypsl, orpaHI4eHHON TUHUAMU X~ — V™ =a”, x =2a.
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Bapuant Ne 12

4
g g jln—x 3) [ dx;
Jx
4 2x+9
4) |tg 3xdx; 5) | ——dx; ;
)Ig ! )jx4—x2—12 I\/;+\/_
e2 1.2 +00 2
7 ]2 gy, jrdr
1 X 1 (x +1)

9) Hatitn anuny kpuBoi y=Incosx ot Toukm (0;0) mo Toukm

x 2
(Z, In > )

10) Haiitu riomaab GUrypsl, OrpaHUYCHHON OJJHUM BUTKOM P = 2.

Bapuanr 13
1) [tg3xdy; 2) [(4x—Dcos?2xdy;  3) [~ ! (f
3x+4 Jx dx
4) ) dx; 6) | —=:
J..'Ssm X— 3cos2 Ix3+5x2—6x Il—i‘/;

3 2
7) [ OVI+x% d; 8)[
0 (x— 1)

9) Haiitrt mmomaaps ¢GuUTyphl, OTpaHUYEHHOW JWHUSMHU yz =x+5,
y2 =4—x.

10) Haiitu nymuny kpusoii x =e'cost, y=¢'sint (0<¢<1).

Bapuant Ne 14

dx 2 X X
1) [—; 2) |In“2xdx; 3) |e cose’dx;
Ix\/xz +1 I j
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348 Yx+1
4 3 3xdx; 5 dx; 6) [—————dx
Hewsds o SIGTes O
102 x
7 8) [ ——dx.
)Il+\/_ )I X

9) Haiiti miomanp GUrypsl, OrpaHMYCHHON TUHUEH p = 4sin 2¢.
10) Halitn 00veM Temna, MOMyY4EeHHOTO BpaiieHHueM BOKpYyr ocu Oy

¢Gurypsl, orpaHI4eHHON JTUHUAMHU y2 =9—x,x=0.

Bapuanr 15
2
1) [cosxv1-sinxdx; 2) J' : 3) [x4" dx
sin 2x
dx 2x -1 Vit -1
M o a4 0 d;
2+ cosx X +5x° +6 by
n/3 +00 sin—-
7 sin x cos>xdx; 8 |
0 1
N 1
9) BbIurcIuTh TI0IMaas GUrypsl, OrpaHUYCHHON JIMHUASMA ) = 7
1+x
¥
y >
10) Hatitn jummny kpuBoii x =2(cost+tsint), y=2(sint—tcost),
0<t<m.
Bapuanr 16
V1-21 .
1) f—nxdx; 2) jezxsmzxdx; 3) j22x—+3dx;
X +x+2
. 4x -1
4) fs1n42xcos42xdx; 5) judx, 6) [——F+— al +\f
E. N
/3 4
7) | tg’xdx; 8 | = xdx
/6 b x=1
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9) Haiitu nnuHy KpuBOH y2 =(x—1)3 or toukn (1;0) mo Toukm
(6;V125).

10) Haiitu oObeM Tena, MOTydeHHOTO BpalleHHeM BOKpPYTr ocu Oy

(DHrypEI, OrpaHHYCHHOM TMHHIMH y =X° — X, y =0.

Bapuant 17
3x+5 4x-3
1) [2*V1+2%dx; 2) [——dx; 3) [—dx
'[ Icos23 J-«/2 2x — x2
4 sin2xdx 5 | xex? +1 dr: )J- Jx=3x &
4sin’x + cos?x x* - —9 f \/_ 1
/6 2,2
7 sin® 2xdx; | .
0 1 X —1

9) Haiitn miomans GUrypsl, orpaHAYEHHON JTMHUSIMA y2 =9x, y=3x.

10) Berancnauts AMHY KPUBOH X = 5cos’1, y= 5sin’ ¢ (0<t< g)
Bapuanr 18

2) [xarctg2xdx; 3) [sin 2xcos’xdx;

4x—1
1) [———dx
\/2x2—x+3

2
5 x“+4x-3
4) |tg” 2xdx; 5) | —————dx;
Jie J x* +4x? Ix/_(x/;+1)
/2 dx 1 dx
N 8 [
o 3+5cosx 032 —4x

9) Haiiti tumomans GUrypsl, OrpaHUdeHHON JIMHMSIMEA Xy =4, y =1,
y=4,x=0.

10) Haiitm o6beM Tema, MOMyYEHHOTO BpalleHHEM BOKPYT ocu Oy
(GuUrypsl, orpaHU4eHHON TUHUAMU: y =2X, ¥y =X, X =3.
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ctg x

D |

Sll’l x

4 | sinxdx
1+cosx’
/4

7) _[ sin’xdx;
0

Bapuanr 19

In’x x2dx
2 —dx 3 ;
)] )12x2+1
¥t +2x -1 x+2
5 —dx, 6)
) J I1+\/x+
o,
8) j e ™ xdx

9) Halitu 00beM Tena, MONTYYEHHOTO BpallleHUEM BOKPYr ocH Ox
¢burypsl, orpaHn4eHHON TUHUAMHU Y =sinx, y =0 (0<x < ).

10) Haiitt nnwHy KpuBoil x =8sinf+6cost, y=6sint—8cost

b
0<<—).
( 2)
Bapuanrt 20
4 1
1) [3% df 2) [xeMdx; 3| s
cos“3x x+2
dx ¥ +x-1
4 [——— 7 5)13—dx;
sin“x + 6sin xcosx —16cos”x 2x% +x
x—1 T sin2x /4 dx
6) | ; 7) [ ——dx; 8)jlf%x :
xAJx—2 2 4+cos x sin“x

9) Haiitu mommane Gurypsl, orpaHHueHHON JTUHUER P =3CoS Q.

10) Haiitu nnuny xpuBoii y =€~ ot Touku (0;1) no touku (5; e ).
y y

2x+3

\/x2 +3x+5

2—sinx+3cosx

| dx;

4) |

1+ cosx

Bapuant 21
2) farccos 2xdx; 3) sz tg2" dx;

2
5 J- 4x2+38
(x+D(x"—4x+13)
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/4 +00
Jxdr ™ 8 [ &

7)
I 3x+ \/7 { 00323x

9) Haiitu miomanp GUrypsl, OrpaHHYEHHON TUHUEH P =4cos3.

S xInlnx’

10) Haiitu o0beM Tena, MONyYEHHOTO BpamieHHeM BOKpyr ocu Oy

WUTypPBI, OTPAHUYCHHON JTUHUSAMHU ) = xz, =2—-x,x=0 (x>0).
yp p Y Y

Bapuant 22
\“Il x 4x—1
1 2) [(2x+3)2"dx; 3) | ——dx;
) I ) I( sz +2x+2
6xdx Vx+3dx
4) |ct 63xdx; 5
) Jetg )] Ol Pt
/9 1
7 | ctgdxdy;  8) | arcsmxdx.
/12 0 \1-x?

9. Haiitn momans Qurypsl, OrpaHMYCHHOW JIMHUEH X =4c0st,
y =9sint.
10. Haiitn mymmay xpuBoit p = 4(1 —sin@).

Bapuanr 23

1) [sin2xy/1+sin’xdx; 2) [log,(3x—1)dx;
x—1 dx

3 —dx; 4 N

)I~/13—6x+x2 )JZSinx+3cosx+3
3x-1 x+\/;+\/7

5) f—4 dx; 6) [~ X7
+13x% +36 x(1+3/x)

/12
7) [ cos*4xdx; 8) j xdx

/16 ’ 13 -1’ '
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9) Haiitn nmay kprBoit y = Insinx (g <x< g).

10) Halitu o0beM Tena, MOJyYEHHOI'O BpallleHHEeM BOKPYr ocu Ox
GUrypsl, OrpaHUYEHHON IUHUAMHU Xy =4, y =X, x =1.

Bapuant 24
sin x xarctg X i 3x-4
1) |[——dx; 2) 3) [=——dx;
J s e Yaiem
dx x*dx
4 [— : 5 5) I—4
4sin“x + 8sin xcos x 4532 +4
e/2 +00
6) [*E‘—fx; 7) [ In2xdx; 8) [ xe “dx
2+3x 1 0

9) Haiitu mmomaas GUrypsl, OrpaHU4eHHON TUHUAMHA Xy =9, y =X,
x=35.
10) Haiitu oObeM Terna, MOTydeHHOTO BpalleHHeM BOKpPYTr ocu Oy

(urypsl, orpaHI4CHHON JIMHUAMU y2 =x,x=4.
Bapuanr 25

8x—5

Vx? +4x+5 &

arctg X

1) j Sdy; 2) [(¢F -2x+DeMdy 3) [—r

4) fctg54xdx; 5) jﬂdx, 6) [—— rde
~16 a3
N
7) | xVd—x?dy; 8)[ arcsmxdx.
1

1-x?

9) Haiitn mnomans ¢GuUrypsl, OrpaHUYEHHOH JIMHUSIMHU y=x2,

y=4-3¢"
10) Haiiti ummHy kpuBoit p =5(1+ coso).
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Tunosoii pacuer Ne 2
HUHTETI'PAJI 1O ®UI'YPE
Bapmuanr 1

1) Haiitu mnomane Qurypbl, orpaHMYEHHONW JIMHUSIMHU x* + y2 =4
u y2 = 4(1 - x) (BHE apaboIkI).

2) Beraucnuth Maccy Tena, OrpaHUIEeHHOTO TIOBEPXHOCTAMHU X%+ y2 +
+z22 =4, x* + y2 =3z, eCcIU IUIOTHOCTHh B KaKIOW TOYKE pPaBHA arIlId-

KaT¢ TOYKH.

3) Beruncaurs Jd—S 10 OTPE3KY NPsAMON y = lx —2 0T TOUKH
L \/xz + y2 2
A(O, —2) 10 TOYKH B(4, 0).

4) Beraucmuts J xydx 1o gyre cuHycouapl y =sinx ot x=m 10 x =0.
L

5) Beluncinuth MIOMIAAb YaCTU MOBEPXHOCTU X+ 6y +2z =12, nexa-
el B IEpBOM OKTaHTE.

6) Borancimuts notok Bektopa @ =(x+ )i +(y—x) j+zk uepes no-

BEPXHOCTH I1apa eMHUIHOTO PAJIyca ¢ IIEHTPOM B Hadaje KOOpAWHAT.

Bapuanr 2

1) Haiitu maccy ¢urypsl, orpaHUYCHHON JTUHUAMHU ) = X% x+ y=2,
€CJIY IJIOTHOCTD €€ B KaXK10i TOUKE PaBHA OPIUHATE STON TOUKH.
2) Haiiti 00beM Tejla, OTpaHUICHHOTO TIOBEPXHOCTSIMU Z =1 — x? - y2;
y=x;y= x\3, PaCTOI0XKEHHOTO B IIEPBOM OKTaHTE.
) x=a(cost+tsint),
3) Beruuciauth j x“+y~dl, tne L — kpuBas, .
i y=a(sint—rcost),
(0<r<2m).

4) Hatitu ¢Qynkomto z 1o ee momHoMmy auddepeHnmamy



5) Berancnuts H xdydz + ydxdz + zdxdy, tme S — momoxwurtenpHAas
N

CTOpOHA MTOBEPXHOCTH Ky0a, OrpaHnYeHHOTo MiockocTsiMa x =0; y =0;
z=0; x=4; y=4; z=4. BpUACIUT, HETIOCPEACTBEHHO U C TOMOIIBIO
¢dopmyiiel OcTporpaackoro.

6) Haiitu diV(grmu), e u = sin(x+y+ Z).
Bapmuanr 3

1) Haiiti Mmaccy ¢urypsl, orpaHnueHHON napabdoioi y =1-— x> U 0CBIO
Ox, ecnn wioTHOCTS ¥(X,p) = x")7.

2) Haiftn 00BeM Teja, OTPaHUICHHOTO ITOBEPXHOCTIMH x? + y2 =2Xx;
z=x? +y2; z=0.

3) Beruncaurs jxdl no napaboine y=x2 OT TOYKH (1,1) JI0 TOYKH
L

(2,4).

4) Beraucnuts §2(x2 + y2 )dx + (x + y)zdy, npumMensst popmyiy ['pu-
C

Ha, TAe C — KOHTYp TPEYTOJIbHMKA C BEPIIMHAMH B TOUKax A (1, 1), B(2, 2),

C (1,3) , IpoOeTaeMBbIi IPOTHB YACOBOM CTPEIKH.
5) Bornennts  [[+/x” +y* +2°dS, rae S — moepxHOCTH KoHyca
s
2

z = xz + yz, OrpaHUYCHHOIO IIJIOCKOCTAMU Z = h; z=0.

6) Haiitu rotF, ecnu F = yzf —xzj +2%k.
Bapuant 4

1) Haiitu mMaccy HOJOBHHBI KpyTa paguyca R ¢ IEHTpOM B Hadaje
KOOpAMHAT, Jexameld B obmactu y >0, ecnn IIOTHOCTh paBHA KBal-

paTy HOJSIPHOTO paanyca.
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2) Berunciute 00beM Telna, OrpaHMYEHHOTO TIOBEPXHOCTAMH Z =4 — V%

2
X

=—;x=0;z=0.
4 2

3) Beruncaurs _[ (3x —Sy+z+ 2)dl , TIe [ — oTpe30K IpsSMON Mexay
!

Toukamu A(4,1,6) u B(5,3,8).
4) ITone ob6pa3oBaHO CHIIOM F= yi +aj. Onpexenuts pabory mpn
NepeMeNeHnH MacChl 71 10 KOHTYPY, 00pa3oBaHHOMY OCSIMH KOOPJIUHAT

X =acost,
U 3JUIMIICOM . nexaiuuM B I uerBepru.
y=bsint,

5) Haiitu mutomaib MOBEPXHOCTH YacTH KOHyca z = \/xz + y2 , 3aKIIIO-

YEHHOTO BHYTPH HUJIHHIIPA x*+ y2 =2x.

6) Haiitu div[ﬁ, \7], rae 1Z=x17+2yj—zl€; v =y17—2z]'+xl€.

Bapuant 5

1) Boruucnutb ﬂ«/az —x? —y2 dxdy, roe D — kpyr: ¥+ y2 = ax.
D

2) Beruuciauth 00beM Tela, OrPaHUUYCHHOTO MOBEPXHOCTSIMH Z = xz;

3x+2y=12;z=0, y=0.

3) Beluncnutrh Maccy OJHOM apKu LUKIOWIBI X=a (t - sint);
y=a(l—cost), eciu IIOTHOCTb B KaXOi TOYKEe KPHBOH PaBHA OPIH-
HaTe TOYKH.

4) Beraucnuts j(xy - yz)dx + xdy OT TouKH A(O, O) JI0 TOYKH B(l, 2)
i

10 KPUBOM y = 2x.

5) Berancnts || xdydz + ydxdz + zdxdy, rae S — BHeLIHs CTOPOHA 110-
S
BEPXHOCTH Ky0a, orpaHudeHHoOro rockoctsmMu x =0, x=1, y=1, z=0,

z =1, ¢ momoiisio hopmyiiel OCTPOTrPagCKoro.
6) Haiitn rot(7,d)7, rae 7 =xi +yj + zk; a=i+j+k.
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Bapuanr 6

In (x2 + yz)
1) Beruncnuts H B
p Xty
OKPYHOCTSIMH PaJInyCoB € U | ¢ IEHTPOM B Hadajie KOOpAMUHAT.
2) Beruucnute Maccy Tena, OrpaHHUeHHOTO TMOBEPXHOCTAMH 2x + 2y +

dxdy, rae obmactb D — KONBLO MEXAY

+z-6=0;x=0; y=0; z=0, ecnu IVIOTHOCTb B KaXJI0il €ro TOUKe paB-
Ha aOcLpcce 3TOM TOYKH.

3) Beranciants f sin®xcos’xd/, rme L — nyra KpuBod )y =Incosx

L
(os;csfj.
4

4) Haitru dyHKII0 2 110 e monHoMy muddepenmpany dz =sin(x+ y)x
X (dx +dy )

5) Berauciuts H( y2 +22) dxdy, rme S — BepxHss CTOpPOHA MOBEPX-
S

HOCTH z =+ a’ — x?, OTCedeHHasl IIOCKOCTAMH y=0,y=>.

6) Haiitn tmpkymsammio moist F =yl 1O KOHTYPY OKpPYKHOCTH
x=bcost, y=b+bsint.

Bapuant 7

2,.2
1) Borauenuts  [[¢* ™ dxdy, rae obmacte D — kpyr paauyca r
D
C IIGHTPOM B Haydaje KOOpAHHAT.
2) Beraucauth 00beM Tella, OTPaHHIEHHOTO ITOBEPXHOCTIMH x*+4 y2 +
+z=1;z=0.

3) Boruucauts Maccy m JOyrd KpuBOM L, 3aJaHHON ypaBHEHHSAMHU
2 3

X=—, y=tz= ?, 0<¢<2, eciu IUIOTHOCTb B Ka)KJIOH €€ TOYKE

y=\/1+4x2+y2.
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4) Beranciants J'&+ dy

IO OTPE3KY LUKIOUIBl X =a (t —sin t);
7y y+a

n n
y=a(l—cost) or ToukH f, = A0 TouKH t, =3

5) Boiunciute  [[xdydz + ydxdz + zdxdy no Bepxmeii noBepxzocTH

4acCTH INIOCKOCTH X+ )Y+ 2z =a, nemameﬁ B IIEPBOM OKTaHTC.

= x; + 7 + zlg
6) Jloxazatp, uyto moje F =¢3

(x2 +y2 +Zz)2

SABIISACTCA IIOTCHIIH-

aJIbHBIM.

Bapuant 8

1) C moMomipr0 ABOWHOTO MHTETpajia HAWTH IJIOmanb GUrypsl, orpa-
HUYEHHOW IMHMAMA y =€, y=¢ *; y=2.
2) Beraucnuth 00BEM TOH YacTH ImIapa x? + y2 +z2 =4R?, KOoTopas

JIC)KUT BHYTpH HUIMHAPA Xz + yZ = RZ.

3) Haiftu maccy ayru Kpusoil x=t; y = %tz (0<¢<1), ecnn miot-

HOCTb paBHa /2.

4) Boranciats [ xdx + ydy +(x+ y—1)dz, rae L — oTpesok npsivoii,
L
COCIMHSIONIAN TOYKHU A(l, 1,1) u B(2,3, 4).

5) Haiitu nionia/ip 4acTy MOBEPXHOCTU ) = x* 422 , BBIPE3aHHOU LIM-

JIMHAPOM 2Z24x’=1n PacCIIOJIOKEHHON B IIEPBOM OKTAHTE.
6) HaiiTi TOTOK BeKTOpa d = yi +zj + xk depe3 IUNIOCKOCTh X+ V+z =a,
PacIoNIOKEHHYIO B TIEPBOM OKTaHTE.

Bapuant 9

1) C noMomp0 TBOMHOTO MHTETpaja BRIYUCIUTH IUIOMAAL (BUTYPHI,
OTPaHUYECHHOU JIUHUSAMU P = 2(1 + cos (p); p=2coso.
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2) Beruuciauth 00beM TeJa, OTPAHUYCHHOTO MMOBEPXHOCTIMH ) = xz;

y+z=2;z=0.

3) Haiiti Maccy yri KpuBOii ¥ = —— 0T TouKH 0(0,0) o Touku

16
3(4, ?], €CJIY TIJIOTHOCTh NPOINOPIMOHAbHA JJIMHE AYTH.

4) Boraucnuth f M,
L Xty

rie L — OKpy»KHOCTh X =acost, y=asint

(B TMTOJIOXKUTEITHHOM HAIIPaBJIECHUH).
5)C  nomoursio ¢dopmyner  OcTpOrpazickoro  BEIYHCIIHTH

deydz+ ydxdz + zdxdy, ecmu S — BHEmHSAA CTOPOHA ITWJIMHIpPA
s

x° +y2 =4 c ocHoBanusMu z=0 u z=3.

6) Haiitu rotF’, ecmu F= yozi + zzxf +x2yl€.
Bapuant 10

1) C nmoMompi0 IBOMHOTO WHTETpajia BEIUUCINTG IUIOMAIb (DUTYPHI,

OTPaHUYCHHOU JTUHUSAMHU ) = 2X — x2; y= X2

2) Haiitn Maccy Tena, OrpaHUYEHHOTO MIOBEPXHOCTAMH X + V + z = a2 ;

2

2, .2 . 2, .2
x“+y°=a"; z=0, ecnu INIOTHOCTb B K&)KJIOM €ro TOUKe paBHa x~ + y~.

3) Beruncaurs J'(x2 + y2 + Zz)dl , Tne L — ayra BUHTOBOW JIMHHUH
L
x=acost; y=asint; z=bt (0<1<2n).
4) Hatitu ¢Qynxkumo z 1o ee momHoMmy auddepeHnmany
dz=eY ((1 +xp)dx + xzdy).
5) Ilpumensis hopmymy Ocrporpauckoro, BBIUUCIINTD

ij3dydz+ y3 dxdz+z3dxdy, riae S — BHEMIHSS CTOPOHA TOBEPXHOCTHU
S

chepsl X%+ y2 +z2 =4’
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6) Haittu nupkynauuio Bektopa F = y2i 110 3aMKHYTOW KPHUBOi, CO-
CTaBJICHHOW W3 BEPXHEH IMOJIOBUHEI DJUIHIICA X = aCOSt; y =bsint u OT-
pe3ka ocu Ox .

BapuanTt 11

. . . 3
1) Haiitu maccy miockoil ¢purypsl, OrpaHI4eHHON JIMHUSAMH Y = —;
X

2 2 . .
x“+y° =10, ecinu IJIOTHOCTh Ka)JOH ee TOYKU paBHa abciucce 3TOM
TOYKH.

2) Berunciaute  00beM  Tella, OrPaHUYEHHOTO  IOBEPXHOCTSIMU

hz = x* +y2; z=h.
3) Beruncauts J\/xz + y2 +a’dl, tne L — Jyra cuupanu Apxumena
L
r=a (a>0) mexuy roukamu O(0,0); A(az, a).

4) Beraucnuts ¢ momotsio popMyis I 'prHa §de +2Inxdy, rme C —
cX
TPEYTONbHHUK, CTOPOHAMH KOTOPOTO SIBIIAIOTCS MpsMble ¥y =4—2x; x=1;
y=0.

5) Beruncnuts szdS , Toe S — JacTb IJIOCKOCTH X+ y+z =1, pac-
N
HIOJIOKEHHOH B IEPBOM OKTaHTE.

6) Haiitu nuHEHHBIN MHTErpaj BEKTOpa d =X — y3 J BIOIb OYTH

OKPY>XKHOCTH X = Rcost; y = Rsint, nexauiell B IepBOd YETBEPTH.

BapuanTt 12
1) C nomo1po JBOWHOTO MHTErpaja BBIYHCINUTE IUIOIanb (GUTypH,
OrpaHMYEHHOI IMHUAME Y =¢”; y=e**; x=1.
2) Haiitu maccy Tena, orpaHUYeHHOI0 NMOBEPXHOCTIMU 2az = X%+ yz;

¥+ y2 +z% = 3a2, €CJIM TJIOTHOCTh B KaXJOW TOYKE paBHA alIUIUKaTe
3TOU TOYKH.
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3) Beruncauts szdl, rae L — BepxHss MOJOBHHA OKPY)KHOCTH
L

x° +y2 =a°.

4) BbrsicHUTS, Oy €T 11 HHTETpa j (2xy -5y° ) dx +(x2 —1507 + 6y) dy
(4B)
3aBUCETh OT MyTH HUHTETPHPOBAHMS, U BBIYMCIIUTD €r0 110 JIMHUU AB, co-
enunsroweii rouxu (0,0), (2,2).
5) Boranciuts [[ zdxdy + xdxdz + ydydz, rae S — BHemmsis cropona

S
TpeyrojbHHKa, 00pPa30BAHHOTO TEepEeceueHHeM IJIOCKOCTH X—y+z =1

1 KOOpAMHATHBIMHU IIJIOCKOCTSAMMU.

6) Haiitu rota , ecnu a = (3x2yzz +3x7 )f + 2x3yz]' + (x3y2 +32° )k.
Bapuant 13

1) /IBoiiHBIM MHTErPUPOBAHUEM HAWTH OOBEM TeJia, OTPAHUYCHHOTO
MIOBEPXHOCTSIMU x° +y2 =R%z=0;z= V.

2) Boranciats [ ycos(x +z)drdydz, rae ¥ — obnacts, orpaHnyeH-
v

s
Hasl UUWINHAPOM y = VX u mockocTavMu X+ z = E; y=0;z=0.

3) Beruucauth Maccy OTpe3Kka NpsiMOM ) =2 — X, 3aKIHOYEHHOI'O MEX-
Iy KOOPOMHATHBIMH OCSMH, €CJIM JIMHEWHas! MJIOTHOCTh B KaXKIOH €ro
TOYKE MPOIMOPLUOHATIBFHA KBaApaTy aOCIMCCHl B 3TOW TOYKE, & B TOUKE
(2, 0) paBHa 4.

4) Ilpumensis popmyiny ['prHa, BEIMUCTUTH §—x2 ydx + xyzdy, roe C —

C

OKPYKHOCTh X2+ y2 =a’ (B MTOJIOXKUTEITHPHOM HAIIPABICHUH).

x* +y?

5) Haiitn niomane MOBEPXHOCTH z =2 — , PacroJIOXKEHHON

HaJ II0CKOCThIO XOy.
6) Haiitn moTok BekTOpa d = yi +zj +xk dYepe3 4YacTh IUIOCKOCTH
X+ y+z=a, pacloyoXeHHO! B IEPBOM OKTAHTE.
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Bapuaurt 14

1) IlepemeHuB OPSAAOK UHTETPUPOBAHUS, 3allUCaTh JAHHOE BBIpaXke-
1

1 x? s 3
HHE B BHJE OJHOIO JBOiiHOro muTerpana [dx [ dy+[dx [ dy. Berumc-
0 0 10

JUTH TUIOWAb PUTYPHI.
2) Beruncaute  00beM  Teda, OrPaHMYEHHOTO  MOBEPXHOCTSIMHU

Z=6—x2—y2; Z=\/x2+y2.
3) Haiitu maccy Iyru KpuBOH y=1nx(\/§ SxS2\/§), ecld IUIOT-

HOCTB B KaXJIOM TOUKE paBHA KBaJIpaTy e aOCIHCCHI.

4) Beraucnuth I ydx — ( v+ x° )dy, rae L — myra mapabonbl y =2x — X2,
L

pacnionoxeHnHas Hax ocbio Ox, mpoberaeMasi o X0y 9acOBOW CTPEIKH.
5) [lpumensis hopmyiry Octporpanckoro, BBIYNCIIATH

” xdydz + ydxdz + zdxdy, rme S — mOJIOKWTENIbHAS CTOPOHA IOBEPX-
s
HOCTH, OrpaHUYeHHON M1ockocTsMU X =0; y=0; z=0; x+ y+2z=1.

6) Haiitu muBepreHiro rpaareHTa QyHKINN U = X+ y3 +2° 4327 y222.

Bapuanr 15

1) C nmoMoImpi0 IBOMHOTO WHTETpasia BEIYUCINTH IUIOMIAAb (DUTYPHI,
OTPaHUYECHHON JTMHUSIMU y2 =16—-8x; y2 =24x+48.
2) Beruncanth 00beM Tena, OrpaHHYCHHOTO OBEPXHOCTAMU 2 —z =

=x2+y2;z=x2+y2.

3) Berunciauts J.\/ X2+ y2 d/, tme L — OKpy>XHOCTb X%+ y2 = ax.
L

1 2
4) C nomornpio popmytsl I'prHa BEIMUCINTD § —arctgzdx +—arctg£ dy,
X X y y
C
rae C — 3aMKHYTBIA KOHTYp, COCTABJICHHBIN TyTraMH ABYX OKPYXHOCTEH
x° +y2 =1; x° +y2 :4(y>0) U OTpE3KaMH MpSIMBIX Y =X U y=\/§x
(»>0), 3aKIIOYCHHBIX MEXLY STHMHU OKPYKHOCTSMH.
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5) Haittu maccy mosycdepsl z = a’—x*- y2 , €CJIM TOBEPXHOCT-

Hasl IJIOTHOCTH B KaXKIOH €€ TOUKE paBHa 22.

6) Haiitu rotF, ecan F = (x2 erz)zT +2xyzj +k.
Bapuanr 16

1) Berumciuts ﬂ(x2 +2xy)dxdy, rae obnacts D orpaHuueHa IIps-
D

MBIMH )y =X; y=2X; x+y =06.
2) Beruncaute  00beM  Teda, OrPaHMYEHHOTO  MOBEPXHOCTSIMU
2 2

X +y?=at P+ =dk

3) Boruncnute Maccy Iyrd KpUBOM x = ln(l +12 ); y=2arctgt—t

OT t =1, eclid MIOTHOCTh paBHA lx

e
4) Ilone obpaszoBaHo cuioili F = (x + y)zT +2xj. Berunciuts paGory
TI0 TIEPEMEILIEHHUIO €IMHHULIBI MACCHI I10 OKPY>KHOCTH X = acosf; y =asint.

5) Berancaute Maccy oBEpXHOCTH 2Z2=x"+ yz, 3aKIJIIOYEHHON MEX-
Iy miockocTsiMa z =0; z=1, ecu MOBEpPXHOCTHAS IUIOTHOCTH MPOIOP-

IMHOHAJIbHA X2 + yz.

6) Haiitu rotF, ecnm F = xzyzf +yzi+ x2k.
Bapuanr 17

1) C noMomibio JBOMHOTO MHTErpaia BBIYUCIUTH IUIONIAAb IJIOCKON
001acTH, OrpaHMYEHHON JIMHUSIMHU y2 =4x,x+y=3,y2>0.

2) OnmpenenuTh Maccy NUpaMHIbl, 0OOpPa30BaHHON IUIOCKOCTSIMU
X+y+z=a;x=0; y=0; z=0, ecnu IIIOTHOCTh B KAXKJ0N TOUKE paBHA
arrmInKaTe TON TOUKH.

3) Beruncaurs f y2dl, rme L — Iyra KpUBOH X =Iny MEXIy TOUKamu
L

A(0,1) u B(1,e).
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4) llpumenss Gopmyrny ['prHa, BEYUCINTH i; yzdx + (x + y)zdy o
C
KOHTYpY TpeyroisHuka ABC ¢ BeplinHaMu A(a, 0); B(a, a); C(O, a).
5) Ilonb3ysce hopmymoit Ocrporpaackoro, BBIYNCIIUTD

_U xdydz + ydxdz + zdxdy, rme S — BHeIWHsIA CTOPOHA MOBEPXHOCTU MHUpa-
N
MUJIbI, OrpaHuueHHOM wiockocTsiMu x =0; y=0; z=0; 2x+3y+4z=12.

6) Halitu 1mupkynanum BeKTopa F=- Yi +X/ 1O OKpPYXHOCTH

x° +(y—1)2 =1.
Bapuanr 18

1) i3MeHUB MOPsIIOK HHTETPUPOBAHHS, 3AIUCATh TAHHOE BhIPAKEHHE
1 2 2-y
B BHJI€ OJIHOTO JBOWHOrO HMHTErpaia f dy_[dx + _[dy J' dx. Beraucnutsb
0 0 10
TUIOMIAb (PUTYPHI.
2) Boiuucnaute  00beM  Tella, OrPAHUYCHHOTO  MMOBEPXHOCTSIMHU
x> +4y? +z=1z=0.
22 2
3) Borumciuth Maccy Qyru KpuBoil x3 + y3 =a3, nexamueii B mep-
BOU YETBEPTH, €CIIHM TUIOTHOCTh B KaXK/IOW €€ TOYKe paBHa abcuucce 3Ton
TOYKH.

4) lokazatp, 9TO j tg ydx + xsec? ydy He 3aBHCHUT OT ITyTH UHTETPH-
AB

poBaHusi. BeIYucIuTh €ro, eciu A(l, %), B(Z; %]

5) Haittu maccy momycdepsl x = \/Rz - y2 —z%, ecmm [IOBEPXHOCT-

Has MJIOTHOCTh B KaXKJI0M TOUYKE MPOIMOpPLMOHANbHA KBaApaTy PaccTosi-
HUS 9TOW TOYKH J0 Havasia KOOpIUHAT.

6) HaliTi nupKyJisiyio BEKTOPHOTO MOJIS F= Vi +zj + xk BIOIb 3aMK-

HYTOTO KOHTYpa, MOJIYyYEHHOTO OT IepecedeHus cepsl Py =R
KOOPJIMHATHBIMH ITIOCKOCTSIMH, PACTIONIOKEHHBIMH B TIEPBOM OKTaHTE.
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Bapuanr 19

1) [TocTpouTts 007aCTh, MIIOIIAF KOTOPOH BBIPAKAETCS HMHTETPATIOM

2
1 1-x
_[dx I dy Brerauciouts 5TOT HUHTCTrpall. ITomenars MMOpPAAOK UHTCIpU-
0 l (1—)()2

2
poBaHmus.

2) OmpeaenuTh Maccy Telna, OTPaHUIEHHOTO TOBEPXHOCTSIMU X%+ y2 -

2 o
—z"=0;z=h, ecnu IUIOTHOCTh B KaXJOH TOYKE MPOIOPIHUOHAILHA
aImnjaInuKaTe 3TOM TOUYKHU.

2
cos”xd/ , e L — myra kpusoi yzsinx(OSxSn).

3) Beruucnuth I
L /14 cos?x

4) JloxazaTh, 9TO BRIPOKEHIIEC 3x2e’dx + (x3ey l)dy SIBJISICTCSI TIOJTHBIM

muddepenunanoM HekoTopor QyHKuK. Haiitu Ty QyHKIMIO.
5) Beruucnuthb -U(x2 + zz)dydz, rae S — BHEIIHASA CTOPOHA TOBEpX-

HOCTH X =4/9 — y2 , OTCEYEHHOM IIocKocTsIMH z =0; z =2.

6) Haiitu rot(F, Zz)-?, rae ¥ =xi +2yj—zk,a=2i —j+k.

Bapuanrt 20

1) C noMompto TBOMHOTO WHTETpaja BBIYUCIUTH IUIOMAAL (BUTYPHI,
orpannyeHHol mHusIMA p = a(1—cos@); p=acose.

2) OnpeaenuTh Maccy CHEepruyYecKoro CJosi MEXIY HOBEPXHOCTSIMHU

2, .2, .2_ 2. .2, 2, 2 N

X +y +zi=a"x +y +z7 = 4a®, ecly IIOTHOCTH B K&XKIOM TOUKE
00paTHO MPOIOPLIMOHATIFHA PACCTOSHUIO TOUKH OT Havyajla KOOPIMHAT.

3) Beruncaurs I ydl, toe L — nyra napaboisl y2 =2x, OTCeueHHas
L

napabonoit x* = 2y.
4) Iokazatsk, 4ToO ﬁ} ydx + (x + y) dy, mo nmodoMy 3aMKHYTOMY KOHTYPY
C
paBeH Hymr0. [IpoBepbTe, BEIUKCIMB UHTETPal 0 KOHTYPY (UTYpHL, Orpa-
HUYEHHOW JTUHUAMU y =x", y =4.
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5) Beruncnute Maccy MOBEPXHOCTU Zz =X, OIPAaHMUYEHHOW IUIOCKOC-
TaMU x+ )y =1; y=0; x =0, eciu NOBEpXHOCTHAs IUIOTHOCTh B Ka)KJIOU
TOYKE paBHa abcLUCcCe 3TOM TOUKH.

6) Haiitu nupkynanuio BeKkTopa F= yzf 10 3aMKHYTOH KpHBOHi, CO-
CTaBIICHHOH M3 BEpXHEH IMOJIOBUHEI AJUTHIICA X =4C0S¢; y =sint U OTpe3Ka

ocu Okx.

BapuanT 21

1) C nomo1po JBOWHOTO MHTErpajia BBIYHCINUTE IUIOManb (GUTypH,
OrpaHUYECHHON JIMHUSIMU XY = az; y=x;y=2a (a > O).

2

2) OmpeaenuTs Maccy Moiymapa x* + y2 +z%=4%; z=0, eci mwioT-

HOCTb €r0 B K)KJI0M TOUKE PaBHA alIIMKATE 3TOH TOUKHU.

. . . T
3) Berancants f sin’xdl, rae L — nyra kpuBod y =Insinx ot x = 7
L

T
a0 x2 = E .
4) Berancianto §(ezx - y2 )dx + (1 - ny)dy, rane C — TpeyTOJIbHUK
C

CTOPOHAaMHU KOTOpOTO SABJAIOTCS mpsAMble )y =2; x =0; y=x. [loka3aTs,
YTO JaHHBIA UHTETpall 1Mo J0O00MY 3aMKHYTOMY KOHTYPY PaBeH HYJIIO.

5) Haiftu mnnomanp 4acTH HOBEPXHOCTH y=x2 +22, BBIPE3aHHOMN

LUIUHAPOM 2Z24x*=1n PacCIIOJIOKEHHON B IIEPBOM OKTAHTE.

6) Haittu div[ﬁ, \7], Tae u = 2x17—y]+3zlg; V=3yi + z]—xlg.
Bapuant 22

1) C momomipio JBOWHOTO MHTErpaja BBIYHCINUTE IUIOMIaab (GUTYpH,

OTpaHUYEHHOM JINHUSAMHU y2 =44+x; x+3y=0.
2 _ .
2) OnpenenuTb 00BEM Tela, OrPAHMYEHHOTO MIOBEPXHOCTAMH z~ = 2ax;

x2+y2:ax;z:O;y:O.
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3) Haiftu Maccy myru BUHTOBOM JIMHUH X =4acost, y =4asint, z=3at,
€CJIM TUIOTHOCTD €€ B KKIOW TOUYKE MPOMOPIHOHANIbHA AIlIUINKATE STOU
TOYKHU (O <t< 271).

(3.2)

4) BeraucianTs j al 5 dx + 2x+y 5
(i) (x+2)" (x+y)
5) Ucnonb3ys bopmyiry Octporpajckoro, BBIYHCIIUTD

[[(x+y)dydz+(y—x)drxdz +zdxdy ~ uepes  moBepXHOCTH  Liapa
s

X%+ y2 +z%2=1.
6) Haiitu rotF, ecnu F = 3x2y2f + 2)/32] —22x%k.
Bapuanr 23

1) C nomo1po JBOWHOTO MHTErpaja BBIYHCINUTE IUIOMIans (GUTypH,
OTPaHUYCHHOU JIUHUSIMU ay = x* —2ax; y=x.

2) Beluncnuth Maccy  Tella, OrPAHUYEHHOTO  MOBEPXHOCTAMHU
y=q x* 427 y=>b, ecny INIOTHOCTh B KaXIOH €ro TOUYKE MPOHOPLHUO-
HaJlbHa OpAMHATE 3TOM TOYKH.

1 1
3) Beruncnuth J'xyzdl , rne L — yra KpuBo x = 512; y=t, z= 5 8
L

(0<r<1).

4) Haiitin paboty cuisl F= xyi +(x+ y)] IIpU IIEPEMELEHUN Mac-
Chl M W3 HavaJla KOOPAUHAT B TOUKY A(l, 1) o napaboine y = x>

5) C momompto popmynsl CTOKca Mokasark, 4To jﬁ yzdx + xzdy + xydz

C

no Jro0OMy 3aMKHYTOMY KOHTYpY paBeH Hyio. [IpoBepuTb, BBIYMCIIHB
MHTErpaJl TI0 KOHTypy Tpeyroibhuka ¢ sepumnamu O(0,0,0); A4(1,1,0);
B(1,1,1).

6) BEIUMCIIUTB TIOTOK BEKTOpa d = X1 + V° / + zk yepe3 NOBEPXHOCTh

wapa x> + y* +z° =a’.
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Bapuaut 24

1) BeruuciuTh mwiomaab GUrypsl, OrpaHUYCHHON JIMHUAMU ) = In x;
x—y=Lx=3.

2) Berunciaute  00beM  Tenla, OrPaHUYEHHOTO  IOBEPXHOCTSIMU
y2 =4q? —3ax; y2 =ax; z==h.

3) Halit maccy Iyru MOJIyOKPY>KHOCTH X =@COSt; y =asint, eciu
IJIOTHOCTH €€ B KaXI0H TOYKE paBHA x? .

4) Haiitu paboty, Mpon3BOANMYIO cuiond F' = 4x% + Xyj TIpH TIepeMe-
LIEHUU MAcCChl m BJOJb OyTU ) = x> OT ToukH 0(0, O) 1o Touku C (1, 1).

5) Berancnts [[x*dydz + y*dxdz + zdxdy, rae S — BHemmss cropona
s
4acTh cepsl, PaCIOIOKEHHON B IEPBOM OKTAHTE.

= xl7 + j + z/g
6) Jloxazarsp, uro royie F = % SIBJISIETCS] IOTEHIIUATBHBIM.

(x2 + y2 +2? )E
Bapuanr 25

1) Borunciuts miomanb (QUIypbl, OTPaHHYCHHOW JIHHUSIMH Y = X;
2, .2
x“+y =2x; y=0.
2) OrmpeenmuTh Maccy Tela, OTPaHUYEHHOTO TOBEPXHOCTAMH 2x +z =24,
x+y=a;y*=ax; y=0(y>0), ecnu MWIOTHOCTb B Ka0il €T0 TOUKe

paBHa OpJIMHATE €ro TOYKHU.
3) Beruncnuth J' yd!l, Tne L — mepBast apKa IUKJIOUIBI X = 3(t — sint);
L

y=3(1—cost).

4) Beraucauthb j; xdy + ydx, rne C— tpeyronbHuk co cropoHamu x = 0;
C

X Yy .
y=0; —+==1. Jloxa3arb, 4TO JaHHBIA MHTETrpa] MO JIOOOMY 3aMKHY-
a

TOMY KOHTYpPY paBeH HyJIIO.
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5) Beruncnuthb ﬂ (x2 +y+ z? —4)dS , Tme S — 4acTh MOBEPXHOCTHU
N

2y =9-x* —z%, orcevennas mwiockocteio ¥ =0(y > 0).
6) Haiitu mupKyIsito BEKTOPHOTO TIOJIS F= Vi + 2] + xk BJIOJb 3aMK-

HYTOTO KOHTYpAa, IIOJIy9eHHOTO OT TiepecedeHus chepsl X%+ y2 +z2 =4
KOOPAMHATHBIMH TUIOCKOCTSIMH, PACTIOJIOKEHHBIMH B TIEPBOM OKTAHTE.

Bapuanr 26

1) [TocTpouth 00J1aCTh, IJIOIAAb KOTOPOH BBIPAKACTCS MHTEIPATIOM

2 2
a a -y

_[dy J' dx. Beruncnuth 310T MHTErpa. IloMeHATh NOPSIIOK HHTETPHU-
0 a-y
pOBaHHH.

2) Brruucnurs Maccy Tejia, OTpaHUYCHHOI'O MOBECPXHOCTAMU X +z=a;

x=0; y=0; y=a; z=0, eciu IJIOTHOCTh €ro B KaXIOH TOYKE paBHa
x* + 2.
3) Borunciats [ xdl, rae L — orpesok mpsmoii ot toukn (0,0) 1o
L
TOYKH (1, 2).
4) Beraucnuth paboTy CHIIBI F= yei+ ( y— x)] MIpY MEPEMELIEHUN

2

X
€/IMHUIIBI MACCHI TI0 IyTe apadoibl ¥ = a —— W3 TOUKH A(—a; 0) K TOY-
a

Ke B(O,a).

5) Berancnuts ﬂ xzdydz + yzdxdz + zzdxdy, , Tie S — BHEMIHSS CTO-

S
2

R
pOHa IMOBEPXHOCTHU KOHYCA 24 y2 = sz; 0<x< \/g .

6) Haiitu muHeHHBIN HHTErpal BEKTOpa d = i - y3 j BIOJIb NEPBOM
YEeTBEPTH OKPYKHOCTH X = 3cost; y =3sint.
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Bapuanr 27

1) [TocTpouts 00JIACTH, IUIOMIAJb KOTOPOU BBHIPAKACTCS MHTEIPATIOM

Y 2a%-x2

a
jdx j dy. BeraucimTs 3T0T nHTErpat. [IoMeHATs MOPSI0K WHTETPH-
0 X

pOBaHusl.

2) OnpenenuTb 00BEM Tela, OTPaHUUEHHOTO TIOBEPXHOCTSIMH x* + y2 -

2=4° (BHYTpH KOHYycCa).

x2

2

-2 =0; x2+y2+z

3) Halitu maccy ayru nmapabojbl y =—, JeKallel MeXIy TOUKaMU

(1, %) u (2, 2), €CJIY IJIOTHOCTh paBHA Z.
X

4) Beruncnute jxyzder yz2dy — x*zdz, rme L — oTpe3ok mpsamoit
L
0B; 0(0,0,0); B(-2,4,5).
5)C momompo  Qopmymer  OCTpOrpascKoro,  BBEIYHCIUTH

szdydz + yzdxdz + szxdy, rae S — BHemHss cTopoHa kyba 0 < x <gq;
s
0<y<a;0<z<a.

6) Haiitu rotd, ecnm a=xzi + y3xf +2°xk.
Bapuanr 28

1) [TocTpouTts 007aCTh, TIIOIIATF KOTOPOH BBIPAKAETCS HMHTETPAIOM
1 2-x2
I dx I dy. V3sMeHnTh NOPSIOK HHTETPUPOBAHMS. BhraricinTh UHTErpat.
0 x

2) Beruuciouth  00BEM  Telma, OTPAaHUYCHHOTO  TOBEPXHOCTIMH

z=\/x2 +y2; z=x° +y2.
3) Halitu wmaccy BHHTOBOW JIMHUM X =dCOSt; y=asint; z=>b
(O <t< 27t), €CJIM TUIOTHOCTh B KaXKJOM ee TOYKe MpONOpIHMOHAIbHA

KBaJIpaTy pacCTOSHUS 3TOM TOUKH O Hadaiga KOOPIHMHAT.
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4) Boranciats [ (x—y)dx+(x+y)dy, rae L — oTpe3ok npsMoii co-
L

€ IUHAIONINI TOUKU A(Z, 3) u B(3, 5).

5) Boluncnuth  miomanas MOBEPXHOCTH TOW YACTH IUIOCKOCTH
X+ 2y + z =4, KoTopas pacnojoKeHa B IEPBOM OKTAHTE.

6) Haiitn rotF, eciu F = y3zzl7 +4xz ]—xyzlg.
Bapuant 29

1) [loctpouts 00maCTh, MIOIAAL KOTOPOH BBIpaXKaeTCs WHTETPAIOM
0 0
I dy f dx. VI3MeHUTH MOPSIOK MHTETPUPOBAHIS. BRIUUCINTS HHTETPAIL.

-2  y-4
2) Borancaute  0o6beM  Tenma, OrPaHWYEHHOTO  IOBEPXHOCTAMU
z=x° +y2; x+y=4,x=0; y=0; z=0.

3) Beruuciauth j\/xz + y2 d/, rae L — BepxHss NOJOBHHA KapAHOUIBI
L

p=a(l+cosy).

4) Ioxne obpasoBaHo cuitoil F =(x+ y)i +(2xy—8) /. Haiitu paGory
TOJISL TIPU TIEpEMEICHUH MaTepHaIbHOW TOYKHA MacChl m MO JyTe OKPYXK-
HoctH oT ToukH (a, 0) 10 Toukn (0, a).

5) Beruncnute Maccy MOBEPXHOCTH 22 =x'+ yz, 3aKJIFOUEHHON MEXITY
wiockocTsiMA z=0 ¥ z =1, ecny MOBEPXHOCTHAs IUIOTHOCTH MPOIOP-
LMOHANBHA X + ).

6) Haiftn mwpkymsammio monst F =yi 1O KOHTYPY OKpYKHOCTH
x=2cost; y=2+2sint.

Bapuanrt 30

1) Borunciuts  wiomanp  (GUIYyphl, OrpaHUYEHHYIO  JIMHUSMH

ax=y2—2ay; x+y=0.
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2) OHpeZ[eJ'H/ITB MaccCy Tejla, OTpaHUYUYCHHOI'0 IOBEPXHOCTIAMU

az=a*-x* - yz; z=0, ecnM MIIOTHOCTh €ro B KaXIOW TOYKE

MIPOMOPIIOHANBHA aNIUTUKATE 3TOX TOUKH.

3) Beruncnuts Ixydl 10 TIEPUMETPY NPAMOYTOJILHHKA, OTPaHMYEHHOTO
L
npsMeiMH X =0; y=0; x=4; y=2.

4) Beruncauts f (x - y)dx+dy, rae L — BepxHsis MOJIOBHHA OKPYXK-
L

HOCTH x° + y* = R? (B IOJIOKUTETLHOM HATIPABIICHHH).

5) Haiitu miomaap 9acTé MOBEPXHOCTH 2x + ¥ + z =4, KoTOopas pac-
II0JI0KEHA B [IEPBOM OKTAHTE.

6) Haiitu quBeprenuuio rpaguenta QyHKOuM ¢ = In (x +2y+ 32).
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Tunosoii pacyer Ne 4

OBbBIKHOBEHHBIE IN®PEPEHIINAJIBHBIE YPABHEHU A
U CUCTEMBI JJI®PEPEHIIAJIbHBIX YPABHEHII

B 3amanusx:

Ne 1-8, 10, 11 — naiitTu oOmee pemenne auddepeHInaTbHbIX ypaB-
HeHui. Eciiu naHbl HayaabHbIE yCIOBUS, TO pelNTh 3anauy Kormm;

Ne 9 — pemiuts MeTooM Jlarpamxa;

Ne 12 — pemmnts cucteMy nudQepeHInanbHbIX ypaBHEHUH.

Bapmuanr 1
1) y'sinx = ylny; 2) xy’coslzycosl—x;
X X
2 ’ ’ 4y
3) (x"+1D)y' +4xy=3; 4) y =—+x\/;;
X
y 3 . "_ "2 2.
5) —dx+ ()’ +Inx)dx =0; 6) 2" =3(y")" +4y~;
X
v o=t
7y =20+, IV T g0V r2ym ey =0;
X '
y'=1
” 1 " ’ 2x
9) y'+y= ; 10) y"-2y'=(2x+3)e™;
\Jcos2x
) , . x'=3x+y,
11) y"+2y'+2y =1+4sinx; 12) ,
y'=x+3y.
Bapuanr 2
D y'=Q2y+Dtgx; 2) xy'=y(Iny—Inwx);
3) xzy'+xy+1=0; 4) 2xy'+2y=xy2;
x x
5) (2x+e” )dx+(1-2)e’dy=0; 6) ' (v +(¥)})=2;
Y
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y(0) =1, v
7) ex(y”ex)=1,{ , 8) y ' -3'-4y=0;
Y'(0)=0;
e—2x
9) y'+4y'+4y= T 10) y"+y':x2+1;
X
" ' 2x x=2y—x+1=
11) y"+2y'—3y=e""+9cosx; 12) < .
y=3y-2x.
Bapmuanr 3
er
1) y'=—y; 2) ydy=(2y—x)dx;
Iny
2 2
) ) +y+xet =0 4) 2y'+2xy=xe* yz;
5) vy + 1" = ()% 6) (10xy —8y +1)dx + (5x* —8x+3)dy =0;
! ! I)=e,
7y =2 PO 8) " +2y" — 3y =0;
x x D=e
er
9) y'—4y' +5y= ; 10) 4y" +4y"+ y =3cos2x;
CcOoS X
x=2x-4y,
11) y"+4y +5y=2x+3+xe"; 12) .
y=x-3y+3e.
Bapuanr 4
dx dy

1) 3" (siny)dx + (1+e*)cosydy =0, 2)

xy—x2 - 2y2 —xy’

3) ¥ =2x(x* + y); 4) y' +2xy=2x>y%;
5) 2x° —xyP)dx+(2)° -y dy=0;  6) ' =()e’;

! m)="+]1,
7) y”=1+xcosx, y’( ) 8) y!V -y =0;
X y'(m)=2m;

126



9) V" +2) +y=3e"Vx+l; 10) )"+ 9y =4cos3x;

x=4x+y-36¢,
11) 3" —4y' =2x+1+4e>"; 12){

y=y—-2x-2¢.
Bapuanrt 5
2 2 !

13 =2 2) y' =23,

X X oy
3) y'ctgx —y=2cos’xctgx; 4) xy'+y=y*Inx;
5) ¢’ dx +(xe”~2y)dy = 0; 6) ¥'y+(')’ =¥’
7 x(-x0)=y, yO=ynH=1 8y -y"=0;
9) '+ y=tgx; 10) "+ 6y +13y =3e¢** sinx;

11) y"-2y"+y=2e"+x-1;

x=2x+3y+5t,
12) .
y=3x+2y+8e.

Bapuanr 6
1) y'm—coszy:O; 2) 4xpdy = (x* = y?)dx;
2
3) y’—3x2y—xzex3=0; 4) y'—9x2y=(x5+x2)y§;
5) ;dyz =£ - —ljdx; 6) " =)' +x;
x“+y x“+y

7) ¥ =1, »(0,5)=y'(0,5 =1 8 y"V +8"-9y=0;

er

9y -y=— 10) )" -4y =5¢™";

11) y"—4y'=2x—-3+cos3x;

X =4x-3y+sint,
12)
y=2x—y+2cost.
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Bapuant 7

1) (1+e*”)xdx =e¥dy; 2) xy’=y+yln1;
X
3) (P -y —xy=x’—x 4) x'+y=x;
5) xdx+ ydy =0; 6) ¥+ (y-1=0")
7)o"=y, y1)=y1)=2 8) y'¥ +2)"+2y" =0,
9) y'+4y=2tgx; 10) y"—4y' +4y =3e%;
2
y=%
11) y" -6y’ +13y =4sin2x —cosx; 12) IZ
zZ'=—y.
2y
Bapuant 8
1) (x+2xp)dx+(1+x?)dy =0; 2) ydr=(2Jxy —x)dy;
3) y'+2y=e; 4 xy'—y=y"
dx 'x 14 !
5) —-—dy=0; 6) 2)y"+ % =(»");
Yoy
" ' 1 ' 5 v "
7 x(Y'+D+y' =2, y(1)=5, y(1)=5; 8) ¥y +8"+16y=0;
1
9) y'—y'= ; 10) y"+10y" +26y=3x—1)e"*;
e +1
" ' 4 X =y —cost,
11) y"+4y =1+4cos x; 12) < .
y=—x+sint.
Bapuant 9

3
1) (1+ %) de— 2y + 1+ y2)A+x)2dy = 0;
2) y2—3xy+3x2y'=0; 3) y’+X=2lnx+1;
X
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, 2 2 y " 1ot
) y+L= {; 5) "=y +1;
X COS X

6) (¢ + y+siny)dx+(e’+x+cosy-x)dy =0;

" x ' 14
DYl @0 YOSE ) Yy =0,

9) y//+4yzctg2x; 10) y,,+y/:3COSx;
'=—5y+2z+40¢",
11) 4yn_4yr+y:x2 +462x; 12) y y z
xX'=y—6z+9¢™".
BapuanTt 10
1) 2xp? +x)dx + @y —x*y)dy=0;
2) (x—y)dx+(x+y)dy=0;
3) y'+2—y=ex(x+1)2; 4) y' - Xy =x\/;;
x+1 21
5) xp"— )" R 6) 2xcos’ydx + (2y — x%sin 2y)dy = 0;
X
N =2, y(0)=y(0)=1, 8) )" -8y =0;
9) y//+4y: ; 10) J/"+4y'+29y+26e_x;
cos2x
11) J/”+4y'=2x+5+xe3x; 12) )f:_y’
y=3x+4y.
BapmuanTt 11
1) (\/E—\/;)dy-i—ydxzo; 2) xy'—y=xtgz;
X
3) ' +y=e"; 4) y'—y+yzcosx=0;
"2
5) 2Xydy+(x2+y2+2x)dx:0; 6) y"+(1y) :O,
-y
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7) y'—2ctgxy’ = sin3x, y(g) =0, y’(%) =1;

8) 4y +4y"+ " =0; 9) y'+y=—;
sin x
10) y"—12y"+36y =32cos2x;
" ' 2x xzzy_3x’
11) »"=2y"+2y=3x+(4x-1)e™; 12) § .
y=y-2x+t.
Bapuant 12
1) (x2+2x)y'=y+4; 2) xy'—yz(x+y)1nx+y;
y y?
3) ' ———=x; 4) y'=yctgx+——;
x+1 sin x
5 ', 3 2 2 2 —0-
) 2y =y 6) (x" =3xy” +2)dx—(Bx"y - y7)dy=0;

DN -5 ay=0 8 Y +D) =20 M0 =L Y'(0)=3;

—X

9) y”+2y'+y=e
X

; 10) y"+ )" =xe™;

" ' . X=X—y+18t,
11) y"+3y"+10y =sin3x—cosx; 12) <
y=5x—-y.
Bapuant 13
2, .12 _q. ' Y.
1) y"+yx" =0; 2) xy'=ycosln=;
X
y_x
3) y'+y=cosx; 4y -==—;
X oy

5 200 =y"(y-1); 6 (+y +y)de+Qxy+x+e’)dy=0;

7 yx+y =nx, yO)=1, y'1)=2; 8) y"+3y"+3y'+y=0;
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9) ¥ -2y 4y = ——; 10) )" +6)' +9y =2x> —1,
4—x

xX=2y—x,
11) y"+4y' +5y = 4xe*™ + cos x; 12) g 3
y=4y-3x+e’.

Bapuanrt 14

1) 2¢’ (1+x%)dy — x(e” +1)dx = 0; 2) xdy — ydx = /x> + y? dx;

3) y-L=x 4) ¥ +2y=y%e";
X

2
5) (y+x1ny)dx+(’2‘—+x+1)dy=o; 6) 20" = (') +1;
y
7) y" =y, y(0)=0, y'(0) =1 8) y¥ +4y" 5" =0;
9) "+ y=tg’x; 10) 4y" +9y =5cos3x;

x=2x+y+2¢, , , 5 -
11) 12) y"+8y +17y =2x" +3x+1+3e™".

y=x+2y-3e";
Bapuanr 15
2 2
1) xlnxy'=y; 2) y=211,
Xy
3) y’_liz=1+x; 4) xy’—4y—2x2\/;=0;
— X
5) y"—lex(x—n; 6) (3x%y +sinx)dx + (x> —cosy)dy = 0;
o

" ! ’ 1
7) ¥ +2p(0') =0, ¥(0)=2, VO)=7;

8) y"-6y"+12y'-8y=0;
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e +2

9) V'=3y'+2y=— 1; 10) y"+4y" +5y =4e*cos3x;
e+
" ’ 2x )'c=2x—y,
11) y" -4y +4y =5e"" +3cos4x; 12)
y=x+2e.
Bapuanr 16
1) (4+x%)dy—+/1-16y% dx =0; 2) x> +xy+yt =x%y"
2
3) y - =i, 4 0ty =x"+)7%
X
JE
5) x* sinydx+(l+?cosy)dy:O; 6) " +4y'=2x%;
7) ¥ =2-y, y(0)=2, (=2 8) ' +y"=0;
9) V'+dy=—p; 10) y"+9y =3cos3x;
sin”x
X =x+2),
11) 3"~y =4x+3+4e>; 12) {x e
y=x-—35sint.
Bapuanr 17
1) y' =e>7; 2) (X2 +x0) Y =xyx* =y +xp+ 7
3) y'tgx—y=; 4 ' +y=vx;
5) ey +(ye’~2x)dx=0; 6) x*y"= ()%
4 1 ! " n
7) ¥ =—, ¥(0)=1, y'(0)=0; 8) ¥V 2"+ )" =0;
Y
ex
9) V=2 y =" 10) " +2y" + 5y =3xe”";
P
1) y"+4y +4y=3x+1+5c083x;  12) 4 7
y=y-2x+18t.
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Bapuanr 18

1) 0/ +y=y
3) y'—Z=x00s2x;
X
5) (Iny —x)dx + (= - y)dy =0;
y

7) x3y"+x2y'=1, y(H)=1, y'(1)=2;
8) yIV_3ym+3yn_yr:0;
9) y'+y=ctgx;

11) y"+5y"=4x+3+cos2x;

Bapuant 19

. oy—1
1)y S A
x+1

3) »'+y=e;

5 x'+)y =lnx;
Y

7) ¥+ y(y') =0, ¥(0)=1, y'(0)=2;

n 1
9) y+y=—s—;
COoS X

11) y"—4y' = (Bx+1)* +5xe™;

4) y' -

2 2
, +4x
2) 4y Zy—z;
X
' y 2\/; 2
4y -——==e""y%
Jx

6) ¥"(2y +3)=2(y');

10) " —16y =3xe*;

12) {x:x_y’

y=y—x+cos3t.

2) (xy'—y) arctgZ =X;
X

2xy _4arctgx\/ﬁ

1+ V1+x2 ’

. .2
6) [stx+xjdx+[y_sm2x}iy:0;

y

8) yIV +18)" +81y =0;

10) y"+5y" =6y =(2x+3)e";

X =—y+t-1,
12) {x Y
y=x+2t.
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Bapuanrt 20

1) sinxsinydx +cosxcosydy =0;

3) X’y +2xy—1=0;

¥ 2y

5) | 142 |dv—Ldy =0,
X X

7) yW+2y”':O;

9) y'+4y' +4y= e Inx;

11) y"+9y=x"+5-9¢e*;

BapuanT 21
1) (y—2)dx+x*dy =0;
3) »'—y=xe";
5) (5x+ xp?)dx + (4y + x2y)dy = 0;

7 x("+y)=y", y(0)=-1, y'(0)=0;

9) y'+5) +6y= ;
1+e2*

11) y"+4y=1+6cos3x;

Bapuanr 22
1) {3+y° dx— ydy = xydy;
3) 0 -—=x;
x+1
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4) y'+

2) ¥+ 5%y =0y,

Y

2.4,
_:xy N
X

6) y"=2(y'-Detgx;

8) vy + " =", ¥(0)=1, y'(0)=2;

10) y"—y =2y =xcosx—sinx;

12) {x =3x—dy—e?,

y=x-2y-3e .
2) =242,
y X

4) ' +2y+xye" =0;

6) 3yy"=2y;

8) yV _2yIV+ym:0;

10) y"+2y' -3y =(x+3)e";

12) X =y—>5cost,
y=2x+y.

2) ydy=(2y —x)dx;

4
4 2 - =%
x2 -1 y




5) x("—x)=)"; 6) (3xsiny+l)dx+(%xzcosy—i—l)dy=0;

7)YV =5"=0;  8) 3yy =y+() +1, ¥(0)=-2, y'(0)=0;

9) 1" +9y =3tg3x; 10) " +4y' = (x+1)%;
3 ’ 2x x:y+2et’

11) y"-3y'+4y =cos3x+12e""; 12)

y=x+ﬁ.

Bapuanrt 23
1) (1+x)) =xp; 2) %y = y(x+y);
[ - X !
3) A-x)0'+y)=e"; 4) —=)y+y
y
1
5) L dv- T gy -0, 6) (x+1)y"+x(")* =)';
X

7) "V +13)7+36y=0;  8) y(1+(3))=3)"; y(2)=1, y'(2) =
—2x

9) y"+6y"+9y=4e"(cosx—sinx); 10) y”+4y,+4y=e 3

x

y=%

11) " +4y =x> +2x-3+5¢>; 12) 17 X
Z'=y+z

Bapuanr 24

1) y'—2\/;lnx:O;

2) (4x% +3xy+ ) dx + (49 +3xy + x2)dy =0;

3) »'+ ycosx =sinxcosx; 4) y'—3y=x§/7;

2
(1025 ars [ -2 for-o
Y Y y

6) y”(1+1nx)+L=2+IHX;
X

2;
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D=3 WD) =1 y(D)=k 8y +4"+5"=0;

9) y"+2)' +y=e"Inx; 10) 2y" +9y" =4sin3x+ cos3x;
) ' 3y X=x+y+t,
11) y"+6y' +9y=4x+3-5¢"; 12) <
y=—4x-3y+2t.
Bapuanr 25

pd
1) (4x+xp")dv + By —x*y)dy =0; 2))/=[y'—exe;

2

1 1 ’ -
3) ¥ —ytgx=——; 4) y' —xp=—ye";
COS X

4 ” ’
5) 3x’y——)dx+(cosy+x)dy=0;  6) y(»"+D) =)
X

7) y'xInx=2y", y(e)=1, y'(e)=2; 8) yIV —15y"-16y =0;

2x
9) y'—4y'+dy=—5; 10) 4y" —4y'+ y = 4x* +5x;
4+x
. 3t
" ' : 2x X=-y+e,
11) y"-8y"+ 20y =4sin2x+xe""; 12)
y=—x+2e".
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