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Введение. В современном производстве для 
композиционно-волокнистого материала (КМ ) 
применяются наполнители, получаемые на осно­
ве: 1) прядей или нитей, изготовленных из воло­
кон в количестве более 1000 шт., а также ровниц; 
2) тканей и 3) матов. В первом случае КМ получа­
ется путем послойной укладки семейств однонап­
равленных нитей. В результате получается слоис­
тая структура направленных под углом ±ср семейств 
однонаправленных нитей, у которых отсутствует 
взаимное переплетение. Во втором случае рас­
сматриваю тся ортотропные структуры из КМ , 
которые представляют собой многослойные сре­
ды на основе тканей.

Постановка задачи. Рассмотрим ткани гладко­
го переплетения, у которых переплетение нитей 
образовано без жесткой связи, и мультиаксиальные 
ткани. Такие тканые материалы создаются из ни ­
тей и первоначально обладают высокой гибкостью. 
Существуют две причины этой гибкости: 1) гиб­
кость нитей, состоящих из тонких параллельных 
волокон, движению которых препятствует только 
трение между ними при деформировании; 2) струк­
тура ткани создается путем переплетения нитей или 
методом прошивки без жесткой связи в местах пе­

реплетения. Это означает, что перемещения отдель­
ных нитей или волокон, вызванные усилиями, при­
ложенными к ткани, имеют свойства, аналогичные 
свойствам тела с подвижной структурой [1].

Метод решения. О писывая геометрическую 
модель препрегов, будем рассматривать деформа­
ции, не выходящие за рамки слоев в поперечном 
направлении. Н а этом основании деформацион­
ные свойства одного слоя ткани можно отождеств­
лять с аналогичными свойствами многослойного 
препрега. Обратим внимание на те свойства, кото­
рые понадобятся в дальнейшем.

1. Существует предельное значение длины 
нити, которую можно вытащить из ткани, не под­
вергая ее разрыву. Для тканей гладкого переплете­
ния, например, у стеклоткани Т-13, эта величина 
составляет более одного метра.

2. Конструкция тканей гладкого переплетения 
предусматривает изгиб нитей в узлах их переплете­
ния. Такое обстоятельство влияет на деформацион­
ные свойства нитей в составе ткани при растяжении. 
Первоначально они распрямляются. В дальнейшем 
нити ведут себя как обычно: они упруго растягива­
ются. Первая стадия заканчивается быстро при не­
большой по величине нагрузке. Однако эта состав­

Реп
ози

то
ри

й БНТУ



ляющая деформации по величине может превзойти 
даже упругую составляющую [2], поэтому пренебре­
гать этим нельзя. Назовем эту деформацию неупру­
гой составляющей деформации ткани при растяже­
нии и обозначим через уп и у22 относительные 
неупругие составляющие деформации ткани в на­
правлении первого и второго семейств нитей соот­
ветственно. Для мультиаксиальных тканей такая со­
ставляющая деформации равна нулю.

3. Если под действием внешних сил происхо­
дит сдвиг нитей одного семейства относительно 
другого, то такая деформация сопровождается сжа­
тием нитей в поперечном к ним направлении. Само 
сжатие осуществляется следующим образом. Вна­
чале деформация сжатия происходит за счет более 
плотного расположения элементарных нитей в рас­
сматриваемом сечении нити. Уменьшаются пара­
метры сечения. Одновременно нити параллельно 
сдвигаются. Препятствием к таким изменениям 
являются только силы трения. Дальнейшее пере­
мещение нитей осуществляется только за счет уп­
ругой деформации. Таким образом, на первом эта­
пе сжатия имеем неупругие деформации сжатия в 
плоскости ткани. При этом относительные неуп­
ругие составляющие деформации сжатия у12 и у21 
первого и второго семейств нитей — это чисто гео­
метрические величины, характеризующие степень 
уплотнения нитей при их сжатии в поперечных к  
ним направлениях в плоскости ткани [3].

Рассмотренное сжатие нитей может образовы­
ваться и другим путем — в результате поворота од­
ного семейства нитей относительно второго. Такое 
сжатие тоже имеет неупругую составляющую и 
упругую часть. При деформации ткани оба эти вида 
сжатия могут присутствовать одновременно, при­
чем они не заменяют друг друга [4].

Пусть имеем заготовку ткани, которую необ­
ходимо уложить на некоторую выпуклую поверх­
ность без складок так, чтобы она соприкасалась с 
поверхностью. Принципиально это можно сделать 
следующим образом. Если ткань обладает свой­
ствами 1—3, то, прикладывая к  концам нитей рас­
тягивающие усилия, мы заставим их лежать на за­
данной  поверхности . В результате заготовка 
полностью ляжет на поверхность, не образуя скла­
док. Такое положение нитей на поверхности нео­
днозначно, так как они могут быть передвинуты на 
другое место. Варьируя нагрузку, при определен­
ных условиях можно изменять форму заготовки. 
Такой способ укладки заготовки имеет множество 
вариантов. Для выбора нужного необходимо уста­
новить дополнительные ограничения. Например, 
можно определить форму заготовки, которую она 
должна иметь после укладки ее на поверхности, что 
эквивалентно заданию перемещения концов ни­
тей, или граничных условий в перемещениях. Н а­
тяжение нитей должно осуществляться в соответ­
ствии с выбранным направлением и быть таким, 
чтобы обеспечить заданное перемещение концов

нитей. Однако следует заметить, что не для всяких 
граничных условий это возможно. Такие деформа­
ции заготовки сопровождаются возникновением 
растягивающих усилий во всех точках нитей, сжи­
мающих усилий в нитях в поперечном направле­
нии к  ним или отсутствием сжимающих усилий, 
если поперечные деформации имеют противопо­
ложные направления, приводящие к разрежива­
нию ткани. В последнем случае нити на поверхно­
сти удерживаются в равновесии силами трения.

Деформация заготовки сопровождается смеще­
нием одного семейства нитей по отношению к  дру­
гому. Поэтому, если ткань состоит из двух взаимно­
перпендикулярных между собой семейств нитей, то 
тогда нити х  = const и у  = const после деформации 
пересекутся в точках, имеющих координаты (х, >»,) 
и (х,, у) в исходном состоянии. Это означает неко­
торую независимость перемещений нитей одного 
семейства относительно второго. В таком случае, 
вычисления перемещений следует проводить в от­
дельности для нитей каждого семейства.

Рассмотрим деформацию нитей первого семей­
ства. В качестве объектов изучения деформаций 
возьмем линии, совпадающие с нитями семейств, 
а также линии, перпендикулярные во всех точках 
к нитям семейств. При деформации первые линии 
находятся в растянутом состоянии, а вторые — в 
сжатом в поперечном направлении.

Будем проводить дальнейшие рассуждения для 
поверхности в форме сферы. Однако это никак не 
отразится на общности результатов исследования. 
Все проведенные рассуждения могут быть транс­
формированы при укладке ткани на другие выпук­
лые поверхности.

Рассмотрим сферическую поверхность, на ко­
торой необходимо разместить квадратную заготов­
ку ткани. Начало декартовой системы координат 
Oxyz совместим с центром сферы (рисунок 1).

При этом взаимно-перпендикулярные сторо­
ны  заготовки  нап равим  вдоль осей Ох и Оу. 
Возьмем в этом положении заготовки некоторую 
точку М, принадлежащую нитям первого семейства 
(например, основы). Считая систему Oxyz непод­
вижной, введем в плоскости Оху текущую систему 
координат Охху. При этом координату х, свяжем с 
линиями сжатия в поперечном сечении к плоско­
сти заготовки нитей первого семейства. Тогда на 
рисунке 1 нить первого семейства длиной dy зай­
мет на сфере положение М Р ,  а линия сжатия MQ 
длиной dxx займет на сфере положение M Q . Так 
как нити по предположению абсолютно гибкие, то 
касательные к кривым М Р  и М  Q  в точке М  дол­
жны составлять между собой прямой угол.

Точка М  имеет сферические координаты рав­
ные (0, ф). Спроектируем ее на плоскость Оху так, 
чтобы M N  = M 'N . Здесь Af JV — касательная к  ме­
ридиану М К. Аналогичные проекции Р" и Q" по­
лучим и для точек Р  и Q . Таким образом, будем 
считать, что точки М”, Р '  и Q” получены в резуль­
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тате промежуточного деформирования тканой за­
готовки на плоскости Oxty.

Между точками М  и М '  можно установить вза­
имно-однозначное соответствие. Действительно, 
если на плоскости Охty  (г, 0) — полярные коорди­
наты точки М ', то справедливо равенство

R 2 + (М 'N )2 = (г + M "N )  , 0 < г < R.

Из (1) следует, что
п2 2

M"N = Ф =arccos-
R 2

( 1)

(2)

точке Af); ds'n — длина дуги М  Q . Упругими дефор­
мациями сжатия пренебрегаем.

Пусть 7Х =ОМ " (см. рисунок 1). Установим за­
висимости для дуг ds'j  и ds[\. Для этого заметим, что 
Rd(p — проекция дуги ds'n на меридиан, a dr{ — про­
екция дуги ds" на направление вектора 7Г На пер­
пендикулярное направление к  меридиану и к век­
тору rt проекции этих дуг равны -Лятф^/б и -r tdQ 
(й?0 < 0). В таком случае имеем

2 г ’ т R 2+r2’
где R  — радиус сферической оболочки.

Таким образом, точке М ' с координатами (г, 0) на 
плоскости Oxty  соответствует единственная точка М  
на сфере, имеющая сферические координаты (0, ф).

Д ля изучения деформационного поведения 
нитей рассмотрим, как деформируется элемент 
нитей первого семейства dxl х dy, имеющий угло­
вую точку с координатами (хр у). Этот элемент мо­
жет растягиваться в направлении размера dy и сжи­
маться в направлении размера dxv Такое поведение 
элемента нитей происходит при укладке его на сфе­
рическую поверхность. Будем считать, что растя­
гивающая нагрузка такова, что относительные де­
формации в любой нити семейства и любой точке 
нити равны у1Г Упругими деформациями нитей 
пренебрегаем. Тогда

{l+yn )dy = ds;i, (3)

где ds'n — длина дуги М Р .  Для дуги М  Q , представ­
ляющей собой часть линии сжатия, отрезок dxx свя­
зан зависимостью

ds’n cos = &Лр, - ds'u sin р, = /fsiпфс/0, 

ds" cos Р ' = drx, -  ds" sin p ' = rtdQ, (5)

где pj и p ' — углы, которые составляют касатель­
ные к  дугам в точках М  и М" с меридианом и с на­
правлением радиуса гх соответственно.

Из соотношений (5) найдем

-сг&р,йГе ~ctg${dQ = — . (6)вШф г{ 4 7
Если воспользуемся выражением (2) для ф, то 

установим, что
, 2 Rdr. 2r.R dtp dr,

d4> = ~o2~7Z2’ sin(P = - i r h j *  ^ 7  = _ • (7)R z + r2 R + rt втф  r{

Таким образом, из равенства правых частей 
выражений (6) следует, что р '=  рг

Аналогичные зависимости для дуг ds'n и ds”2 
имеют выражения

ds'n cosy [ = Rdiр', -  ds[2 sin у, = Лзтфс/О

(В)

(1-y  ,)<&, '-ds’n, (4)

причем у, < y12. (здесь у, — фактическое значение 
относительного сжатия нитей в рассматриваемой

ds" cosy,' = dr’, -  ds[[siny' = rtdQ',

где дифференциалы d0' и dr' отличаются от диф ­
ференциалов £?ф и drx в силу независимости диф­
ференциалов dQ и dQ'.
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Поступая аналогичным образом, как и выше, ус­
тановим, что у '= у К р о м е  того, линии растяжения и 
линии сжатия на поверхности сферы взаимно перпен­
дикулярны. В таком случае должно быть у, = Р, -  0,5л;.

Примем за независимые переменные парамет­
ры 0и х ,. Тогда/-,, р , ,s',, л’,'2, .v", s" будут выражаться 
как функции этих независимых переменных. В та­
ком случае система (5) преобразуется к  виду:

2R1 Эг±
Э0
—— COSP, = —=----

R2+r{2 эе
ds'n . 2R 2

—T-^SinP, = —5---- т -Г.,эе Hl R2+ r 2 1
Э s" dr
—^-cosP, = —
Э0 Э6 (9)

( 10)

ординатной системы после деформации станови­
лась равной 0,5(1 + 7ц)а, где а —длина стороны квад­
ратного образца ткани. В-четвертых, направление 
концов нитей а, должно иметь величину равную

a i =/” ( § _ 0 ) +0’ ( П )

2а
где т = — Такое нагружение образца ткани по- 

л
зволяет ожидать, что минимальное значение угла 
|a |> a 0. В результате, с учетом симметрии, доста­
точно рассмотреть деформацию нитей, располо­
женных в исходном состоянии в первой четверти 
координатной системы Оху.

С  учетом (11) угол (3,, на границе образца тка­
ни будет равен

Система (9) состоит из трех уравнений, так как 
четвертое уравнение из (5) является линейной ком­
бинацией остальных.

Аналогично, система (8) эквивалентна следу­
ющим зависимостям

Эs!7 . п 2R 2 Эг,
—^-sinP, = —:----
Э0 R +г2 эе

Эл-;2 „ 2 R 2
----- -co sP , = —;-----Тэе Hl R 2+ r2

Э^2 « dr,—^-sinB. = —L.эе эе

= a Че=е„ -en f 71■ m\ —u -e„ ( 1 2 )

где p 10 и 0O — значения углов P, и 0 на границе 
образца.

Следует предположить, что значение угла Р, 
может иметь представление (12) не только в кон­
цевых точках нитей. Пусть для остальных точек та­
кая зависимость представима в виде:

Если в зависимостях (9) и (10) сделаем замену 
параметров /■,, р,, s ' ,  s'2, s", s" на параметры r2, р2, 
s',, s'2, s", s22, то получим систему уравнений для 
определения условий укладки нитей второго семей­
ства на поверхность сферы. Следует отметить, что 
уравнения, относящиеся к нитям первого семей­
ства, и уравнения для нитей второго семейства не 
связаны между собой. Существует только геомет­
рическая связь, которая устанавливает ограниче­
ние на значение угла между нитями семейств при 
их укладке на выпуклую поверхность. К ак отмеча­
лось: поворот нитей сопровождается их сжатием. 
Поэтому неупругая часть сжатия заканчивается при 
угле равном а 0. Дальнейшее уменьшение этого угла 
невозможно, так как упругая деформация сжатия 
и свободная укладка образцов ткани на выпуклой 
поверхности несовместимы. Поэтому критерием 
укладки образцов является выполнение условия 
|а | > а 0, где а  =  а , — а 2; а  и а 2 — углы, которые со­
ставляют касательные к соответствующим нитям в 
рассматриваемой точке.

Для решения поставленной задачи зададимся 
граничными условиями. Первоначально потребуем, 
чтобы заготовка ткани располагалась в координат­
ной системе Ох{у  так, чтобы семейства нитей были 
параллельны осям координат. Во-вторых, каждая из 
семейств нитей при укладке их на поверхность сфе­
ры деформируется одинаково. В-третьих, длина 
каждой нити, расположенной в любой четверти ко-

= т { 2 ~ в°

В таком случае из (9) найдем 
Э1ПГ,

(13)

эе -c/gpi = -ctgm
И

Решение этого уравнения имеет вид:

(14)r1=/(xi)(sinpi)™ .

Для отыскания неизвестной функции Дх,) об­
ратимся ко второму уравнению из системы (9). В 
результате, с учетом (13), получим

“и
s o =  \ d s ’u  = ° , 5 ( 1+ У п ) я  =

о

2Д2 ^ / ( х О И р ^ р , (15)

т о R 2 + f 2(Xl) ( s m ^ y

где ,v(1 — значение s', в граничных точках 0О; — ^ 0О ^ у .

Можно найти и другие параметры, используя 
для этого уравнения (9) и (10). Н а этом основании 
(13) является решением поставленной задачи с за­
данными граничными условиями при условии, что 
оно единственно. Для доказательства этого факта 
предположим, что имеется два решения Р, и р,', та­
кие, что они отличаются друг от друга во всех точ­
ках, кроме граничных, в которых

р, = р ;=  р,0. (16) 
Оба эти решения должны удовлетворять вто­

рому уравнению из (9). На этом основании имеем

r{dQ
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s0 = -2 R 2 [ -------
о,5л sin Р,'(л2 + (г*) )

где г' — значение радиуса rv вычисленного с использо­
ванием второго решения р п р ед ел ы  интегрирования 
совпадают, поскольку на границе выполняются (16).

Произведя вычитание правых и левых частей 
предыдущих равенств, найдем

sinp 1(Л2+/-12) sinp/(/J2+(<)2)
с?0=О. (17)

Воспользуемся свойством определенного ин­
теграла (теорема о среднем) для непрерывной фун­
кции Дх), которое иллюстрируется в виде следую­
щей зависимости [5]

ь
j f ( x ) d x - ( b - a ) f ( c ) ,  а<с<Ъ.
а

В случае равенства нулю интеграла следует ра­
венство нулю функции Дх) в точке с. На этом осно­
вании равенство нулю подынтегральной функции 
интеграла (17) приводит к следующей зависимости

; [ я 2 + (< f]s in  р ' = r;(R2 + г 2 )sin Pj. (18)

Равенство (18) выполняется в точке 0О' для лю ­
бых 0О, причем

- < е 0 <е0' < - .4 о ° 2
В таком случае в силу непрерывности подын­

тегральной функции интеграла (17) равенство (18) 
справедливо для всех 0О' из промежутка 

— <0О' < —.
4 0 2

Возведя в квадрат обе части равенства (18) и 
применяя к полученному равенству обратную тео­
рему о среднем, получим

Рю10 С г л2
Sin2p'

О ^
(19)

cos2 Р ,'-
Рю / г -  -о

о '

-(r1f ( / ? 2+/-12)2cos2p1j /0 o' = O.
(21)

Складывая (19) и (21), получим
Рю -2|

1 [я 2+( < f j  -  М 2 {R l+г? )2 }®о = о-
К  последнему равенству применим теорему о 

среднем. В результате в некоторой точке 0 ' = 0", где 
0,25л < 9 "< 0 О, имеет место следующее равенство

Ф ’ + м ’Т - м ’
Полученное равенство эквивалентно следую­

щей зависимости
{гх-г , ) { л 2- щ )  = 0.

Последнее равенство выполняется, если г{ = г' 
во всех точках рассматриваемой области измене­
ния параметров 0 и хг В таком случае на основа­
нии (18) следует, что р, = р,'. Таким образом, един­
ственность решения (13) доказана.

Интегральное уравнение (15) предназначено 
для отыскания функцииДх^. Для его решения по­
ступим следующим образом. Применяя теорему о 
среднем к интегралу (15), получим

2Л2Р10 /(x ,)(sinp;)'"
(22)

где р ' — значение угла Р, из промежутка (0, Р|0) . 
Зависимость (22) представляет собой квадратное

\_
уравнение относительно выражения / ( x 1)(sinp ')m. 
Из условия о единственности решения оно должно 
иметь единственное представление, поэтому дискри­
минант уравнения (22) равен нулю. Таким образом

Я4(Р,о)2
/w2s02sin2 р,' 

Отсюда следует, что

- R 2=0.

Sin Р, = Яр,.
ms„

В таком случае из (22) с использованием (12) 
найдем

/(* .)  = я (23)

Обратимся теперь ко второму уравнению сис­
темы (10). Поступая аналогичным образом, как и 
при выводе (18) найдем

r^ R 2 +(r1')2JcosP,'= r'(R2 +/-,2)cosPl. (20)

При выводе равенства (20) также предпола­
галось, что пределы интегрирования в интегра­
лах совпадают, поскольку на границе образца, где 
х, =  0,5а, выполняется равенство (16).

Аналогично (19), из (20) найдем

Л(0,5тс - 0 О)
Отметим, что для укладки образца ткани на 

поверхность сферы достаточно знать расположе­
ние концов нитей заготовки на сферической по­
верхности. Для этого определим величину радиуса 
г, в граничных точках. С учетом того, что на грани­
це 0 =  90, подставим (23) в (14). Отсюда, на грани­
це области радиус г, определяется зависимостью

n =R
, sin (0,5л - 6 0)
Л(О ,5л-0о) J ' (24)

В результате сферические координаты гранич­
ных точек заготовки ткани имеют вид (0, ф^, где

Ф, = arccos R - K  
R2 + г 2 ’ (25)

где г — величина, определяемая зависимостью (23).
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Расчеты проводились для заготовки из ткани 
Т-13 размером 196 х 196 мм2. При этом предполагалось, 
что а0 =  70°; уп =  0,01; у12 =  0,11 [4]. Укладка осуществ­
лялась на оправку, поверхность которой представляет 
собой сферу диаметром 196 мм, состыкованную с ко­
нической поверхностью. Заготовка ткани, уложен­
ная на поверхность согласно расчетной схеме, де­
монстрируется на фотографии (рисунок 2).

Рассмотренное решение касалось укладки на 
поверхность квадратного образца ткани. В резуль­
тате его положение на поверхности такое, как по­
казано на рисунке 2. Определим теперь размеры 
другого образца, который полностью покрывает 
шаровой сегмент при укладке его на сферическую 
поверхность. Очевидно, в исходном положении 
такой образец отличается от квадратного, у кото­
рого значение угла ср на границе переменно. Для 
шарового сегмента угол ф на границе постоянен. 
В этом случае из (25) следует постоянство радиуса 
гу В результате из соотношения (25) находим

r ^ R t g ^ ,

где ф, — величина угла шарового сегмента для гра­
ничных точек образца. Длину s0 находим из соот­
ношения (24). При этом

/г(о,5тг-е„) f ф, г  
0 sin(0,5jc-eo) l  2 ) '

Заготовка в этом случае представляет собой обра­
зец, который имеет форму, указанную на рисунке 3.

Рисунок 2 — Положение образца ткани на поверхности сферы

Выводы. 1. Большое разнообразие граничных 
условий приводит к такому же множеству решений 
при укладке образцов тканей гладкого переплете­
ния и мультиаксиальных на выпуклые поверхнос­
ти. В то же время при заданных граничных услови­
ях существует единственное решение.

2. Предложенная методика укладки ткани на 
выпуклые поверхности совпадает с эксперимен­
тальными исследованиями.
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Vasilevich Y.V., Sakhonenko V.M., Sakhonenko S.V., Gorely К.A., Malyutin E.V.
Usage of textile material properties while laying them on a convex surface

The method of laying a smooth woven textiles and multiaxial fabrics on a convex surfaces is proposed. An example 
of a square tissue T-13 sample placement on a spherical surface is considered. The dimensions of a tissue work piece 
completely covering spherical segment are found.
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