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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ В ОКРЕСТНОСТИ 
ВЕРШИНЫ ТРЕЩИНЫ ДЛЯ НЕГОЛОНОМНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ 
В УСЛОВИЯХ ПЛОСКОГО НАПРЯЖЕННОГО с о сто я н и я

Исследуется напряженно-деформируемое состояние упругопластического материала в окрестности вер­
шины трещины общего вида с определяющими соотношениями теории течения с упрочнением в условиях 
плосконапряженного состояния. Решается плоская статическая краевая задача в случае неподвижной 
трещины-разреза. На основе варианта метода асимптотических разложений, учитывающего неголо- 
номность разрешающих уравнений и сингулярность полей напряжений и деформаций, задача редуциру­
ется к рекуррентной последовательности двухточечных краевых задач, которые решаются численно­
аналитически. Проведен анализ напряжений, деформаций и локальных характеристик разрушения в 
области, примыкающей к сингулярной точке.
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Введение. Одной из важнейших задач меха­
ники разрушения является задача об асимптоти­
ке полей напряжений и деформаций в окрестно­
сти вершины трещины. В рамках упрощенных 
гипотез для жесткопластического материала та­
кие задачи решались введением приведенной по­
верхностной энергии [1]. В механике упруго пла­
стического состояния получен ряд решений для 
одиночной трещины в случае идеально-пласти­
ческого [2] и упрочняющегося материала в рам­
ках деформационной теории пластичности [3]. 
Общая структура полей напряжений в пластичес­
кой области для идеальнопластической среды 
вблизи вершины трещины при антиплоской де­
формации изучалась в [4]. Решение для упроч­
няющегося упругопластического материала с оп­
ределяющими соотношениями деформационной 
пластичности построено методом годографа [5]. 
При решении краевых задач нелинейной теории 
трещин применялись различные варианты мето­
да возмущений, на основе которых находились 
точные и приближенные решения в симметрич­
ных случаях нормального отрыва и поперечного 
сдвига [6]. В большинстве таких подходов базо­
вым является линейное решение (нулевой член). 
Однако в окрестности угловой точки главную 
роль играет нелинейная часть диаграммы дефор­
мирования материала (кубический член). В тоже 
время необходимость более полного учета плас­
тических деформаций в теории трещин делает ак­
туальным использование усложненных теорий 
пластичности, в частности теории течения. А 
сингулярный характер полей около вершины тре­
щины, нелинейность и неголономность опреде­
ляющих уравнений пластичности приводят к раз­
витию асимптотических методов нахождения 
полей напряжений и деформаций, локальных ха­
рактеристик (порядок сингулярностей и раскры­

тие в вершине, его форма, коэффициенты интен­
сивности) и глобальных характеристик (диссипа­
ция работы необратимых деформаций, разруша­
ющие усилия и т.д.).

Постановка задачи. Рассматривается окрест­
ность вершины полубесконечной трещины общего 
вида в неограниченном упругопластическом теле в 
рамках теории течения. Материал считается несжи­
маемым и упрочняющимся по степенному закону. 
Разрешающие уравнения данной задачи в полярной 
системе координат г, (р, с полюсом в вершине тре­
щины, включающие уравнения равновесия, соотно­
шения Коши и определяющие соотношения теории 
течения для напряжений в приращениях, имеют вид:

д о г  + fa r r  ~ ) /r  + 8 a r<pJ r  = О,

8(Jrv,r + /г + / г  = 0,

8err = Surr, 5ew = + 8ur),

1/ Г ч 0 )
d£rv = 2  {8u<p,r+5ur , j r - 5uj r \

Ss„=Se„89 —<5Ф(Г)e„, i j  = r,<p,

где &rI(, & :j, 8uj — приращения напряжений, де­
формаций и перемещений; & , 5е — приращения 
девиаторов напряжений и деформаций; 8.. — сим­
вол Кронекера; Ф(Г) = ^ Ви Т2к — функция интен-

к> 1

сивности касательных деформаций; Г = ^ е„ е„ ; G;

В2к — упругопластические постоянные материала. 
В приведенных уравнениях фигурируют безраз-

1 ,
мерные отнесенные напряжения а „ = — сг .

G
Будем считать, что состояние вблизи вершины 

трещины контролируется параметром нагружения
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К, который интерпретируется как коэффициент 
интенсивности напряжений. Тогда единственным 
независимым параметром задачи с размерностью 
длины является величина К2/  (?, поэтому искомые 
функции зависят от нагрузки только посредством 
безразмерных переменных х  =S,iG2 / К 2 (i — 1, 2), 
где |  — оси, причем ориентирована вдоль тре­
щины в направлении вершины.

Для несжимаемого материала в условиях плос­
кого напряженного состояния выполняются соот­
ношения

£и = ев’еи = ~{£гг + £„ ) = - ( егг + е„ ),

= o - r „ ,  sn.=^(2arr-a ip4!),

s„ = \ { 2° „ ~  Чг). a = '■ + s..

=  ew = Z{v;+u„y*-',
n>0 «>0

(5)

Интенсивность деформаций

2-tГ = — ̂  e j  + e„ • e,.„ + e„„" + e,rr (p<p (pip У = - Л Н < р )У 2’ (6)

akl = h W kut + i kuk{v;+uc)+ 
+(K+ut)(v;+ut)+

+\(р'к +{хк- \ ) у к){и;+ {х,~ \)у().
( 7 )

Среднее напряжение а  представим в виде

< г = 2 Х Ы ,Л"1- (8)я>0
где Wn((p) — неизвестные функции, подлежащие 
дальнейшему определению.

Из полных разложений деформаций и опреде­
ляющих уравнений получим выражения для ком­
понент напряжений

(2)

Нагрузки на краях трещины общего вида равны 
нулю. Отсюда следуют граничные условия задачи:

5аг„| + =°> + =°- (3)v l(р—± п  •г'г \<р—± л  v '

Таким образом, уравнения (1) с условиями (3) 
составляют математическую формулировку краевой 
задачи о плоском напряженном состоянии (2) тре­
щины общего вида в теории течения с упрочнением.

Под трещиной общего вида понимается пря­
молинейная неподвижная полубесконечная тре­
щина-разрез, произвольно ориентированная по 
отношению к нагрузкам на бесконечности.

Численно-аналитическое решение. Применим 
метод асимптотических разложений [7] к задаче
(1), (3). Учитывая представления для приращений 
напряжений и деформаций, отвечающих увеличе­
нию параметра ЛГ(однопараметрическое активное 
нагружение), будем искать решение задачи в пе­
ремещениях в виде полных разложений:

иг{г’<р) = '£и„{(рУ ’-, %{r,(p) = Y V n(<p)rK■ (4)
п>0 п>0

При этом после разделения переменных пока­
затели Я„ определяются в процессе решения наря­
ду с функциями Un((p), К (ср) на каждом этапе.

Подстановка выражений (4) в (1), (3) с учетом
(2) и аналитической на [0,°°) функции интенсив­
ности касательных деформаций в виде ее одночлен­
ной квадратичной аппроксимации Ф(Г) = ВгГ2, 
дает выражения для компонент деформаций:

где

где^(?>) = Х Х а*.'гЯ

п>0

- * X L X < w ,u'- '3.

Vkfm -%■ к + &, + ^т,

а  к / т  ~  а к (  =  +

+{vk+ uk){v;+ut) x mu m +

±(U'k + (K -')V k){U ’l+ {Xf -\)V t )XmUm

^  = +un+wnV
и '.П  '

где

В

где

Yklm=akl{U ’m+(Xm-\)V m) =

= h W k U ({U’m+(Xm-\)Vm) + 

+huk{v;+u,){u'm+{xm-  \)Vm)+

+{K'+uk)(v;+ut){u'+(im-i)vm)+ 

x(t/;+(^-i K ) .

(9)

Pklm -  aU {Vm +Um)~ k̂̂ >UkUi {Vm +Um) +

+i kuk{v;+u,){v:+um)+ 
+{Vk+uk){v;+u!) { v ’+um)+ 

1-{щ  +{xk - \)vk)(u ;+( a ,- \ ) v t){v:+u n)-
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Для произвольного приближения из уравне­
ний равновесия, условия несжимаемости и пред­
ставлений для напряжений имеем рекуррентную 
последовательность краевых задач о собственных 
значениях

х ( К  - i K +{к  - i R - з К ' У ”' 2 -  

(/*«.. - 2) « ^  -  Рш. +\г'ит V ‘- - A = О,
к>0 f>Q т > 0 \  ^  )

х [^ (я „  +i]U’n+l-{xl -i)v„+ v"+ w „jr^-2 -  (10)

k>0f>0m>Q\̂  )

Х ((я„+ 1 К + ^ ;К "-’=о,

с граничными условиями

х К +̂ +̂ У-',--вх и А Л
л>0 ’  к>0 ^>0 /я>0

- 0. ( 11)

Таким образом, возникает последовательность 
связанных двухточечных краевых задач для сис­
тем дифференциальных уравнений четвертого по­
рядка. Причем на нулевом шаге — это задача о соб­
ственных функциях нелинейного однородного 
дифференциального оператора, а на последующих 
шагах — линейные задачи для неоднородного 
дифференциального оператора.

Из определения функций a kfm (<р), [1klJ<p), уЫт{<р) 
(9) заключаем, что они зависят от i/(<p), Vn((p), IVJ <р) 
с индексом m m {k,l,m }<n<m ax{k,l,m \. Следова­
тельно, для непротиворечивости уравнений (10)—
(11) необходимо выполнение условия

~ ̂  = А4 юо — 4 (̂ юо ою = Л*оо1 = 2Я0 + А|), (12)
где Aj = 2 — А0. Рассуждая аналогичным образом на 
следующем шаге, получим А, — 2 = ц ио — 4 (jull0 =
^ 1 0 1  —  №011 ~  ^ 2 0 0  _  ^ 0 2 0  _  ^ 002 _  ^ 1  \  ~  ^  Т Э К ,
что А2 = -ЗА0 + 4. В общем случае условие разреши­
мости краевой задачи имеет вид

А„ - 2  =/л1(т - 4  (k + t + т = я + 1, и = 0,1,2...).

Откуда Ал = 2л(1 -  А0) + А0, (и = 1, 2,...). 
Исследуя уравнения для нулевого шага при ус­

ловии (12), заметим, что из-за сингулярности на­
пряжений при г —> 0 собственное значение А0 < 1. 
Сравнивая первые слагаемые (п = 0, к = I = т = 0) 
сумм в (10), (11) получим

А0 — 2 > /i000 —4 (р000 = ЗА0).

Поэтому из (4), (5) краевая задача на нулевом 
этапе записывается

(А02 -  i)t/0+ (А0 - I ) iv 0+ l-u ;+  1-{ х 0 -  з )к ;-  

-5^(ЗА0 -  2 ) а 000 - Д,00 +  ^г'от j  =  °> 

i(A 0 + ъ )щ + 1-{х1 -1)И0+V0"+W0'-  (13)

~ ^ ( З А 0 -1)г°°о +̂ 000 j  = 0,

(А0 +l)£/0 +К0'=  0.

Система дифференциальных уравнений (13) 
вместе с граничными условиями

(V'+U0 + W0-B p m ) | =0,
(14)

( ^  + (А0-1)И0- Л Уооо)|?=±ж = 0

образует однородную нелинейную двухточечную 
краевую задачу для нахождения собственного зна­
чения А0 и собственных функций U0(q>), V0(<p), 
Wgifp), определяемых с точностью до мультипли­
кативной постоянной.

Построим численное решение приведенной 
задачи, предварительно исключая UQ из уравнений 
(13), (14) с помощью последнего уравнения (14).

Обозначаяу0 = К0, yi = V', у2 = V” у, = И /,по­
лучим систему четырех дифференциальных урав­
нений первого порядка эквивалентную системе 
(13) с граничными условиями (14):

y ;= fi(y j) ,U  = 0,3,

где

Цу \ =0,1 = 1,2, У = 0,3,
J \<р=± п

к = У \\/ \= У ъ

Л = - 2(я02- 1)^  + 2(А02- 1)̂ 3 +

+ (А02 -  2А0 -  3)у0 - В(2(ЗХ1 +х0-2)с 

-2(А0 +1)̂ 000 +(А0 + 1)г ооо);

/ з = 2 ^ о- 1 ) ^ - 2^ +1^ 2 +

^(ЗА0 — 1) У000 + ̂ 000 J’

(15)

(16)

(17)

кУ, А0 +! У\ +Уз ~Врт ;

^гУj 1 1 ,̂2“*'(‘̂ о 1)̂ 0 Вут .

Численное решение двухточечной краевой за­
дачи с параметром (15), (16) основано на примене­
нии модифицированного метода пристрелки с ис­
пользованием особенностей постановки задачи. В 
ходе решения отыскиваются собственные значения 
А0 и функции VQ, WQ на промежутке <р е [-л-;лг].
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Так, полагая значения у](-к ) = ук, и задавая 
начальные значения у  систему дифференциаль­
ных уравнений интегрируем методом Рунге-Кутта.

Ищутся нетривиальные решения однородной 
задачи, поэтому одно из значений}^ задается произ­
вольно. Например, ую =  -1, тогда из граничных усло­
вий (16) значения >'2(|, ут находятся через ут, _ую при 
Ф = -п. Параметр А0 и значение ут выбираются таким 
образом, чтобы удовлетворить второй группе гранич­
ных условий (16) при (р =  ж. Для этого сформулируем 
вспомогательную оптимизационную задачу для вы­
пуклой целевой функции, условия минимума кото­
рой соответствуют выполнению двух недостающих 
краевыхусловий (16). Выберем такую функцию в виде

Ф[yj)= L]yj + I}2yj, (р = п.

В итоге, асимптотика решения содержит два про­
извольных параметра на нулевом этапе, так как гра­
ничные условия (16) при (р = к  удовлетворяются при 
любом значении ут. Для классификации рассматри­
ваемых задач будем в случае 1 говорить о трещине об­
щего вида, а в случае 2,3 — о симметричных задачах— 
трещине нормального отрыва и трещине поперечно­
го сдвига соответственно. Пусть у— полуокружность 
радиуса г с центром в начале координат при <р е [0; яг]. 
Главный вектор сил (внешних), приложенных к кон­
туру у определим в декартовых координатах

Fi = r \ l aijnj d(P’ п> ==C0S,A 
п2 = sin ф,/,y = l,2,

(18)

4 - 0 = \<р=0

четыре начальных условия при ср = 0, и возника­
ющая задача Коши решается численно. Из этих ус­
ловий два — условия симметрии (20), а третье — 
произвольное ненулевое значение. Изменяя вели­
чину четвертого условия и параметра А0, удовлет­
воряются граничные условия на правом конце.

Для трещины поперечного сдвига на промежут­
ке (р е [0; ж] на левом конце имеются следующие гра­
ничные условия

^ Ц = ° ’ ^ Ц  = 0’ (21)
которые вместе с двумя условиями (14) на правом 
конце определяют краевую задачу.

Для первого и второго приближения этап чис­
ленной оптимизации опускался.

Анализ результатов. Рассчитанные с учетом трех 
приближений асимптотики компонент тензора на­
пряжений (7 — ст.г, 2 — <7̂ , 3 — а интенсивности 
напряжений (7— 7), среднего напряжения (2— ст0), 
максимального нормального напряжения (3— атах) 
в зависимости от полярного угла) для трещины об-

7Zщего вида (в ■ —) представлены на рисунках 1, 2, 
4

для трещины нормального отрыва (9 = —) — на ри­

сунках 3, 4 и для трещины поперечного сдвига 
{в = 0) — на рисунках 5, 6 соответственно.

Учитывались 3 члена рядов безразмерных ве­
личин в полном диапазоне смешанных форм де­
формирования для меди с упругопластическими

где п. — единичная внешняя нормаль к у; ст.. — ком­
поненты тензора напряжений в декартовой систе­
ме координат.

Сила F имеет разложение
Fx = |/ |co s0 ; F2\ _F|sin6, (19)

где в — угол между силой F и осью х г
Введение угла в  и формулы, связывающих де- 

картовые и полярные компоненты тензора напря­
жений, позволяет отделить случай трещины обще­
го вида (например, # = —) от частных случаев,

4
обладающих симметрией. Для трещины нормаль-

л Пного отрыва в = для трещины поперечного сдви­

га в=  0. Применялась следующая вычислительная 
схема: задавалось значение j 00, и из решения опти­
мизационной задачи для функции Ф(^) численно 
находилась величина А„, а затем компоненты ст , ст . 
ст . Вычислялись декартовые координаты главно­
го вектора сил (18)ииз(19) получался угол в. За­
метим, что в случае трещины нормального отрыва 
рассматривается интервал <р е [0;я]. На левом кон­
це которого задаются условия симметрии

= 0, (20)

Рисунок 1 — Компоненты напряжений для трещины общего вида:
1 — о  , 2 — а  ; 3 — агг’  ино по

которые вместе с двумя условиями (14) на правом 
конце определяют краевую задачу. Далее задаются

Рисунок 2 — Среднее напряжение (1 — сгл), интенсивность 
напряжений (2 — 7), максимальное нормальное напряжение 

(J — а  ) для трещины общего вида
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Рисунок 3 — Компоненты напряжений для трещины нормального 
отрыва: 1— о  ; 2 — о  ; 3 — <тг  rr’ qxp’  г<р

Рисунок 4 — Среднее напряжение ( /  — <т(|), интенсивность 
напряжений (2 — 7), максимальное нормальное напряжение 

(3 — а:т)  для трещины нормального отрыва

Рисунок 5 — Компоненты напряжений для трещины поперечного
сдвига: 1 -  а;, 2 -  гг^; 3 - о щ

Рисунок 6 — Среднее напряжение ( /  — <т0), интенсивность 
напряжений (2 — 7), максимальное нормальное напряжение 

(3 — сгтях) для трещины поперечного сдвигу

характеристиками G =  0,4442431-Ю 11 н /м 2, 
В2 = 1,327-10"5, К=  0,6-106 Н’М3̂2.

Численный анализ показал, что для окружной 
компоненты напряжений а  максимум наблюда­
ется в направлении предполагаемого развития тре­
щины (см. рисунки 1, 3, 5).

Обобщая ранее полученные результаты для 
нелинейной упругости, отмечаем, что уменьше­
ние нормальных напряжений в непосредствен­
ной окрестности вершины трещины и на удале­
нии от нее составляет от 2 до 9,5 раз для 
различных типов трещины (см. рисунки 1 ,3 ,5 ) 
в теории течения с упрочнением. Зависимость 
интенсивности напряжений, среднего напряже­
ния и максимального нормального напряжения 
наиболее значимо проявляется для трещины 
нормального отрыва (см. рисунок 4) и менее зна­
чимо для трещины общего вида (см. рисунок 2) 
и трещины поперечного сдвига (рисунок 6). При 
этом в теории течения влияние форм деформи­
рования становится менее значимым, как и вли­
яние пластических свойств материала на удале­
нии от вершины (см. рисунки 1, 3, 5).

В то же время, в непосредственной окрестнос­
ти вершины трещины влияние вида нагружения 
является существенным (см. рисунки 1, 3, 5).

Проявляется зависимость величины нор­
мальных напряжений от расстояния до вершины 
трещины, которая уменьшается от 3 % до 10 % по

радиусу от соответствующих значений в нели­
нейной упругости в одинаковом диапазоне из­
менения полярного угла, в связи с более полным 
учетом пластических свойств материала в рам­
ках теории течения с упрочнением. На удалении 
от вершины трещины по длине трещины наблю­
дается более равномерное распределение каса­
тельных напряжений. Противоположная ситу­
ация возникает для нормальных напряжений 
(см. рисунки 1, 3, 5). В непосредственной окре­
стности вершины касательные напряжения име­
ют минимальные значения для трещины нор­
мального отрыва и общего вида, а для поперечного 
сдвига они достигают максимального значения, 
но при удалении от нее быстро уменьшаются 
(см. рисунок 3). При увеличении радиуса ско­
рость изм ен ен и я касательны х напряж ений 
уменьшается, но менее значительно, чем в не­
линейном случае.

Величина поправки составляет для нормальных 
напряжений для различных типов нагружения от 3 % 
до 9 % для первого приближения, от 0,04 % до 0,9 % 
для второго приближения. Для касательных напря­
жений от 8 % до 13 % — для первого и от 0,2 % до 
4,2 % — для второго приближения.

Выводы. Построено приближенное решение кра­
евой упругопластической задачи для трещины общего 
вида. Наличие такого решения актуально для задач 
нелинейной механики разрушения, поскольку если
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бы асимптотика существовала только для симмет­
ричных случаев, то она бы не имела физического 
смысла, так как реальное напряженное состоя­
ние — это всегда общий случай. В то же время 
построенная асимптотика изменяется в ходе итера­
ционного процесса, что соответствует представлению 
об областях сверхтонкой и промежуточной структу­
ры решения. Полученные результаты оценки напря­
женного состояния в области промежуточной струк­
туры вершины трещины указывают на значительное 
возрастание размера пластической зоны для плоско­
го напряженного состояния (= в 1,8 раз по длине ра­
диуса) в сравнении со случаем плоской деформации. 
В то же время величина угла в не влияет столь значи­
тельно на распределение напряжений, как в случае 
плоской деформации, что соответствует использова­
нию более точных усложненных теорий течения.

Список литературы

1. Качанов, Л.М. Основы механики разрушения/Л.М. Кача­
нов. — М.: Наука, 1974. — 312 с.

2. Ивлев, Д.Д. Метод возмущений в теории упругопласти­
ческого тела /  Д.Д. Ивлев, Л.В. Ершов. — М.: Наука, 
1978. -  208 с.

3. Степанова, Л.В. Математические методы механики разру­
ш ения/Л .В . Степанова. — М.: Физматлит, 2009. — 334 с.

4. Rahman, М. Elastic perfectly-plastic asymptotic mixed mode 
crack tip fields in plane stress /  M. Rahman, J.W. Hancock / /  
Int. J. Solids and Structures. 2006. — Vol. 43. — Pp. 3692—3704.

5. Либовиц, Г Разрушение: в 7 т. /  Г. Либовиц; под ред. Г. Ли- 
бовица. — М.: Мир, 1975. — Т. 2: Математические основы 
теории разрушения. — 768 с.

6. Yuan, EG. Analytical solutions of fully plastic crack-tip higher 
order fields under antiplane shear /  F.G. Yuan, S. Yang / /  Intern. 
J. of Fracture. — 1995. Vol. 69. — Pp. 1—26.

7. Нифагин, B.A. Оценка напряженного состояния упругоп­
ластического тела в окрестности угловой точки /  В.А. Ни­
фагин / /  Вест. БГУ. Сер. 1, Физика. Математика. Инфор­
матика. — 2010. — № 3. — С. 102—106.

Nifagin V.A., Hundzina М.А.
The stress-strain state in near crack top for nonholonomic plasticity under conditions of plane stress
The stress-strain state of elastic-plastic m aterial in a neighborhood of the top o f arbitrary oriented straight-line crack 

with determ ening relations o f the flow theory with hardening under plane stress is investigated. Based on the variant of 
a m ethod of asymptotic expansion taking into account nonholonom icity of the resolving equations and the singularity 
o f  fields o f  stresses and deformations, the problem is reduced to  a recurrent sequence o f tw o-point boundary problems, 
that are solved numerically-analytically. The analysis o f stresses and deformations and local characteristics o f damage 
in  the area surrounding singular point has been done.
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