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На основании исследований И. Добеши [1, 2] в работах [3, 4] Д. Бейлкин, Р. Койфман и 
В. Рохлин получили вейвлет-представления некоторых операторов (дифференциальных опе-
раторов, оператора Гильберта, оператора сдвига и др.) и установили их свойства в базисе 
вейвлетов Добеши. В дальнейшем, полученные результаты были использованы для разра-
ботки алгоритмов нахождения численного решения некоторых дифференциальных и инте-
гральных уравнений [5, 6]. 

В работах [7, 8] было показано, что вейвлет-представление оператора дифференциро-
вания в базисе койфлетов обладает рядом преимуществ, что позволило получить формулы 
численного дифференцирования и оценить их погрешность. Настоящая работа посвящена 
аппроксимации оператора Гильберта в базисе койфлетов. 

Пусть  Z, jV j  – КМА пространства )R(2L  порожденный масштабирующей функци-

ей Койфмана [1, 2] )R(2L  порядка KL 2 , NK , )R(2L  – соответствующий 
койфлет. При этом функции   и   непрерывны и обладают следующими свойствами (см. 
[2]): 
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Равенство (1) называют уточняющим равенством для масштабирующей функции  . 
Функции   и  , обладающие свойствами (2) и (3), являются наиболее известными и ис-
пользуемыми в различных математических пакетах (Wavelet Explorer системы Mathematica, 
Wavelet Toolbox системы Matlab и др. [9, 10]). 

Согласно концепции КМА произвольная функция )R(2Lf   может быть представлена 

как предел последовательных приближений (проекций) jj VfP  , Zj , определенных сле-

дующим образом: 
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где система функций 
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образует ортонормированный базис масштабирующего пространства jV . 

Пусть )R(2Lf  , ее преобразование Гильберта определяется соотношением 
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Тогда в силу линейности оператора H  имеем 
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Определим оператор jj VLH )R(: 2 , Zj : 
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Полагая уkxj 2 , получим 
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Следовательно, кратно-масштабный оператор jH  можно задать соотношением 
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Можно показано, что для достаточно гладкой функции )R(2Lf   последовательность 

 
Zjj fH  сходится при j   к преобразованию Гильберта функции f . Числа (4) будем 

называть коэффициентами оператора Гильберта в базисе койфлетов. 
Поскольку масштабирующая функция Койфмана не имеет аналитического задания, 

непосредственное вычисление коэффициентов оператора Гильберта по формулам (4) невоз-
можно. В следующей теореме установлены свойства этих коэффициентов, позволяющие ре-
куррентным образом найти коэффициенты H

lr  не используя соотношения (4). 

 
Теорема. Пусть   – масштабирующая функция Койфмана порядка KL 2 , NK , и 

интеграл (4) существует. Тогда коэффициенты H
mr , определяемые соотношениями (4), удо-

влетворяют системе линейных алгебраических уравнений 
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где коэффициенты la  вычисляются по формуле 
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коэффициенты kh , 12,  LLk , удовлетворяют уточняющему равенству (1). 

 
Используя формулу Планшереля, получим 
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Из последнего равенства следует, что 
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Из свойства преобразования Гильберта 
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Также, учитывая (3), можно показать, что для достаточно больших Nm  
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Решая систему (5), при асимптотических условиях (7), (8) коэффициенты оператора 
Гильберта могут быть получены с любой требуемой точностью. 

Пример. В таблице приведены значения для коэффициентов H
mr  для масштабирующей 

функции Койфмана второго порядка, вычисленные с использованием стандартных возмож-
ностей пакета Wavelet Toolbox системы Matlab [10]. При 18m  коэффициенты H

mr  вычис-

ляются по формуле (8). 
 

Таблица – Коэффициенты преобразования Гильберта H
mr , 18,1m  для масштабирую-

щей функции Койфмана второго порядка  
 

m  H
mr  m  H

mr  

1 -0.5222774 10 -0.0318301 
2 -0.1372950 11 -0.0289368 
3 -0.1059688 12 -0.0265255 
4 -0.0794859 13 -0.0244852 
5 -0.0636326 14 -0.0227363 
6 -0.0530401 15 -0.0212206 
7 -0.0454676 16 -0.0198943 
8 -0.0397860 17 -0.0187241 
9 -0.0353663 18 -0.0176838 
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