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Одной из важнейших задач, решаемых в 
процессе анализа и синтеза систем автоматиче­
ского управления (САУ), является установле­
ние характера влияния изменения параметров 
системы на статические и динамические свой­

ства процесса управления (точность, времен­
ные и частотные характеристики), которое оп­
ределяется чувствительностью системы. По­
скольку в реальных задачах параметры объекта 
управления, как правило, точно не известны.
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большое значение приобретает свойство роба­
стности [1] и, в частности, робастной устойчи­
вости, т. е. устойчивости системы в условиях 
параметрической неопределенности. В качестве 
меры робастности может быть использована 
чувствительность.

Впервые понятие чувствительности было 
введено в фундаментальной работе Г. Боде [2], 
который определил меру чувствительности и 
вывел формулу чувствительности для усилите­
лей с обратной связью. С конца 1950-х гг. чис­
ло публикаций, затрагивающих вопросы чувст­
вительности, стало резко возрастать благодаря 
появлению самонастраивающихся систем, по­
скольку для них характерно изменение пара­
метров во времени и наиболее важным при их 
изучении является вопрос влияния этого изме­
нения на динамические характеристики систе­
мы, т. е. чувствительность системы к измене­
нию параметров. Известно, что одним из 
средств уменьшения чувствительности системы 
к вариациям параметров является обеспечение 
бесконечно большого коэффициента усиления. 
Этот вопрос был затронут в [3], где рассматри­
вались вопросы замены релейного элемента 
линейным усилителем, коэффициент усиления 
которого неограниченно возрастает. В конце 
1950-х гг. появились первые работы [4], в кото­
рых затрагивались корневые оценки чувст­
вительности. В качестве таких оценок устанав­
ливались коэффициенты чувствительности по­
люсов Pi и нулей Zi передаточной функции сис­
темы управления. Вопросы корневой чувстви­
тельности с позиций общей теории корневых 
траекторий рассмотрены в [5]. Широкий спектр 
вопросов по чувствительности динамических 
систем, в частности, связи чувствительности с 
робастностью, освещается в [6].

В данной статье рассмотрен способ опреде­
ления корневой чувствительности, основанный 
на использовании аналитических уравнений 
корневых годографов [5, 7]. На его основе раз­
работаны алгоритм и компьютерные програм­
мы вычисления корневой чувствительности 
системы к изменению ее параметра.

Функции корневой чувствительности. 
Рассмотрим замкнутую систему автоматиче­
ского управления, параметры которой подвер­
жены изменениям, и определим ее передаточ­
ную функцию следующим образом:

JV(s) = 6(.y;ai,...,a^)
Z)(5;ai,...,a^)' ( 1)

где 0(5, tti, ..., щ), D(s, tti, ..., щ) -  полиномы 
числителя и знаменателя передаточной функ­
ции JV(s) замкнутой системы; ai, ..., щ -  изме­
няющиеся параметры системы.

Тогда характеристическое уравнение систе­
мы с передаточной функцией (1) можно пред­
ставить выражением

Z)(5,ai, ...,а^) = ^ С Д а і ,  ...,а^)5”̂  ̂ = 0,
j=o

где Cj -  коэффициенты характеристического 
уравнения степени п.

Придав параметрам малые приращения, по­
лучим новое уравнение

D(s,a^ -l-Aaj,..., а̂ , + Ао̂ .) =

= +A aj,...,a^ +Ла^)5”̂  ̂ =0. (2)
j=o

Допустим, что при определенных а, (/ = 1, 
..., к) уравнение (2) имеет п различных корней 
5i, s„. Тогда для малых изменений парамет­
ров щ можно записать

ds, ds,- 8s,-
A s-= —АДос н----Z_Ąot -----—Aa,. (3)

OTj 8а2

Функции корневой чувствительности yjj J-ro 
корня к изменению /-го параметра определяют­
ся следующими частными производными:

ds.
Х„(а,со)=— , / = 1, ...,ł; 7 = 1, ...,«,

8а-

входящими в (3). Они являются важнейшими 
косвенными характеристиками чувствительно­
сти систем автоматического управления.

В процессе синтеза систем управления стре­
мятся к минимизации чувствительности. Одна­
ко при этом следует иметь в виду, что для 
обеспечения требуемого качества системы за­
пас ее устойчивости не должен быть слишком 
малым.

Определение функции корневой чувстви­
тельности на основе аналитических уравне­
ний корневых годографов. Рассмотрим слу­
чай, когда в процессе функционирования сис­
темы изменяется ее общий коэффициент усиле-
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ния К,т. е. К  является свободным параметром. 
Для этого, выделив параметр К  и сделав в ха­
рактеристическом уравнении системы

Ф(5) + Г\|/(5) = О, (4)

где Ф(5) и \|/(5) -  полиномы комплексного пере­
менного S, замену переменного 5 = о + /со, за­
пишем комплексную функцию отображения

К = / ( 5) = м(а, со)+ zv(a, со), (5)

где и{а, со), v(a, со) -  гармонические функции 
двух независимых действительных переменных 
а  и со:

E(a,a)P(a,a) + F(a,a)R(a,a)
= ----------Р̂ (а ,а )+ R (а,а)

у(с  а)
/ ’̂ (а,со)+ i?^(a,co)

где Е(а, со), Е(а, со), Р(а, со), R(a, со) -  полино­
мы от а  и со, называемые базовыми [5]:

Е(а, со) = КеФ(5), Е(а, со) = 1тФ(5);

Р(а, со) = Re\|/(5), R(a, со) = Im\|/(5).

Вариация общего коэффициента усиления К  
вызывает миграцию корней характеристическо­
го уравнения (4) в плоскости комплексного пе­
ременного S (плоскости корней), порождая тем 
самым корневые годографы достаточно слож­
ной конфигурации, которые описывают изме­
нение динамических свойств исследуемой 
системы управления в зависимости от пере­
менного параметра К. Корневые годографы 
полностью описываются выражением (5), кото­
рое представляет собой уравнение корневого 
годографа в общем виде. Корневая чувстви­
тельность системы к изменению ее параметра 
определяется реакцией корней системы в ответ 
на это изменение, т. е. скоростью вызванного 
параметрической вариацией изменения поло­
жения описывающей состояние системы точки 
корневого годографа. Поэтому, зная корневую 
чувствительность системы, можно определить 
ее реакцию (изменение значений корней) на 
параметрические вариации в данной точке.

На основании (5) можно заключить, что 
функция X корневой чувствительности систе­

мы к изменению общего коэффициента усиле­
ния К  выражается следующей производной 
комплексной функции (5):

Х =
ds 1
dK f \ s ) ( 8)

Согласно определению производной функ­
ции комплексного переменного и условиям 
Коши -  Римана [8], а также с учетом (8) можно 
записать

, ди dv ди диf  (s)= —  + z —  = ----- i— .
да да да дсо

Откуда определим модуль X и аргумент у
функции корневой чувствительности соответ­
ственно по формулам:

Х = ds
dK

1

4 К У + К У

ds Л и'y = a r g | -  U a r e tg -

(9)

( 10)

где

=
ди(а,(я) , ди{а,&)

да дкя

С целью определения функции корневой 
чувствительности в любой точке корневого го­
дографа системы управления организуем вы­
числительную процедуру по формулам (9) и 
(10). При этом необходимо вычислить частные 
производные и'̂  и и' .̂ Для их определения 
воспользуемся формулами (4)-(7) и запишем 
выражение для свободного параметра

К = - Ф(5) _  E(a,ci)P(a,ci) + F(a,ci)R(a,ci) 
\|/(5) / ’̂ (а,со) + і?^(а,(в)

Е(а,(а)Р(а,(а) -  E(a,(a)R(a,(a)
- J -

и

/ ’̂ (а,со)-і-і?^(а,(в)

Введем обозначения:

А(а,о:>) = -(і?(а, со)/’(а, со) + i^(a,co)R(a, со))

5(а,со) = /*^(а,со) + R^(a,co).

Тогда на основании (6) имеем

( 11)
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м(а,со) = Л(а,со)
5(а,со)

( 12)

где А{а, со), В{а, со) -  полиномы от двух незави­
симых переменных а  и со.

Очевидно, что функция (12) представляет 
собой алгебраическую дробно-рациональную 
функцию. Поэтому частные производные 
м^(а,со) и Мщ(а,со) определим соответственно 
по формулам:

ди(а, со) А (а, со)5(а, со) -  5  (а, со)Л(а, со)
5а 5^ (а, со)

; (13)

5м (а, со) А\^ (а, со)5(а, со) -  5  (а, со) Л(а, со)
5со 5^ (а, со)

. (14)

Вычислив по (13) и (14) соответствующие 
производные и подставив их в (9) и (10), полу­
чим выражения для определения модуля X и 
аргумента у функции корневой чувствительно­
сти X в любой точке корневого годографа сис­
темы, характеризующих динамику изменения 
корней системы в зависимости от изменения 
коэффициента усиления К. Для определения 
А, и у в упомянутые выражения необходимо 
подставить координаты а  и со исследуемой 
точки годографа.

Алгоритм вычисления функции корне­
вой чувствительности. Учитывая сложность 
вычисления функций корневой чувствительно­
сти и необходимость их многократного исполь­
зования в задачах анализа и синтеза САУ, 
разработан алгоритм построения функций %
(А и у) с помощью ЭВМ, блок-схема которого 
приведена на рис. 1 и который применен для 
расчета следящей системы. В качестве исход­
ных данных вводится передаточная функция 
разомкнутой системы

К  Ф(5)

которая задается следующими величинами: п -  
число полюсов разомкнутой системы; т -  то 
же нулей разомкнутой системы; N  = {Nj : j  = 
= 1, 2, ...,«} -  массив (вектор) числовых значе­
ний полюсов разомкнутой системы, т. е. корней 
полинома Ф(^), стоящего в знаменателе переда­
точной функции разомкнутой системы; Z =

= {Zi : / = 1, 2, ..., га} -  то же нулей разомкну­
той системы, т. е. корней полинома у(5), стоя­
щего в числителе передаточной функции ра­
зомкнутой системы.

Исходные данные вводятся в блоке 1 алго­
ритма. Затем (блок 2) на основании введенных 
исходных данных определяются коэффициенты 
полиномов Ф(5) и (блок 3). По формулам 
[5] в блоке 4 вычисляются базовые полиномы 
Е, F, Р и R, которые используются для опре­
деления полинома А{а, со) числителя (блок 5) 
и полинома В{а, со) знаменателя (блок 6) 
функции (12). В блоках 7 и 8 определяются со­
ответственно частные производные 4(<^,к>), 
А4<^,(в) и В^(а,а), В'^(а,а) полиномов

А(а, со) и 5(а,со). Произведения Z^(a,co)5(a,co) 
и В  ̂(а, со)А(а, со), входящие в (13), вычис­
ляются соответственно в блоках 9 и 10, а в бло­
ках 11 и 12 определяются произведения 
А^(а,со)В(а,со) и В^ (̂а,о:>)А(а,о:)), входящие 
в (14). В блоке 13 вычисляется значение поли­
нома В^(а,со), стоящего в знаменателе (13) и 
(14). Блоки 14 и 16 предназначены для умноже­
ния на -1 полиномов, определенных в блоках 
10 и 12 соответственно. Сложение полиномов, 
полученных в блоках 9, 14 и 11, 16 согласно 
формулам (13) и (14) осуществляется в блоках 
15 и 17 соответственно. В блоке 18 производит­
ся вычисление модуля А и аргумента у функции 
корневой чувствительности в заданных точках 
корневого годографа системы. Вычисление 
значений А и у осуществляется путем подста­
новки в формулы (13), (14), (9) и (10) заданных 
значений координат а  и со исследуемых точек. 
В результате работы алгоритма выдаются (блок 
19) числовые значения модуля и аргумента век­
торной функции X корневой чувствительности 
в исследуемых точках.

Пример. Рассмотрим следящую систему 
(рис. 2), состоящую из корректирующего, уси­
лительного, двух апериодических и одного ин­
тегрирующего звеньев [9].

Передаточная функция рассматриваемой 
системы в разомкнутом состоянии определяет­
ся выражением

A(Tj5 +1)G(s) =
5(і 25+1)(7;5 + 1)(Г25 + 1) ’

(15)

где К = К^К,К^К,.
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Рис. 1. Алгоритм определения функции корневой чувствительности

Рис. 2. Структурная схема следящей системы
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Передаточная функция замкнутой системы

K{x^s + 1)}T(s) =
+ l)(r^s + ixr^s + 1) + Г(Ті5 + 1)

. ( 16)

Согласно (16) характеристическое уравне­
ние САУ имеет вид

5(і 25 + 1)(Т;5 + IXr^S + 1) + K ( t Ŝ + 1) = 0.

Построим корневой годограф системы 
управления в комплексной плоскости корней s 
при изменении общего коэффициента усиления 
системы АГ от о до со и вычислим функцию кор­
невой чувствительности в заданных точках 
корневого годографа.

Исходные данные для расчета:

т = 1: п = 4:

нули функции G(s) : Z] = ---- = -4,77;
X,

1
=  - 10;полюсы функции G (s): Ni = 0; N 2 =---- =

Аз = - ^ = - 2 0 ;  А ^ = - — = -66,7.
1 о Т о

Функция корневой чувствительности рас­
считывается в семи точках, отмеченных на 
корневом годографе системы, приведенном на 
рис. 3 (точки на рисунке обозначены цифрами). 
Вектор корневой чувствительности в приве­
денных точках показан стрелками. Отклонения 
корней Asj (изменение хода процесса управле­
ния), вызванные изменением общего коэффи­
циента усиления на некоторую величину АК = 
= Ла,, могут быть вычислены в данных точках 
на основании (3). Для рассматриваемой САУ 
наибольшую чувствительность имеют корни 
в начальных точках корневого годографа и в 
дальнейшем по мере приближения доми­
нирующих корней к мнимой оси их чувстви­
тельность падает, т.е. система оказывается не 
слишком чувствительной к изменению пара­
метров.

Рис. 3. Положительный корневой годограф следящей сис­
темы управления с отмеченными на нем значениями мо­
дуля X и аргумента у функции корневой чувствительносш

В Ы В О Д

Рассмотрен алгоритм определения функции 
корневой чувствительности системы автомати­
ческого управления к изменению ее параметра, 
основанный на использовании аналитических 
уравнений корневых годографов. Алгоритм по­
зволяет вычислить значения модуля X и аргу­
мента у векторной функции корневой чувстви­
тельности в любой точке корневого годографа 
системы. Формулы корневой чувствительности 
получены с применением условий Коши -  Ри­
мана. Для определения корневой чувствитель­
ности строится корневой годограф системы, в 
заданных точках которого в соответствии с ал­
горитмом вычисляются значения А, и у. На ос­
нове указанного алгоритма разработана компь­
ютерная программа (язык программирования 
С++) вычисления функции корневой чувстви­
тельности. Приведен пример автоматизирован­
ного вычисления корневой чувствительности
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для следящей системы. Разработанный алго­
ритм определения функции корневой чувстви­
тельности отличается тем, что в его основу по­
ложены аналитические уравнения корневых 
годографов, обеспечивающие простоту реали­
зации алгоритма и наглядность. Алгоритм мо­
жет быть практически использован в системах 
автоматизированного проектирования САУ 
(САПР САУ) при решении задач анализа и син­
теза систем для оценки отклонений корней сис­
темы (изменения хода процесса управления), 
вызванных параметрическими вариациями.
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ 
ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ С АНТИБЛОКИРОВОЧНЫМИ 

И ПРОТИВОБУКСОВОЧНЫМИ СИСТЕМАМИ

Канд. техн. наук, доц. ГУРСКИЙ Н. И , СЛАБКО Ю. И., 
докт. техн. наук, проф. ФУРУНЖИЕВ Р. И., канд. техн. наук, доц. ХОМИЧ А. Л.
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Для обеспечения устойчивости и управляе­
мости движения транспортных средств (авто­
мобилей, самолетов, многоопорных колесных 
шасси и др.) в любых дорожных и погодных 
условиях независимо от квалификации и со­
стояния водителя (пилота, механика-водителя), 
машины и внешней среды предназначены сис­
темы активной безопасности (САБ). Подсисте­
мами САБ являются системы антиблокировоч- 
ные (АБС) и противобуксовочные системы 
(ПБС). Совершенствование качества работы 
и снижение стоимости САБ является актуаль­
ной проблемой.

Эффективность САБ определяется алгорит­
мами управления и свойствами используемых

силовых исполнительных приводов. В [1] при­
веден обзор конструкций антиблокировочных 
и противобуксовочных систем различных 
фирм, даны характеристики элементов, а также 
описаны алгоритмы их работы. В [2] приведе­
ны теория и результаты исследования эффек­
тивности антиблокировочной системы грузо­
вых автотранспортных средств.

В [3] рассмотрен комплекс вопросов по ав­
томатизации процесса торможения автомобиля. 
В [4] приведен обзор конструкций антиблоки­
ровочных и противобуксовочных систем легко­
вых автомобилей. В [5] рассмотрена специфика 
использования микрокомпьютеров для управ­
ления АБС и ПБС.
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