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СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
В ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ИДЕАЛЬНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ 

 
Максимова Л.А. 

 
1. Статическая определимость в общем случае имеет место, когда наряду с тремя 

уравнениями равновесия имеют место три конечных соотношения [1]: 
0)(,0)(,0)( 321 === ijijij fff σσσ .    (1.1) 

Условия статической определимости осесимметричной задачи теории идеальной 
пластичности в общем случае имеют вид: 

.0),,,(
,0),,,(

2

1

=
=

zz

zz

f
f

ρθρ

ρθρ

τσσσ
τσσσ

     (1.2) 
Соотношения (1.2) не предполагают выполнения условия полной пластичности: 

,,2 3231 σσκσσ =+=      (1.3) 

где 321 ,, σσσ  - главные напряжения, κ  предел текучести на сдвиг.  
Соотношения (1.2) могут быть представлены в виде: 

.),,(,0),,( zzzzF ρρθθρρ τσσσστσσ ==     (1.4) 

Следуя [2], введем переменные: 
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Отметим, что условие полной пластичности (1.3) имеет место при 1±=µ . 
В осесимметричном случае имеют место соотношения: 
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Из (1.4), (1.5), (1.6) следует: 
),,(,0),,( ϕκσσσϕκσ θθ nnF == .     (1.7) 

Из (1.7) получим: 
),(),,( ϕσσσϕσκκ θθ nn == .    (1.8) 

Из (1.5), (1.8) следует: 
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В случае условия полной пластичности имеет место: 

1, ±=−= µκµσσθ n .     (1.10) 

Из (1.6), (1.8) найдем: 
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Соотношения (1.6), (1.9), (1.11) определяют условия статической определимости 
осесимметричной задачи теории идеальной пластичности, когда условие полной 
пластичности (1.3) может не иметь места: 1≠µ .  



 

 100  

Рассмотрим идеальнопластический изотропный несжимаемый материал, свойства 
которого не зависят от среднего давления.  

В общем случае статически определимого состояния, согласно (1.11) получим: 
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zf σσσ ρθ .     (1.12) 

Наложим на напряженное состояние гидростатическое давление σ , из (1.12) будем 
иметь: 
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Предполагая, что соотношение (1.12) не зависит от σ , дифференцируя соотношение 
(1.13) по σ , найдем:  
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Из (1.14) следует: 

constCCf z −+++= ,)(
2
1 σσσ ρ .   (1.15) 

Из (1.13), (1.15) найдем: 

constCCz −++= ,)(
2
1 σσσ ρθ .    (1.16) 

Итак, для изотропного несжимаемого идеальнопластического материала в общем 
случае статической определимости имеет место (1.16), где постоянная C  может быть 
отлична от константы κ . 

2. Уравнения равновесия в осесимметричном случае имеют вид: 
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Из (1.6), (1.11), (2.1) получим: 
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Система уравнений (2.2), принадлежит к гиперболическому типу, уравнения 
характеристик имеют вид: 
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Из (2.3) получим:  
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В случае, когда 0=
∂
∂

nσ
κ , из (2.4) следует ортогональность характеристик: 
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Вдоль характеристик (2.3) имеют место соотношения: 
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 (2.6) 
В случае условия полной пластичности (1.3) в выражении (2.6) следует положить [1]: 

),(,2sin),12(cos ϕσκκϕκτϕκσσ ρθρ nz ==+=− .   (2.7) 

В общем случае статически определимой задачи имеем: 

,2sin),2(cos),(2cos ϕκτµϕϕσσϕκσσσ ρθθρ =−=−+=− znn k  (2.8) 

где ),(),,( ϕσκϕσσθ nn  - независимые функции, ( ) ),(),( ϕσσϕσσµ θ nnn k−= . 
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