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О ВДАВЛИВАНИИ ЖЕСТКОЙ ПИРАМИДЫ В АНИЗОТРОПНОЕ 
ИДЕАЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО 

 
Радаев С. Ю. 

 
Вдавливание жестких пирамид в изотропное идеальнопластическое полупространство 

рассматривалось [4,5], а так же в [1]. Ниже рассматриваются вдавливание жесткой пирамиды 
в анизотропное идеально пластическое полупространство. 

 

1. Условие пластичности Хилла [6] для анизотропного материала запишем в виде: 
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где ijσ  – компоненты тензора напряжения, 
−HGFCBA ,,,,,  константы анизотропии. 

Анизотропия материала, определенная усло-
вием (1.1) ориентирована в системе координат 

zyx ,, . Введем систему координат 111 ,, zyx , связан-
ную с вдавливаемой пирамидой. 

Предположим, что оси z  и 1z  совпадают. Ори-
ентация осей 11, yx  относительно yx,  определяется 
углом α .(рис. 1) Имеет место: 
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Из (1.1), (1.2) получим:  
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где  
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Решение задачи будем искать в предположении, что имеет место статически опреде-
ленное состояние материала [2,3]: 

Рис. 1 
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где здесь и ниже 321 ,, nnn  - направляющие косинусы, определяющие ориентацию третьего 
главного напряжения 3σ  в декартовой системе координат 111 ,, zyx . 

Предположим, что деформирование имеет место в плоскости consty =1 . Деформирова-
ние материала происходит в плоскости 11, zx . Будем иметь 
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Из (1.5), (1.6) следует:  
02 =n . (1.7) 

Из (1.5) – (1.7) следуют соотношения: 
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Из (1.3) - (1.8), получим: 

θαθαα
θ

4cos2cos
8)(

321 ++
=k . (1.9) 

где 

,)cossin(32sin
4
9

2cos)(
8
3

2
32cos

4
)(

8
11

222

2
1

α+α+α+

+α





 +++α

−
++=α

HGF

CBABCCB
 (1.10) 

αααα 2sin32cos
22

22cos)()(
2
3 22

2 FCBABCCB +





 +++−++−= , (1.11) 

( )

.)cossin(32sin
4
3

2cos
882

2cos)(
4
3

8
9

222

2
3

ααα

ααα

HGF

CBABCCB

+−+

+





 +++−++=

 (1.12) 

В дальнейшем положим:  
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где δ - малый безразмерный параметр, характеризующий анизотропию материала.   
Отметим, что при 0=δ соотношение (1.3) переходит в условие пластичности для изо-

тропного тела. 
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(1.16) 
Из (1.9), (1.14), (1.15), (1.16) получим: 
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Решение задачи ищется в плоскости 11zx . Имеют места уравнения равновесия 
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Из (1.8) и (1.21) получим систему: 
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Характеристики системы уравнений (1.22) имеют вид [3]:  

θθ
θθ

2cos22sin
42sin22cos 22

2,1 kk
kkkk

dx
dy

+′
+′±−′−

=





 . (1.23) 

Характеристики (1.23) взаимно ортогональны.  
Согласно [3], вдоль характеристик (1.23) имеет место соотношение:  
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constdkkn =+′± ∫ θσ 22 4 . (1.24) 

Соотношение(1.24), обобщает известные интегралы Генки, 
при 0,0 =′== kconstkk  из (1.24) следует:  

constk =± θσ 2 . (1.25) 
Интеграл из соотношения (1.24) разложим в ряд по степеням малого параметра δ , по-

лучим: 
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Согласно (1.26) получим выражения для интеграла вдоль характеристик (1.24) в виде 
разложения по малому безразмерному параметру δ  с точность до второго приближения 
включительно. 

2. Рассмотрим вдавливание четырехугольной пирамиды (рис. 2) в анизотропное пла-
стическое полупространство. Определим предельное давление в зависимости от угла α  (рис. 
1) определяющего ориентацию пирамиды относительно осей анизотропии. 

Обозначим ϕ2 - угол раствора  четырехугольной пирамиды, h - глубину погружения 
четырехугольной пирамиды в сечении consty =1 (см. рис. 3), АO – линия  контакта  с пира-
мидой.  
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Согласно Хиллу [6] имеем:  
ϕβµ =+ , (2.1) 
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зависимость между углами ϕ  и µ  имеет вид: 
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Рассчитаем предельное давление под гранью четырехгранной пирамиды. Будем считать, 
что свободная граница АА’ свободна от напряжений, следовательно, имеют места соотноше-
ния (1.6) - (1.8). 

Согласно [3] в области АBB’ имеет место соотношение (1.24). 
Из (1.24) получим: 
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Предельное давление nσ   нормальное к грани АО (рис. 3) имеет вид: 
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где 
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Из соотношения (2.5), при 0=δ , в изотропном случае, получаем предельное давление 

по Хиллу. Члены при 2,δδ  определяют влияние анизотропии на предельное давление под 
гранью пирамиды. 

Угол µ  определяется из соотношения (2.3).   
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