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АНАЛИЗ МЕТОДОВ РАСЧЕТА КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ  
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

 
Локтионов А.В., Гусаков А.В. 

 
In work the methods of account kinematic parameters of spatial executive mechanisms are ana-

lyzed. The technique of their account is offered, the example of account kinematic parameters of the 
executive mechanism of the robot-manipulator is submitted. 

 
Существуют различные методы расчета геометрических и кинематических параметров 

исполнительных механизмов роботов-манипуляторов. В работах [1, 2, 3] скорость v  и уско-
рение а  в сферической системе координат определяются как частный случай их расчёта в 
ортогональных криволинейных координатах. Для расчёта скорости определяются частные 
производные от декартовых координат x, y, z точки по соответствующим криволинейным q1, 
q2, q3 и находятся коэффициенты Ляме Н1, Н2, Н3. Модуль скорости v точки определяется из 
выражения 2
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2 HqHqHqv  ++= . Для расчёта ускорения также используются коэффи-
циенты Ляме, определяются соответственно частные производные от квадрата скорости по 
обобщённым криволинейным скоростям 321 ,, qqq   и координатам q1, q2, q3  и полные произ-
водные по времени от полученных соответствующих разностей частных производных по q  и 
q . Такая методика расчёта кинематических параметров достаточно трудоёмка. Искомые v  и 
а  определяются только в проекциях на подвижные сферические оси координат R, φ, Θ, свя-
занные с движущейся точкой М. 

В работе [4] сферическое движение твердого тела рассмотрено на основе матриц поворо-
та, которые определяют положение подвижной системы координат 1 2 3Ox x x , связанной с 
твердым телом, относительно неподвижной системы координат 1 2 3Ox x x′ ′ ′ . Для произвольного 
движения твердого тела положение подвижной системы координат 1 2 3Ox x x  определено че-
тырехмерной матрицей А. В работах [5, 6] скорость v  и ускорение а  получены с использо-
ванием векторного анализа. Матричное исчисление использовано в работе [5] для преобразо-
вания от прямоугольных и цилиндрических к сферическим системам координат. Такой метод 
изложен также в работах [7, 8] при расчёте кинематических параметров механизма в цилин-
дрических и сферических координатах.  

Установлено, что наиболее простые методы расчета следует использовать для роботов 
работающих в плоских системах координат. Векторный метод расчета кинематических па-
раметров исполнительных механизмов следует использовать для роботов, звенья которых 
расположены в одной плоскости. При кинематическом анализе двухзвенного исполнитель-
ного механизма с тремя степенями подвижности, установлено, что векторный метод доста-
точно сложен и неприменим для пространственных схем размещения звеньев роботов-
манипуляторов. При таком методе расчета определяются проекции звеньев на неподвижные 
оси координат и векторов скорости и ускорения на эти оси [9]. 

Аналитические исследования по расчёту кинематических параметров центра схвата 
двухзвенного робота-манипулятора в подвижных координатных осях матричным методом 
рассмотрены в работах [7, 8]. Расчет кинематических параметров точки M, центра схвата ро-
бота в указанных работах матричным методом выполнен для случая, когда она совпадает с 
началом координат X5 Y5 Z5. В общем случае координаты X5, Y5, Z5 ≠ 0. Установлено, что 
при матричном методе расчета необходимы расчетные формулы для скорости и ускорения 
центра схвата не только в неподвижной системе координат, но и в подвижной системе, свя-
занной с центром схвата, которые значительно проще, чем кинематические характеристики в 
неподвижной системе координат. Такая методика расчета рекомендована для простран-
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ственных схем роботов-манипуляторов. Для использования предложенной методики расчета 
применительно к многозвенным исполнительным механизмам необходимо последовательно, 
начиная с n-го звена, выполнить поворот относительно осей i iО Z . При этом необходимо 
аналитически описать связь между введенными ранее системами координат. Эта связь уста-
навливается по следующим образом [7, 8, 10, 11]: 

1) поворот на угол iθ  вокруг оси 1iZ − , пока оси 1iX −  и iX  не станут параллельными 
(рис. 1); 

2) перенос на величину id  вдоль оси 1iZ −  до тех пор, пока оси 1iX −  и iX  не совме-
стятся; 

3) перенос на величину ia  (длина звена) вдоль оси iX  до совпадения начала коорди-
нат 1iO −  с началом iO ; 

4) поворот на угол iα  относительно оси iX  до совмещения всех координатных осей 
Указанные преобразования аналитически описываются матрицами Aθ  и Aα , которые 

представляют собой матрицы поворота систем координат. Однако эти матрицы не позволяют 
полностью совместить системы координат i-ую и (i-1)-ую. Для этого необходимо еще совер-
шить преобразование переноса начала координат 1iО −  в направлении вектора il



 на величину, 
соответствующую его длине. Этот вектор, заданный в (i-1) –ой системе координат имеет вид 

[ ]cos , sin , T
i i i i i il a a dθ θ=


 

Таким образом, матрицы Aθ , Aα  и il


 полностью определяют переход от исходной си-
стеме координат к конечной, а матрицы перехода можно задать блочной матрицей вида 
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Рис. 1. Кинематическая схема манипулятора типа 

УЭМ-2 

где Aθ Aα  - матрица 3 3× , опи-
сывающая переход от системы (i-1)-ой 
к i-ой в обобщенных координатах iθ ; 

il  - матрица размера 3 1× , описыва-
ющая перенос начала координат в 
направлении вектора il



 на величину, 
соответствующую его длине; 0 – ну-
левая матрица размера 1 3×  и еди-
ничная матрица 1. 
Рекомендованная методика расчета 
кинематических параметров матрич-
ным методом использована примени-
тельно к многозвенному исполнитель-
ному механизму робота-манипулятора 
типа универсальный эксперименталь-
ный манипулятор серии 2 (УЭМ-2) 
(рис.1). 

Для такой схемы определены: по-
ложение, скорости и ускорения центра  
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схвата робота-манипулятора как в неподвижной системе координат, связанной со стойкой 
робота, так и в подвижной, связанной с центром схвата. Установлено, что полученные зави-
симости для определения скорости и ускорения достаточно сложны для визуального воспри-
ятия. Поэтому кинематический расчет многозвенных исполнительных механизмов следует 
проводить с использованием прикладных программ, таких как Maple, Mathematica, 
MathCAD. 

При силовом расчете манипуляторов рассматриваются задачи по расчету внешних сило-
вых управляющих воздействий, обеспечивающих требуемый закон движения механизма, и 
расчету реакций в кинематических парах [12]. Первую часть расчета часто называют задачей 
синтеза управления. При этом обычно применяется метод кинетостатики, основанный на 
принципе Даламбера. По этому методу к внешним силам и моментам, приложенным к звень-
ям механизма, добавляются расчетные силы инерции, которые обеспечивают силовую урав-
новешенность системы и позволяют рассматривать подвижную систему в квазистатическом 
равновесии, то есть, как условно неподвижную [10, 12]. Силовой расчет выполняется с уче-
том кинематического расчета и известных инерционных характеристиках звеньев: массах 
звеньев mi и их моментах инерции Isi при заданной полезной нагрузке nF



, известных законах 
движения звеньев sia  (ускорение центра масс i-того звена) и iε



 (угловое ускорение i-того 

звена). Для каждого из звеньев механизма определяются главные вектора иi siF m a= − ⋅




и 

главные моменты иi si iM I ε= − ⋅




 сил инерции. Для кинематической цепи решение начинает-

ся с выходного звена – схвата. Связь звена n со звеном n-1 заменяются реакциями , 1n nM −



и 

, 1n nF −



, составляются кинетостатические векторные уравнения равновесия сил и моментов 
для звена n (схвата робота).  

На рис.2 представлена расчетная схема для силового анализа звена n (схвата робота), где 

OG  – вес груза, иоF


 – сила инерции груза, nS  – центр масс n-ого звена. 
 

 
 

Рис. 2 
 

Проецируя векторные уравнения на оси координат, получим систему шести алгебраиче-
ских уравнений, откуда определим шесть неизвестных 
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Далее рассматривается равновесие звена n-1. При этом в присоединения к звену n при-
кладываются реакции со стороны звена n, равные по величине и противоположные по 
направлению реакциям, определенным на предыдущем этапе расчета. Так последовательно 
составляются уравнения силового равновесия его для всех n звеньев механизма. Из решения 
полученной системы 6n уравнений определяются реакции и моменты в кинематических па-
рах. При этом используются полученные при кинематическом анализе ускорения центра 
схвата и центра масс звена, для которого определяются силовые характеристики. 

Целесообразно, с использованием компьютерных технологий классифицировать кинема-
тические схемы роботов [13] и разработать методику расчета кинематических параметров 
матричным способом различных по конструктивному исполнению пространственных испол-
нительных механизмов. 
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