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2 Îãëàâëåíèå

0.1. Ââåäåíèå

Ñòðîãîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ïðèâëåêàòåëüíûì àòðèáóòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî èñïîëü-
çîâàíèÿ â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà íàóêè. Îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ðåàëü-
íîãî ìèðà íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñêèõ àáñòðàêöèé è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â âèäå ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ îáúåêòà,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå çíàíèÿ îá ýòîì îáúåêòå èñêëþ÷èòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè áåç íåîáõîäèìîñòè íåïîñðåäñòâåííîãî êîíòàêòà ñ íèì. Íàïðèìåð, øèðîêèé
êðóã ÿâëåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè ìîæåò áûòü âñåñòîðîííå èçó÷åí íà îñíîâå àíàëèçà
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ãëóáîêîå òåîðåòè÷åñêîå îñìûñëåíèå
çàêîíîìåðíîñòåé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé äîñòóïíî ïîñðåäñòâîì àíàëèçà óðàâ-
íåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Äàííûé ìåòîä òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, â îñíîâå êîòîðîãî
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è è èñïîëüçîâàíèå àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àïïàðàòà äëÿ åå ðåøåíèÿ, ïîëó÷èë íàçâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Â ïîñëåäíèå ïîë âåêà óñïåõè ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè âî ìíîãîì îáÿçàíû èíòåíñèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ òåõíè-
êè ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Áëàãîäàðÿ ÷èñëåííûì ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê ñòàë
åùå áîëåå óíèâåðñàëüíûì è îáñòîÿòåëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçâèòèå êîìïüþ-
òåðíûõ òåõíîëîãèé ñäåëàëî ýòîò ÿçûê áîëåå ïðîñòûì è äîñòóïíûì øèðîêîìó êðóãó
èññëåäîâàòåëåé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè ïðèîáðåëè ñòàòóñ òðåòüåé ñèëû
â àðñåíàëå íàó÷íûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, äîïîëíÿÿ è ðàñøèðÿÿ âîçìîæíîñòè òðà-
äèöèîííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ. Ýôôåêòèâíîñòü êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ ÷èñëåííûì ìåòîäàì, îòðûâàþùèì
øèðî÷àéøèå âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òåõíè-
êà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà àññîöèèðóþòñÿ ñ ðåøåíèåì ìàñøòàáíûõ ïðîáëåì, òàêèõ
êàê ïðîãíîç ïîãîäû, ðàñ÷åò îðáèò êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, àýðîäèíàìèêà ñâåðõçâó-
êîâûõ ñêîðîñòåé, áåçîïàñíîñòü ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ, îïòèìèçàöèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷å-
ñêèõ ñèñòåì è äð., äëÿ êîòîðûõ äðóãèå ïîäõîäû îêàçûâàþòñÿ ìàëî ýôôåêòèâíûìè
èëè âîâñå íåïðèìåíèìû.

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäîâ ÷èñëåí-
íîãî àíàëèçà íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïîñîáèå îðèåíòèðîâàíî íà îñâåùåíèå ïðàêòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷, ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ è ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ
ñòóäåíòîâ èíæåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé âòîðîé ñòóïåíè îáó÷åíèÿ.



Ãëàâà 1

×èñëåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îáùåì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

duk
dt

= fk(t, u1, u2, . . . , uN ), k = 1, . . . , N, (1.1)

ãäå uk = uk(t) � èñêîìûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, à fk � çàäàííûå ôóíêöèè
N + 1 ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåðîì äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà :

dz

dt
= vz,

dvz
dt

= −ω2z, (1.2)

z(t0) = z0, vz(t0) = v0z . (1.3)

Çäåñü z è vz � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ãðóçà, òî÷êà z = 0 ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé ñèëà óïðóãîñòè âçàèìíî êîìïåíñèðóåòñÿ ñ
ñèëîé òÿæåñòè, ïîñòîÿííàÿ ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà,

ω =

√
k

m

k � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè ïðóæèíû m � ìàññà ãðóçà, ïîäâåøåííîãî íà ïðóæèíå.
Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî

óðàâíåíèÿìè (1.2). Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = t1 íå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñ ïîëíîé îïðåäåëåííîñòüþ ïðè îòñóòñòâèè
èíôîðìàöèè î åãî ïîëîæåíèè è ñêîðîñòè â íåêîòîðûé ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè
t0 < t1. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå òàêèå äîïîëíèòåëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
çàäàíû óðàâíåíèÿìè (1.3).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çà-
äà÷è ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äîëæíà áûòü äîïîëíåíà äîïîëíèòåëü-
íûìè óñëîâèÿìè, íàïðèìåð, â âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ çíà-
÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â îäíîé è òîé æå èëè ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ íà îñè íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé. Òàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, êîãäà çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé çàäàåòñÿ â îäíîé òî÷êå, èëè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (çàäà÷è Êîøè) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè àññîöèèðóåòñÿ ñ ïðèíöèïîì äåòåðìèíèçìà. Êàê ïðàâèëî, åñëè óðàâíåíèÿ
è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû êîððåêòíî íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè,
òî è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé â ñìûñ-
ëå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. ×èñëî äîïîëíèòåëüíûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îáû÷íî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé
ñèñòåìû.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

du

dt
= f(t,u), t ∈ [0, T ], (1.4)

u(0) = u0, (1.5)

ãäå

u = u(t) = [u1(t), u2(t), . . . uN (t)]T ,

f(t,u) = [f1, f2, . . . , fN ]T ,

fk = fk(t, u1(t), u2(t), . . . uN (t)), k = 1, . . . , N,

u0 = [u01, u
0
2, . . . , u

0
N ]T .

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå çàäà÷à Êîøè âêëþ÷àåò îäíî óðàâíåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè ïðè t = 0.

Óïðàæíåíèå 1.1.

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (1.2), (1.3) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå
äëÿ îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

− du3

dt3
+
d2u

dt2
+
du

dt
= f(t, u), t ∈ [t0, T ], (1.6)

d2u

dt2
|t=t0 = g2,

du

dt
|t=t0 = g1, u(t) |t=t0 = g0, (1.7)

â âèäå ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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1.2. Ìåòîä Ýéëåðà. ßâíûå è íåÿâíûå ñõåìû.

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè

Ìåòîä Ýéëåðà � ñàìûé ýëåìåíòàðíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñõåìà äàííîãî ìåòîäà,
íàïðèìåð, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ñëåäñòâèå ïðèáëèæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ((1.4)), ((1.5)) îòðåçêîì ñòåïåííîãî ðÿäà :

u(t0 + τ) = u(t0) + τu′(t0) +
τ2

2!
u′′(t0) +O(τ3). (1.8)

Ïðè ïîäñòàíîâêå u′(t0) = f(t0, u(t0)) â óðàâíåíèå (1.8), ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè
âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.4),(1.5):

u(t0 + τ) ' u(t0) + τf(t0, u(t0)). (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, íàì èçâåñòíî çíà÷åíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.4)�(1.5)
ïðè t = t0, è ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïðè
t = t0 + τ ñîãëàñíî (1.9). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1.9), øàã çà øàãîì, ìû ïðèõîäèì ê
ðåêóðñèâíîìó àëãîðèòìó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè, (1.4)�(1.5), êî-
òîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0, T ]:

U(tk+1) = U(tk) + τf(tk, U(tk)), tk = kτ, k = 0, 1, 2, . . . . (1.10)

Ôîðìóëà (1.10) èçâåñòíà êàê ìåòîä Ýéëåðà.
Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå â ìåòîäå Ýéëåðà âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ÿâíîé

ôîðìóëå. Äàííûé êëàññ àëãîðèòìîâ ïðèíÿòî íàçûâàòü ÿâíûìè .
Ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ìåòîä Ýéëåðà îäíîøàãîâûì, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñà-

ìûì òî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ Uk+1 ïðè t = tk+1 ìû èñïîëüçóåì
çíà÷åíèå ðåøåíèÿ òîëüêî â îäíîé ïðåäûäóùåé òî÷êå ïðè t = tk (íà äèñòàíöèè îä-
íîãî øàãà îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ â íîâîé òî÷êå).

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷
ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé ôóíêöèé f(t, u) íà îäíîì øàãå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà íà êàæäîì øàãå òðåáóåòñÿ îäíî-
êðàòíîå âû÷èñëåíèå f(t, u).

Îòëè÷èå òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(tk+1) è åãî ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ (1.10) (ïðè
óñëîâèè, ÷òî u(tk) îïðåäåëåíî òî÷íî) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ , ò.å.
ïîãðåøíîñòüþ íà îäíîì øàãå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:

δ(tk + τ) = U(tk+1)− u(tk+1) =
τ2

2!
u′′(tk) +O(τ3). (1.11)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè t = T ìû
äîëæíû ó÷èòûâàòü êóìóëÿòèâíûé ýôôåêò íàêîïëåíèÿ îøèáêè, îáóñëîâëåííûé ðå-
êóðñèâíîé ñòðóêòóðîé àëãîðèòìà. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãîðèòì
óñòîé÷èâ è ëîêàëüíàÿ îøèáêà, ïîëó÷åííàÿ íà îäíîì øàãå íå èñïûòûâàåò íåîãðàíè-
÷åííîãî ðîñòà íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ.



6 Ãëàâà 1. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.4), (1.5) ìîæíî
îïðåäåëèòü òðåáîâàíèåì âûïîëíåíèÿ îöåíêè

|Uk| 6 C1|U0‖ + C2 max
0<m<k−1

|f(tm, Um)|, (1.12)

ãäå C1 è C2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò τ , Uk = U(tk).
Íåðàâåíñòâî (1.12) îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò

îò âõîäíûõ äàííûõ: ìàëûå âîçìóùåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâîé ïðèâîäÿò ê
îãðàíè÷åííûì îòêëîíåíèÿì òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå t ∈ [0, T ].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, êàê
ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à:

du

dt
= λu, λ < 0. (1.13)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.13) ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè λ ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì è óñòîé÷èâûì:

u(t) = u(0) exp(−|λ|t). (1.14)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ýéëåðà èìååò âèä:

Uk+1 = (1− τ |λ|)Uk = (1− τ |λ|)kU0. (1.15)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå (1.15) áóäåò îãðàíè÷åííûì è óñòîé÷èâûì ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèÿ

|1− τ |λ|| 6 1. (1.16)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà
Ýéëåðà. Êàê ñëåäóåò èç (1.16), ìåòîä Ýëåðà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì äëÿ òåñòîâîé çà-
äà÷è (1.13) ïðè óñëîâèè

τ < 2/|λ|. (1.17)

×èñëåííûé ìåòîä, êîòîðûé óñòîé÷èâ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé
íà øàãè äèñêðåòèçàöèè, íàçûâàåòñÿ óñëîâíî óñòîé÷èâûì. Åñëè äëÿ óñòîé÷èâîñòè
ìåòîäà íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà øàãè ñåòêè íå òðåáóåòñÿ, òî òàêîé ìåòîä íàçûâàþò
áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûì.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

du

dt
= Au, u ∈ RN , A ∈ RN×N , (1.18)

óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé (1.17), ãäå âìåñòî |λ| ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èëè íîðìó ìàòðèöû A.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò-
ìåòèì òàê íàçûâàåìûé íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà:

U(tk+1) = U(tk) + τf(tk+1, U(tk+1)), tk = kτ, k = 0, 1, 2, . . . . (1.19)

ãäå â îòëè÷èå îò (1.10) ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ íåÿâíî è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî-
ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ íåëèíåéíîãî, óðàâíåíèÿ èëè
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä (1.19) ê ðåøåíèþ òåñòîâîé çàäà÷è (1.13), èìååì
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Uk+1 = (1 + τλ)−1Uk = (1 + τλ)−kU0. (1.20)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ > 0 è λ > 0:

|Uk+1| 6 |U0|, (1.21)

è, ñîãëàñíî (1.12), íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëåííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ è èìååò n-é ïîðÿäîê òî÷íî-

ñòè (ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè O(τn) ), åñëè ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äàííîãî ìåòîäà
óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî τn: δk = O(τn).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè τ → 0:

|δk| 6 Cτ, k = 1, 2, . . . . (1.22)

Çäåñü C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò τ .
Êàê ñëåäóåò èç îöåíêè (1.22), ìåòîä Ýéëåðà (1.4)�(1.5) ñõîäèòñÿ, èìååò ïåð-

âûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è åãî ïîãðåøíîñòü óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî τ . Êóìóëÿòèâ-
íûé ýôôåêò íàêîïëåíèÿ îøèáêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ãëîáàëüíàÿ îøèáêà íà ïîðÿ-
äîê ïðåâîñõîäèò ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü. Òàê, åñëè ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èìååò
ïîðÿäîê O(τp), òî ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà,
êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O(τp−1). Â ñèëó íèçêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è
óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà èìååò íèçêóþ ýôôåêòèâíîñòü è ïðàê-
òè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé òèïè÷íûå ïðîÿâëåíèÿ
ýôôåêòà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, êîãäà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îêàçûâàþòñÿ íàðóøåí-
íûìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëüíîìó
óðàâíåíèþ âèäà (1.13), λ = 1.5 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(0) = 2. Ïðîãðàììíàÿ
ðåàëèçàöèÿ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íèæå. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ïðè τ < τ0/2, ãäå τ0 îïðåëåíî óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè (1.17), ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî. Â ñëó÷àå τ0/2 < τ < τ0 ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå òåðÿåò ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè, íî îñòàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îãðàíè÷åííûì
è óñòîé÷èâûì. Íàêîíåö, êîãäà τ > τ0 ìåòîä ïåðåñòàåò ñõîäèòñÿ èç-çà ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè. Ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ïðèâîäèò ê
íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê òî÷íîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè t→ 0.

%%% Óñòîé÷èâîñòü & Ñõîäèìîñòü

%%% ìåòîä Ýéëåðà äëÿ óðàâíåíèÿ u'=-lambda*u

lambda = 1.5;

T = 10.

U0 = 2;

tau_0 = 2/lambda;

NN = round(T/tau_0)*10;

u = zeros(3,NN);

t = u;

n = 0;

t(:,1) = 0;
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u(:,1) = U0;

for tau = [0.2, 0.8 1.1]*tau_0

n = n+1;

N = T/tau;

U = U0;

for m = 1:N-1

U = (1-tau*lambda)*U;

u(n,m+1) = U;

t(n,m+1) = tau*m;

end

NN(n) = N;

end

plot(t(1,1:NN(1)),u(1,1:NN(1)),'.-',...

t(2,1:NN(2)),u(2,1:NN(2)),'o-',...

t(3,1:NN(3)),u(3,1:NN(3)),'o-')

legend('\tau=0.2*\tau_0',...

'\tau=0.8*\tau_0','\tau=1.1*\tau_0')

xlabel('t')

ylabel('U(t)')

grid

Òèïè÷íàÿ êàðòèíà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 1.1. Àíàëî-
ãè÷íîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ õàðàêòåðíî äëÿ áîëüøèíñòâà ÿâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ïðè èñïîëüçîâàíèè øàãà äèñêðåòèçàöèè íå óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì óñòîé÷è-
âîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêæå àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûå ìåòîäû, ñîõðàíÿ-
þùèå ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì, ñêîëü óãîäíî ìàëîì çíà÷åíèè øàãà
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 1.2.

1. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü äâóõñòàäèéíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.13), ñîñòîÿùåãî â ÷åðåäîâàíèè ÿâíîé è íåÿâíîé ôîðìóë
Ýéëåðà (1.10) è (1.19) íà íå÷åòíûõ è ÷åòíûõ øàãàõ ñîîòâåòñòâåííî.

2. Îöåíèòå ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà (1.19) è ìåòîäà,
ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.

3.Ïóñòü çàäà÷è Êîøè áûëà ðåøåíà òðèæäû ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè øàãà
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ: τ = τ0; τ = τ0/2; è τ = τ0/4, ãäå τ0 äîñòàòî÷íî ìàëî.
Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ìåòîäà è åãî ïîðÿäîê òî÷íîñòè, èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòûå âû-
øå òðè ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëàãàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè
|δ| ' Cτp è ñ÷èòàÿ òî÷íîå ðåøåíèå íåèçâåñòíûì.

4. Âîñïðîèçâåäèòå ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà 3, èñïîëüçóÿ
÷èñëåííûé àëãîðèòì, ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðå âûøå, èñïîëüçóÿ τ0 = 0.01. Îöåíèòå
ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà, èñïîëüçóÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è è
ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ îöåíêîé (1.22), à òàêæå ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåì
óïðàæíåíèè 3.
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Ðèñ. 1.1. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè (1.17)

1.3. Ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû

Ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî àíà-
ëèçà çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
(1.4)�(1.5). Íàèáîëüøåé ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðàêòèêå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èëè ÿâíûå
îäíîøàãîâûå ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû ñëåäóþùåãî âèäà:

Uk+1 = Uk +
s∑

m=1

bmKm, (1.23)
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ãäå s � öåëàÿ ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî ñòàäèé âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ
ñ ïåðåñ÷åòîì ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè, â ïðåäåëàõ îäíîãî øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ,

K1 = τf(tk, Uk),
K2 = τf(tk + c2τ, Uk + a21K1),
. . . . . . . . . . . . . . .

Ks = τf(tk + csτ, Uk +
s−1∑
i=1

asiKi).

(1.24)

Êîýôôèöèåíòû bm, cm è akm îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ñòàäèé. Äëÿ íàãëÿäíîñòè êî-
ýôôèöèåíòû ìåòîäà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû Áóò÷åðà (â ÷åñòü Äæ.
Áóò÷åðà (John C. Butcher)):

c A

bT

=

0 0
c2 a21 0

...
...

. . .

cs as1 as2 . . . ass−1 0

b1 b2 . . . . . . bs

(1.25)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ëîêàëüíîé ïîãðåø-
íîñòè íå îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäà Ðóíãå �
Êóòòû. Ïðèìåð êîýôôèöèåíòîâ íàèáîëåå ïîïóëÿðíîãî ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåí íèæå â òàáëèöå:

c A

bT

=

0 0 0 0 0

1

2

1

2
0 0 0

1

2
0

1

2
0 0

1 0 0 1 0

1

6

1

3

1

3

1

6

(1.26)

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ s = 1 îäíîñòàäèéíûé ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû ïîë-
íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì Ýéëåðà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìå-
òîäîâ Ðóíãå � Êóòòû (1.23)�(1.24) ïðè 1 6 s 6 4 ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñòàäèé.
Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñõåì, s > 4, ïîðÿäîê òî÷íîñòè p (|δk| = |Uk − u(tk)| = O(τp))
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íå ïðåâîñõîäèò s è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñòàäèé êàê ïîêàçàíî â
òàáëèöå íèæå.

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7

(1.27)

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà âû-
÷èñëåíèé ôóíêöèè f(t, u) è ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ñòàäèé s, ïîñêîëüêó íà
êàæäîé ñòàäèè çíà÷åíèå ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç. Ó÷èòûâàÿ íå âñåãäà ïðî-
ïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà òî÷íîñòè îò ÷èñëà ñòàäèé, ìîæíî ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî íàèáîëåå èíòåíñèâíûé ðîñò ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû ïðîèñ-
õîäèò äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ïîñëå ÷åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
ðàñòåò áûñòðåå, íåæåëè ïîðÿäîê òî÷íîñòè (ñì.òàáëèöó 1.27 ) . Ýòèì, â ÷àñòíîñòè,
ìîæíî îáúÿñíèòü íàèáîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ñðåäè ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû èìåííî
÷åòûðåõ-ýòàïíîé âåðñèè, îáåñïå÷èâàþùåé ñîîòâåòñòâåííî ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷-
íîñòè.

Èíôîðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ïðè τ → 0:

|δ(tk)| = O(τp) ⇒ δ(tk) ' Cτp, (1.28)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò τ .
Èìåÿ äâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ U(1)(tk) è U(2)(t2k), ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëü-

çîâàíèè ðàçëè÷íûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, τ1 = τ0 è τ2 = τ0/2, ìû ìîæåì
âûðàçèòü ïðèáëèæåííî ïîãðåøíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U(1)(tk) ' u(tk) + Cτp0 , U(2)(t2k) ' u(t2k) + 2−pCτ−p0 ,

δ(2)(t2k) '
U(1)(tk)− U(2)(t2k)

2p − 1
. (1.29)

Óðàâíåíèå (1.29) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè τ0 äàåò ðåàëèñòè÷íóþ îöåíêó ïî-
ãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðè τ = τ0/2.

Óïðàæíåíèå 1.3.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè (1.25), (1.26) äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è

du

dt
= λu, u(0) = u0, (1.30)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

U(tk) = u0

(
1 + τλ+

(τλ)2

2!
+

(τλ)3

3!
+

(τλ)4

4!

)k
, (1.31)
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ãäå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü îòðåçîê ñòåïåííîãî ðÿäà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
exp(kτλ).

2. Îöåíèòå âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.31) è (1.29) ïðè τ0 = 0.02, τ0 = 0.01, τ0 = 0.005
ïðèìåíèòåëüíî ê òåñòîâîé çàäà÷å (1.30) ïðè λ = 1, t = 1. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííóþ
îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñ ôàêòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ δ(1) = U(1) − u(1), èñïîëüçóÿ
òî÷íîå ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è u(t) = u0 exp(λt).

3. Ïîñòðîèòü øðàôèê ôóíêöèè

WRK(s) =

∣∣∣∣1 + s+
s2

2!
+
s3

3!
+
s4

4!

∣∣∣∣ , (1.32)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå ìîäóëÿ ôóíêöèè ïåðåäà÷è äëÿ ðàñ÷å-
òà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ðóíãå - Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà
îäíîì øàãå, ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.30), s = τλ. Èñïîëüçóÿ óòâåð-
æäåíèå óïðàæíåíèÿ 1., îïðåäåëèòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ò.å. îáëàñòü, ãäå |WRK(s)| 6 1 ïðè λ < 0.

4 Ñðàâíèòå ôóíêöèþ ïåðåäà÷è (1.32), è ôóíêöèþ ïåðåäà÷è ìåòîäà Ýéëåðà
(1.15), ìîäóëü êîòîðîé

|WE(s)| = |1 + s| . (1.33)

Êàêîé èç ìåòîäîâ îáåñïå÷èâàþò áîëüøóþ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè è ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü áîëüøèé øàã τ .

1.4. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

Ìû ðàññìîòðåëè ñåìåéñòâî ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó îä-
íîøàãîâûõ ÿâíûõ ìåòîäîâ. Ãèáêîñòü â èñïîëüçîâàíèè è äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðèìåíèòåëüíî ê øèðîêîìó êðóãó äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
áåññïîðíûì äîñòîèíñòâîì äàííîãî ñåìåéñòâà ìåòîäîâ. Òåì íå ìåíåå, óâåëè÷åíèå ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè âûøå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ìåòîäàõ Ðóíãå � Êóòòû ñîïðÿæåíî ñ
íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ðîñòîì âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò (ñì. çàâèñèìîñòü ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè îò ÷èñëà ñòàäèé â ìåòîäå Ðóíãå � Êóòòû (1.27)). Ýôôåêòèâíîñòü
îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû ìîæåò ñóùåñòâåííî óõóäøèòñÿ, åñëè âû÷èñëå-
íèå ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåáóå áîëüøèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Òàêîãî ðîäà íåäîñòàòêè ìîæíî ïðåîäîëåòü, èñïîëüçóÿ ìíî-
ãîøàãîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèñêðåòíîé ìîäåëè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è.

Ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.4)�(1.5) èìååò
ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

Uk + a1Uk−1 + . . .+ amUk−m = τ [b0fk + b1fk−1 + . . .+ bmfk−m] , (1.34)

ãäå fk = f(tk, Uk), Uk = U(tk), à çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an è bn îïðåäåëÿþòñÿ
èç óñëîâèé ìèíèìóìà ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷-
íîñòè, êîòîðûé ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðàìêàõ m-øàãîâîé ñõåìû (1.34),
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äîñòèãàåò O(τ2m). Òåì íå ìåíåå, ìíîãîøàãîâûå ñõåìû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè îêàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûìè è íåïðèãîäíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî
èñïîëüçîâàíèÿ. Ïðèåìëåìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû ëèøü
äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè O(τm) ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé
ñõåìû ìåòîäà, èëè íà îäèí (äâà) ïîðÿäêà âûøå äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ ñ íå÷åòíûì
(÷åòíûì) çíà÷åíèåì ÷èñëà øàãîâ m.

Â êà÷åñòâå ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ, ñïîñîáíûõ îáåñïå÷èâàòü óñòîé÷èâîñòü, ìîæ-
íî îòìåòèòü ñåìåéñòâî ìåòîäîâ Àäàìñà,

Uk − Uk−1 = τ [b0fk + b1fk−1 + . . .+ bmfk−m] . (1.35)

ñðåäè êîòîðûõ ÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà�Áàøôîðòà , äëÿ êîòîðûõ b0 = 0, è íåÿâ-
íûå ìåòîäû Àäàìñà � Ìîóëòîíà (b0 6= 0). Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
m-øàãîâîãî ìåòîäà Àäàìñà � Áàøôîðòà è Àäàìñà� Ìîóëòîíà äîñòèãàåò O(τm) è
O(τm+1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìåòîäà Àäàìñà�Áàøôîðòà ìîæåò
ñëóæèòü îäíîøàãîâûé ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (b0 = 0, b1 = 1).

Ìåòîäû Àäàìñà � Áàøôîðòà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ îöåíêàìè ãëàâ-
íîãî ÷ëåíà ëîêàëüíîé îøèáêè δu èìåþò âèä:

Uk = Uk−1 + τVk, (1.36)

ãäå

Vk =

[
3

2
fk−1 −

1

2
fk−2

]
, δu =

5τ3

12
u′′′,

Vk =

[
23

12
fk−1 −

16

12
fk−2 +

5

12
fk−3

]
, δu =

9τ4

24
u(4),

Vk =

[
55

24
fk−1 −

59

24
fk−2 +

37

24
fk−3 −

9

24
fk−4

]
, δu =

251τ5

720
u(5),

Vk =

[
1901

720
fk−1 −

2774

720
fk−2 +

2616

720
fk−3 −

1274

720
fk−4 +

251

720
fk−5

]
, δu =

95τ6

2888
u(6).

(1.37)

Ãëîáàëüíà îøèáêà ýòèõ ìåòîäîâ íà ïîðÿäîê áîëüøå è âàðüèðóåòñÿ îò âòîðîãî
äî ïÿòîãî.
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Ìåòîäû Àäàìñà� Ìîóëòîíà ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ
îáùåé ôîðìóëîé (1.36), ãäå:

Vk = τ

[
1

2
fk +

1

2
fk−1

]
, δu = −τ

3

12
u′′′,

Vk = τ

[
5

12
fk +

8

12
fk−1 −

1

12
fk−2

]
, δu = −τ

4

24
u(4),

Vk = τ

[
9

24
fk +

19

24
fk−1 −

5

24
fk−2 +

1

24
fk−3

]
, δu = −19τ5

720
u(5),

Vk = τ

[
251

720
fk +

646

720
fk−1 −

264

720
fk−2 +

106

720
fk−3 −

19

720
fk−4

]
, δu = −3τ6

160
u(6).

(1.38)
Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå ñõîäñòâî ìåòîäîâ Àäàìñà � Ìîóëòîíà è Àäàìñà�

Áàøôîðòà, ïðèíöèïèàëüíîå èõ îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåòîäû Àäàìñà � Ìîóë-
òîíà ÿâëÿþòñÿ íåÿâíûìè è èõ ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü âûðàæåíî â ÿâíîì âèäå, êàê
â ìåòîäå Àäàìñà�Áàøôîðòà. Â îáùåì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ (1.38)
ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ íà êàæäîì øàãå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Äëÿ ýòèõ öåëåé îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû Íüþòîíà èëè Ïè-
êàðà. Ýôôåêòèâíûì òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ìåòîäîâ
Àäàìñà â ñõåìå ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå ïðåäèêòîð � êîððåêòîð. Ñõåìà ïðåäèêòîð
- êîððåêòîð ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíà èòåðàöèÿ â íåÿâíîì ìåòîäå, íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ÿâíîé ñõåìå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñõåìó ïðåäèêòîð � êîððåêòîð, ïîñòðîåííóþ íà
òðåõøàãîâûõ ìåòîäàõ Àäàìñà. Ïóñòü íàì èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è â òî÷êàõ ñåò-
êè tk−1, tk−2, tk−3. Âû÷èñëÿåì íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå Uk â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì
ýòàïå, ïðåäèêòîð, ìû èñïîëüçóåì òðåõøàãîâûé ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà�Áàøôîðòà,
ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå Uk êàê ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò:

Ũk = Uk−1 + h

[
23

12
fk−1 −

16

12
fk−2 +

5

12
fk−3

]
. (1.39)

Çàòåì ìû êîððåêòèðóåì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî íåÿâíóþ
ôîðìóëó Àäàìñà � Ìîóëòîíà:

Uk = Uk−1 + h

[
5

12
f̃k +

8

12
fk−1 −

1

12
fk−2

]
, (1.40)

ãäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ f̃k = f(tk, Ũk). èñïîëüçóåì çíà÷åíèå Ũk, âû÷èñëåííîå íà ñòàäèè
ïðåäèêòîðà. Ñòàäèÿ êîððåêòîðà (1.40) ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðå-
øåíèÿ, íî è óëó÷øèòü óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà. Ïðèìå÷àòåëüíàÿ äåòàëü îòíîñèòåëüíî
ìåòîäîâ Àäàìñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ ÿâíûõ è íåÿâíûõ
ñõåì èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. (ñì. (1.37) è (1.38)). Êðîìå òîãî, àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà ëîêàëüíîé îøèáêè äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ (1.38)) âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÿâíûìè (1.37).
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Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ Àäàìñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ìåòî-
äîâ Ðóíãå � Êóòòû, ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ âñå-
ãî îäèí ðàç, íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìåòîäà. Êàê ñëåäñòâèå, âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà òî÷íîñòè,
÷òî âûãîäíî îòëè÷àåò èõ îò îäíîøàãîâûõ àíàëîãîâ. Òàê, íàïðèìåð, â ìåòîäå Ðóíãå
� Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ ÷åòûðå
ðàçà íà êàæäîì øàãå, â òî âðåìÿ êàê â ÿâíîì ìåòîäå Àäàìñà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
îäíîêðàòíûì âû÷èñëåíèåì ïðàêòè÷åñêè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðåèìóùåñòâà ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûì
ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è îñîáåííî â ñëó÷àÿõ,
êîãäà âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è (1.4)�(1.5) ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëü-
íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè.

Òåì íå ìåíåå, ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå òî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ Uk â
òî÷êå t = tk ïðè èñïîëüçîâàíèè m-øàãîâîãî ìåòîäà íàì íåîáõîäèìî çíàòü ðåøåíèå
â òî÷êàõ, Uk−1, . . . , Uk−m. Â íà÷àëå âû÷èñëåíèé çíà÷åíèå Uk−m ïðè t = tk−m = t0
îïðåäåëåíî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ðàñ÷åòà îñòàëüíûõ íåäîñòàþùèõ çíà÷åíèé
òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü äðóãèå, íàïðèìåð îäíîøàãîâûå ìåòîäû òèïà ìåòîäîâ Ðóíãå
� Êóòòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîç-
íèêíóòü ïðè èçìåíåíèè øàãà τ â ìíîãîøàãîâîé ñõåìå.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ è íåÿâíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ðàññìîò-
ðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó

du

dt
= λu, (1.41)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ðåøåíèå çàäà÷è (1.41) ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâî ïðè Re(λ) < 0, ò.å. îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è çàíè-
ìàåò ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ìåòîäîâ Àäàìñà â ñòåïåííîì âèäå:

Uk = qk. (1.42)

Ïîäñòàíîâêà äàííîãî ðåøåíèÿ â ôîðìóëû ìåòîäà Àäàìñà ïðèâîäèò ê õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ âåëè÷èíû q. Íàïðèìåð, ïðèìåíåíèå ìåòîäà Àäàìñà �
Ìîóëòîíà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.42) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

qk − qk−1 =
λτ

2
(qk + qk−1), (1.43)

Óðàâíåíèå (1.43) èìååò êîðåíü

q =
1 + τλ/2

1− τλ/2
. (1.44)

Î÷åâèäíî, ÷òî â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (Re(λ) < 0) ìû
èìååì |q| 6 1, è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (1.42) òàêæå óñòîé÷èâî, ïîäîáíî ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóþòñÿ
òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå êîðíåé: åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(ïîëèíîìà) ëîêàëèçîâàíû âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, |q| 6 1,
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è îòñóòñòâóþò êðàòíûå êîðíè |q| = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Åñëè óñëîâèå êîðíåé íå âûïîëíåíî äëÿ λ = 0, òî ìåòîä ñ÷èòàåò-
ñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûì. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ìíîãîøàãî-
âûõ ìåòîäîâ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå óñëîâèÿ êîðíåé. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîé
òåñòîâîé çàäà÷è êîðíè óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò âåëè÷èíû µ = τλ. Ìíîæåñòâî òî÷åê
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè µ ∈ C, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîðíåé íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà.

Åñëè îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè äèôôå-
ðåíöèàëüíîé çàäà÷è, òî òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ A - óñòîé÷èâûì, èëè àáñîëþòíî
óñòîé÷èâûì. Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò ÿâíûõ A - óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ. Áîëåå
òîãî, ñðåäè íåÿâíûõ ëèíåéíûõ ìåòîäîâ íå ñóùåñòâóåò ìåòîäîâ âûøå âòîðîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè.

Åñëè ìíîãîøàãîâûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ A - óñòîé÷èâûì, òî åãî îáëàñòü óñòîé-
÷èâîñòè îãðàíè÷åíà è ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ìåæäó øàãîì τ è λ, âûòåêàþùèì èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè |q| = 1.
Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îïðåäåëèòü ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû íàðèñîâàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê µ = τλ äëÿ êîòîðûõ
|q| ≡ 1. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìåòîäà Àäàìñà � Ìîóëòîíà òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

q − 1 = τλ

[
5

12
q2 +

8

12
q − 1

12

]
, (1.45)

è îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

µ = τλ = (q − 1)

[
5

12
q2 +

8

12
q − 1

12

]−1
, q = exp(iϕ), ϕ ∈ [1, 2π]. (1.46)

Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ìåòîäîâ Àäàìñà ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 1.2. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íåÿâíûõ ìåòî-
äîâ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ àíàëîãîâ, èìåþùèõ òîò
æå ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà òî÷íîñòè îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óìåíüøà-
åòñÿ.

Ïðèìåð 1.2. Â ïðèìåðå, ðàññìîòðåííîì íèæå, ìû ñðàâíèì ýôôåêòèâíîñòü ìå-
òîäîâ Ðóíãå � Êóòòû è ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ Àäàìñà, îöåíèâàÿ âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ìû ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå (1.2), äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå. Ñðàâíèì ýôôåêòèâ-
íîñòü ìåòîäîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ
è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íèæå (ñì. ðèñ. 1.2 è 1.3).

%Ýôôåêêòèâíîñòü ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÎÄÓ

% Ìåòîä Ðóíãå -- Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà (RC)

% Ìåòîä Àäàìñà -- Áàøôîðòà 4-ãî ïîðÿäêà (AB)

% Ìåòîä ïðåäèêòîð -- êîððåêòîð 4-ãî ïîðÿäêà (PC)

% Çàäà÷à: u''=-3u, t in [1,10];

% íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: u(0)=0, u'(0)=3;

% òî÷íîå ðåøåíèå: u(t)=sin(3t);
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Ðèñ. 1.2. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìíîãîøàãîâûõ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ìåòîäîâ Àäàìñà.

f = @(t,u)[u(2); -9*u(1)];

T = 10;

tau = 0.01;

u = [0;3];

N = T/tau;

ts = 0:tau:T;

U = zeros(2,N+1);

%Ìåòîä Ðóíãå -- Êóòòû 4 ïîðÿäêà

tic

U(:,1) = u;

for m = 1:N

t = (m-1)*tau;

K1 = tau*f(t,u);

K2 = tau*f(t+tau/2,u+K1/2);

K3 = tau*f(t+tau/2,u+K2/2);

K4 = tau*f(t+tau,u+K3);

u = u+(K1+2*K2+2*K3+K4)/6;
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Ðèñ. 1.3. Äèíàìèêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè Ðóíãå � Êóòòû
(RK), Àäàìñà � Áàøôîðòà (AB) ïðåäèêòîð � êîððåêòîð (PC)

U(:,m+1) = u;

end

RK_time = toc

B = tau*[-9/24;37/24;-59/24;55/24];

F = zeros(2,N+1);

u = [0;3];

U1 = zeros(2,N+1);

U1(:,1) = u;

F(:,1) = f(0,u);

% Ìåòîä Àäàìñà -- Áàøôîðòà 4 ïîðÿäêà

tic

for m = 1:3

t = (m-1)*tau;

K1 = tau*f(t,u);

K2 = tau*f(t+tau/2,u+K1/2);

K3 = tau*f(t+tau/2,u+K2/2);
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K4 = tau*f(t+tau,u+K3);

u=u+(K1+2*K2+2*K3+K4)/6;

U1(:,m+1) = u;

F(:,m+1) = f(t+tau,u);

end

for m = 4:N

u = u+F(:,m-3:m)*B;

t = m*tau;

F(:,m+1) = f(t,u);

U1(:,m+1) = u;

end

AB_time = toc

%Predictor-Corrector on the base of 4-th order

% Ìåòîä ïðåäèêòîð -- êîððåêòîð 4-ãî ïîðÿäêà

A = tau*[1/24;-5/24;19/24;9/24;];

u2 = [0;3];

U2 = zeros(2,N+1);

U2(:,1) = u2;

F(:,1) = f(0,u2);

tic

for m=1:3

t = (m-1)*tau;

K1 = tau*f(t,u2);

K2 = tau*f(t+tau/2,u2+K1/2);

K3 = tau*f(t+tau/2,u2+K2/2);

K4 = tau*f(t+tau,u2+K3);

u2 = u2+(K1+2*K2+2*K3+K4)/6;

U2(:,m+1) = u2;

F(:,m+1) = f(t+tau,u2);

end

for m = 4:N

u22 = u2+F(:,m-3:m)*B;%Predictor

t = m*tau;

F(:,m+1) = f(t,u22);

u2 = u2+F(:,m-2:m+1)*A;%Corrector

F(:,m+1) = f(t,u2);

U2(:,m+1) = u2;

end

PC_time = toc

y = sin(3*ts); % Exact solution;

plot(ts,(U(1,:)-y),ts,U1(1,:)-y,ts,U2(1,:)-y,'LineWidth',1)

title(['Global Error of 4-th order ODEs solvers.

\tau=',num2str(tau,3)])

xlabel('t')

ylabel('\delta(t)=U(t)-u(t)')

legend('RK','AB','PC');
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grid on

Êîãäà âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ, â êîìàíäíîì îêíå ìîæíî âèäåòü âðåìÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è äëÿ êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ, Ðóíãå � Êóòòû (RK), Àäàìñà
� Áàøôîðòà (AB) ïðåäèêòîð � êîððåêòîð (PC):

RK_time = 0.1174

AB_time = 0.0518

PC_time = 0.0776

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ íå èìååò áåññïîðíî-
ãî ïðåèìóùåñòâà. ßâíûé ìåòîä Àäàìñà îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áûñòðåå ñâîèõ êîíêó-
ðåíòîâ, íî îí ïðîèãðûâàåò èì â òî÷íîñòè. Ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Àäàìñà � Áàøôîðòà
ïðèìåðíî â äåñÿòü ðàç ïðåâîñõîäèò ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Àäàìñà � Ìîóëòîíà, êàê
ýòî ïðåäñêàçûâàþò îöåíêè èõ ëîêàëüíûõ îøèáîê (ñì. (1.37), (1.38)).

Óïðàæíåíèå 1.4.

1. Âíîñÿ íåîáõîäèìûå êîððåêòèâû â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå, çàìåíèòå
ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû è Àäàìñà � Áàøôîðòà íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè MATLAB ode45 è ode15s, â êîòîðûõ ðåàëèçîâàíû
óêàçàííûå ìåòîäû. Ñðàâíèòå ýôôåêòèâíîñòü ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåí-
íûõ ìåòîäîâ, ñîïîñòàâëÿÿ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷-
íîñòè.

2. Èñïîëüçóÿ òåñòîâóþ çàäà÷ó, ðàññìîòðåííóþ â ïðèìåðå âûøå è óïðàæíåíèè 1.,
ïðîâåðüòå, êàê çíà÷åíèÿ âõîäíîãî ïàðàìåòðà RelTol â ôóíêöèÿõ ode45 è ode15s

âëèÿþò íà ôàêòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

3. Ñðàâíèòå ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ ïîìîùüþ MATLAB ôóíê-
öèé ode45 è ode15s ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäèôèöèðîâàííîé òåñòîâîé çàäà÷å:

du1
dt

= u2,

du2
dt

= −ω2 sin (u1)

(1.47)

u1(0) = 3, u2(0) = 0, ω = 3. (1.48)

4. Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü è ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîãîøàãî-
âûõ ìåòîäîâ:

Uk+1 = Uk−1 + 2τfk, (1.49)

Uk+1 = Uk−1 +
τ

2
(fk+1 + fk + fk−1) , (1.50)

Uk+1 = Uk +
τ

6
(6fk − 3fk−1 + 3fk−2) , (1.51)
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1.5. Æåñòêèå ñèñòåìû. Ìåòîä Ãèðà è íåÿâíûå

ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû

Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ÿâëÿþòñÿ
óñëîâíî óñòîé÷èâûìè. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íàëàãàþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ
íà ðàçìåð øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óñòîé÷è-
âîñòü ìåòîäà Àäàìñà � Ìîóëòîíà òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðè ðåøåíèè òåñòîâîé
çàäà÷è (1.41) â ñëó÷àå λ 6 0 íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ τ0 6 6/|λ|, ÷òî íåïî-
ñðåäñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ.
1.2. Â òî æå âðåìÿ äëÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâíîãî ìåòîäà Àäàìñà � Ìîóëòîíà òðåòüåãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè òðåáóåòñÿ ðàçìåð øàãà â äâåíàäöàòü ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî íåÿâíîãî àíàëîãà.

Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà
ðàçìåð øàãà, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, íå ÿâëÿþòñÿ áîëåå æåñòêèìè,
íåæåëè îãðàíè÷åíèÿ, ïðîäèêòîâàííûå òðåáîâàíèÿìè òî÷íîñòè. Êàê ñëåäñòâèå, ïðè
÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè îäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâíûå ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþòñÿ áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûìè. Îäíàêî â ñëó÷àå ñèñòåì ÎÄÓ ìîæåò âîçíèêàòü èíàÿ ñèòóàöèÿ.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

du

dt
= −Au, (1.52)

ãäå, äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè, A� ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà 2×2, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé λ1 = 1e3, λ2 = 1e−3. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîäîáèÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.52) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó

dψ

dt
= −Dψ, D = P−1AP =

[
λ1 0
0 λ2

]
, u = Pψ, (1.53)

ãäå P � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Ñäåëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ çàòóõàþùèìè êîìïîíåíòàìè ñ ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷àþùèìèñÿ ñêîðîñòÿìè çàòóõàíèÿ:

ψ1(t) = ψ1(0) exp(−λ1t), ψ2(t) = ψ2(0) exp(−λ2t).

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ áûñòðîé, îäíàêî ïðè t > 1 åå çíà÷åíèå áëèçêî ê íóëþ è
ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Ìàëîñòü áûñòðîé êîìïîíåíòû
âìåñòå ñ åå ïðîèçâîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ óêàçûâàåò íà ìàëîñòü ëîêàëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè è âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé øàãà, òåì
áîëåå, ÷òî âòîðàÿ êîìïîíåíòà îñòàåòñÿ ìåäëåííîé è òàêæå äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå
êðóïíûõ øàãîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåì íå ìåíåå, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ ïðèâîäÿò ê îãðàíè÷åíèþ
íà ðàçìåð øàãà âèäà

τ 6 2‖A‖−1 = 2λ−11 . (1.54)

Åñëè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íå âûïîëíåíî, òî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïåðâîé êîì-
ïîíåíòû ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.1.
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Îïèñàííàÿ âûøå ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.52), êîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A,
λ(A) = λk, k = 1, 2, . . . , n, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

Re(λ(A)) > 0, (1.55)

s =
maxRe(λ(A))

minRe(λ(A))
>> 1. (1.56)

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.52) ñ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàò-
ðèöåé A, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé õàðàêòåðèçóþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (1.55)�
(1.56), ïðèíÿòî íàçûâàòü æåñòêèìè, à âåëè÷èíó s � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè.
Êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé æåñòêèõ ñè-
ñòåì. ×åì áîëüøå êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè, òåì áîëåå ñëîæíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå òàêîé çàäà÷è.

Ïîíÿòèå æåñòêîñòè èìååò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ ñèñòåì

du

dt
= −f(t, u), (1.57)

äëÿ êîòîðûõ, âìåñòî ìàòðèöû A, íåðàâåíñòâà (1.55)�(1.55), ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
ïðèìåíèòåëüíî ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû ßêîáè, ïîðîæäàåìîé âåêòîð�
ôóíêöèåé ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû � f(t, u).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð øàãà, íå
ñâÿçàííûõ ñ òðåáîâàíèÿìè òî÷íîñòè, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûå
(À-óñòîé÷èâûå) íåÿâíûå ìåòîäû. Êàæäûé øàã íåÿâíûõ ìåòîäîâ òðåáóåò áîëüøèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, îäíàêî, áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü áîëåå êðóï-
íûé ðàçìåð øàãà áåç ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, òàêèå ìåòîäû â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàþò-
ñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿâíûìè. Â ðàìêàõ íåÿâíîé ìíîãîøà-
ãîâîé ñõåìû Àäàìñà � Ìîóëòîíà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü àáñîëþòíî óñòîé÷èâûé ìåòîä
íå ïðåâîñõîäÿùèé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà áîëåå ïåðñïåêòèâíûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÷èñòî íåÿâíîé ñõåìû, îñíîâàííîé íà ôîðìóëàõ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä (backward di�erentiation formulae). Äàííûé
êëàññ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ èçâåñòåí òàêæå êàê ìåòîäû Ãèðà:

M∑
m=0

amUk−m = τf(tk, Uk). (1.58)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ëîêàëüíîé îøèáêè êîýôôèöèåíòû am íàõîäÿòñÿ
êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

a1 + 2a2 + . . .+ Mam = −1,
a1 + 22a2 + . . .+ M2am = 0,
. . .
a1 + 2aM + . . .+ MMam = 0,

(1.59)

a0 = −
M∑
m=1

am.
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Ìåòîäû Ãèðà èìåþò ãëîáàëüíóþ ïîãðåøíîñòü O(τM ) è ñîõðàíÿþò áåçóñëîâíóþ
óñòîé÷èâîñòü äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ λ âïëîòü äî M = 6. Îäíàêî ïðè M > 6 ýòîò ìå-
òîä ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûì, ò.å. óñòîé÷èâîñòü íå ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà
ñêîëü óãîäíî ìàëûì ðàçìåðîì øàãà τ .

Îäíîøàãîâûì àíàëîãîì ìåòîäà Ãèðà ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (1.19).
Íàèáîëåå çíà÷èìûå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà-
çàä èìåþò ñëåäóþùèé âèä è ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü:

3

2
Uk − 2Uk−1 +

1

2
Uk−2 = τfk, δu = −2τ3

9
u′′′,

11

6
Uk − 3Uk−1 +

3

2
Uk−2 −

1

3
Uk−3 = τfk, δu = −3τ4

22
u(4),

25

12
Uk − 4Uk−1 + 3Uk−2 −

4

3
Uk−3 +

1

4
Uk−4 = τfk, δu = −12τ5

125
u(5),

137

60
Uk − 5Uk−1 + 5Uk−2 −

10

3
Uk−3 +

15

12
Uk−4 −

1

5
Uk−5 = τfk, δu = −10τ6

137
u(6).

(1.60)
Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ Ãèðà ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé,

êàê ìîæíî çàìåòèòü èç èëëþñòðàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1.4.
Íåÿâíûå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä ïðèâîäÿò ê ñèñòåìàì íåëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

F (Uk) = 0, F (Uk) = Uk − a−10 τf(tk, Uk) + a−10

M∑
m=1

amUk−m, (1.61)

äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà:

U
(s+1)
k = U

(s)
k −

[
I − τa−10

∂fsk
∂U

]−1 [
U

(s)
k − τa−10 fsk + a−10

M∑
m=1

amUk−m

]
. (1.62)

Çäåñü
∂fsk
∂U

� ìàòðèöà ßêîáè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîð�ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè

ñèñòåìû fsk = f(Usk , tk). Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà (1.62) ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà
áåç ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé ðàçìåðà øàãà τ ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêîì íà÷àëüíîì

ïðèáëèæåíèè U
(0)
k , íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ êàêîé - ëèáî ÿâíûé ìåòîä â êà÷åñòâå ïðå-

äèêòîðà.
Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ æåñòêèõ ñèñòåì îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íåÿâíûõ

ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû. Íàïîìíèì, ÷òî òðàäèöèîííî ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû ÿâ-
íîãî òèïà (1.23) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå óäîáíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû Áóò÷åðà (1.23). Â ñëó÷àå ÿâíûõ ìåòîäîâ òàáëèöà Áóò-
÷åðà èìååò òðåóãîëüíûé âèä. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ÿâíûõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ
èõ íåÿâíûå àíàëîãè ñ ïîëíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A, akm 6= 0, m > k:
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−2 0 2 4 6 8 10 12
−8
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−4

−2

0
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6

8

Im
(μ

)

Re(μ)

|q|>1 |q|<1

BDF−4BDF−3BDF−2

|q|>1 |q|<1

BDF−4BDF−3BDF−2

|q|>1 |q|<1

BDF−4BDF−3BDF−2

Ðèñ. 1.4. Ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ÷èñòî íåÿâíûõ ôîðìóë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
íàçàä äëÿ ìåòîäîâ Ãèðà âòîðîãî � ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè ëåæàò ñíàðóæè çàêðàøåííûõ îáëàñòåé.

K1 = τf(tk + c1τ, Uk +
s∑
i=1

a1iKi),

K2 = τf(tk + c2τ, Uk +
s∑
i=1

a2iKi),

. . . . . . . . . . . . . . .

Ks = τf(tk + csτ, Uk +
s−1∑
i=1

asiKi),

(1.63)

Uk+1 = Uk +

s∑
m=1

bmKm, (1.64)
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where

c A

bT

=

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s

...
...

... . . .
...

cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs

(1.65)

Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò c, b è A îïðåäåëÿþòñÿ òðåáîâàíèåì ìèíèìèçàöèè ëîêàëü-
íîé ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Íàïðèìåð, äâóõñòàäèéíûé íåÿâíûé ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû
ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè, îñíîâàííûé íà êâàäðàòóðíûõ ôîðìóëàõ Ãàóññà � Ëåæàíä-
ðà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ

c A

bT

=

3−
√

3

6

1

4

3− 2
√

3

12

3 +
√

3

6

3 + 2
√

3

12

1

4

1

2

1

2

(1.66)

Â îòëè÷èå îò ÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû, ãäå âñïîìîãàòåëüíûå çíà÷åíèÿ Km,
âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ óæå âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ K1, . . .Km−1,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäóþùèõ, m = 1, 2, . . . s, â íåÿâíîì ìåòîäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèéKm íåîáõîäèìî ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (1.63), âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíóþ. Ðàçìåðíîñòü ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, òðåáóþùèõ ðåøåíèÿ íà êàæäîì øàãå, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó óðàâíåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è, è êîëè÷åñòâó ñòàäèé íåÿâíîãî ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì,
íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå çàòðàòíû.
Ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå íåÿâíîãî äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà Ðóíãå �
Êóòòû, êîãäà ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò íèæíèé òðåóãîëüíûé âèä ñ íåíóëåâû-
ìè äèàãîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè: akm 6= 0, åñëè m 6 k, è akm = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ êàæäîå çíà÷åíèå Km íàõîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ.

Ñðåäè äîñòîèíñòâ íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû, ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò îò-
ìåòèòü åãî ïðåèìóùåñòâà â óñòîé÷èâîñòè, ÷òî äåëàåò âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûì èñ-
ïîëüçîâàíèå ýòîãî êëàññà ìåòîäîâ äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà æåñòêèõ ñèñòåì. Â ñëó÷àå
òåñòîâîé çàäà÷è (1.41) ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû (1.63) � (1.65) ïðèâîäèò ê ðåêóðñèâíîìó
ðàâåíñòâó

Uk = R(τλ)Un, (1.67)

ãäå R(z) èìååò âèä
R(z) = 1 + zbT (I − zA)−1e. (1.68)
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Çäåñü e = (1, 1, . . . 1)T , I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâîì:

|R(z)| 6 1. (1.69)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â ðàìêàõ íåÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû âîçìîæíî ïî-
ñòðîåíèå A-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê òî÷íîñòè íåÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå � Êóò-
òû ïðè îäèíàêîâîì ÷èñëå ñòàäèé ïðåâîñõîäèò òî÷íîñòü ÿâíîé ñõåìû. Òàê, íàïðèìåð,
äâóõñòàäèéíûé íåÿâíûé ìåòîä (1.69) èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, â òî âðåìÿ
êàê ÿâíàÿ ñõåìà äîñòèãàåò òîëüêî âòîðîãî ïîðÿäêà. Â îáùåì ñëó÷àå, s-ñòàäèéíûé
íåÿâíûé ìåòîä Ðóíãå �Êóòòû èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè âïëîòü äî O(τ2s) â òî âðåìÿ
êàê äëÿ ÿâíûõ àíàëîãîâ ïîðÿäîê òî÷íîñòè íå ïðåâîñõîäèò O(τs). Äëÿ äèàãîíàëü-
íîé íåÿâíîé ñõåìû Ðóíãå � Êóòòû ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè íå ïðåâûøàåò
O(τs+1). Ïðèìåð òàêîé äâóõñòàäèéíîé äèàãîíàëüíîé íåÿâíîé ñõåìû èìååò ñëåäóþ-
ùèé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ:

c A

bT

=

γ γ 0

1− γ 1− 2γ γ

1

2

1

2

(1.70)

with γ =
3 +
√

3

6
Ïðèìåð 1.3. Ñðàâíèì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ÿâíîãî è íåÿâíîãî ìåòîäà Ðóí-

ãå � Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåííûõ êîýôôèöèåíòàìè (1.26) è
(1.66) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåð ðàñ÷åòà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû
íà îñíîâå óñëîâèÿ (1.69) âìåñòå ñ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèåé è ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íèæå.

%% îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ÿâíîãî è íåÿâíîãî ìåòîäîâ ÐÊ

%% A,b,e êîýôôèöèåíòû ÿâíîé ÷åòûðåõñòàäèéíîé ñõåìû ÐÊ %%%%%

%% A1,b1,e1 êîýôôèöèåíòû íåÿâíîé äâóõñòàäèéíîé ñõåìû ÐÊ %%%

x = -4:0.01:1; y = -3.5:0.01:3.5; [X,Y] = ndgrid(x,y);

A = [0 0 0 0; 1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 0];

A1 = [1/4 (3-2*sqrt(3))/12; (3+2*sqrt(3))/12 1/4];

b = [1 2 2 1]/6; b1 = [1/2 1/2];

e = [1 1 1 1]; e1 = [1 1];

E = eye(4); E1 = eye(2);

R = zeros(size(X)); R1 = R;

for k = 1:length(x);

for m = 1:length(y);

z = X(k,m)+1i*Y(k,m);

R(k,m) = abs(1+z*b*(inv(E-z*A)*e'));

R1(k,m) = abs(1+100*z*b1*(inv(E1-100*z*A1)*e1'));

end
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end

%% ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè çàäàíà

%% óðàâíåíèåì: 1-|RE(z)|=0 è îòîáðàæàåòñÿ èçîëèíèåé

subplot(2,1,1), [C, H]= contourf(X,Y,1-R,[0 3])

colormap([0.9 0.9 0.99])

title('The Stability Domain of the 4-th order Explicit RK')

text(-0.7,0.9,'|R(z)|<0')

text(0.3,0.9,'|R(z)|>0')

xlabel('Re(z)')

ylabel('Im(z)')

grid on

subplot(2,1,2), [C, H]= contourf(100*X,100*Y,1-R1,[0 3]);

colormap([0.9 0.9 0.99]);

text(-90,90,'|R(z)|<0');

text(30,90,'|R(z)|>0')

xlabel('Re(z)')

ylabel('Im(z)')

title('The Stability Domain of the 4-th order Implicit RK')

grid on

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåÿâíûé ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû ÷åòâåðòî-
ãî ïîðÿäêà èìååò íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, ïîêðûâàþùóþ âñþ ëåâóþ
ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò.å. äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ À-óñòîé÷èâûì.

Íåñìîòðÿ íà ïðåâîñõîäíûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè è âûñîêóþ òî÷íîñòü íåÿâíûå
ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû èìåþò ñåðüåçíûé íåäîñòàòîê, ñâÿçàííûé ñ âûñîêîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðèâëå-
êàþò ïðåèìóùåñòâåííî âàðèàíòû íåÿâíîé ñõåìû íåâûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ
ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì ïðè óìåðåííûõ òðåáîâàíèÿõ ê òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ. Â
÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå âàðèàíòû íåÿâíûõ ñõåì ðåàëèçîâàíû â ôóíêöèÿõ MATLAB1

ode23tb, ode23t è ode23s. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà, âêëþ-
÷àÿ ÷èñòî íåÿâíûå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä, ðåàëèçîâàíû â ôóíêöèè
ode15s. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè óïîìÿíóòûõ ìåòî-
äîâ ðàññìîòðåí íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è íèæå.

Ïðèìåð 1.4. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè ýôôåêòèâ-
íîñòè ôóíêöèé MATLAB, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
ðàññìîòðèì ñèñòåìó Âàí äåð Ïîëÿ:

du
dt = v,

dv
dt = µ(1− u2)v − u, (1.71)

u(0) = −2, v(0) = 0, t = [0, Tµ]. (1.72)

Èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ = 1; 10; 100; 1000 è Tµ = 5µ. Ðàññìîòðåí-
íàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì æåñòêîé ñèñòåìû ñ êîýôôèöèåíòîì

1Ñì. ïîäðîáíåå Ashino, R., Nagase, M., and Vaillancourt, R. (2000). Behind and beyond the
MATLAB ODE suite. Computers and Mathematics with Applications, 40(4), 491-512.
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The Stability Domain of the 4−th order Explicit RK
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Ðèñ. 1.5. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ÿâíîãî è íåÿâíîãî ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

æåñòêîñòè, îïðåäåëÿåìûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà µ. Â îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
îò µ = 1 äî µ = 1000 ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïðè
èçìåíåíèè ñâîéñòâ ñèñòåìû îò íå æåñòêîé äî ñèëüíî æåñòêîé.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â ñðàâíåíèè ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ íåÿâíûõ ìåòîäîâ
ïðèìåíèòåëüíî ê àíàëèçó æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ. Ïîëåçíî òàêæå ïðîèëëþñòðèðîâàòü
íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ öåëüþ äî-
ñòèæåíèÿ èõ ìàêñèìàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íèæå.

%% Æåñòêàÿ ñèñòåìà Âàí äåð Ïîëÿ system.%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%% íåÿâíûé ìåòîä ÐÊ 2-3-ãî ïîðÿäêà (ôóíêöèÿ ODE23)

%% Ôîðìóëû îáðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 1-5ãî ïîðÿäêà (ôóíêöèÿ ODE15s )

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clear

settings = 'default';

settings = 'precalc';

k = 0; Mu = [1 10 100 1000];
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for M = Mu

k = k+1; mu = M;

T=10*mu

options = odeset('RelTol',1.e-7); % Relative Tolerance

%% Ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè è ìàòðèöà ßêîáè

dydt = @(t,y)[y(2); mu*(1-y(1)^2)*y(2)-y(1)];

dfdt = @(t,y)[0 1; -2*mu*y(1)*y(2)-1 mu*(1-y(1)^2)];

if settings == 'default'

else

options = odeset('Jacobian',dfdt ); % Jacobian func.

end
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Ðèñ. 1.6. Ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèé MATLAB íà ïðèìåðå
ìîäåëèðîâàíèÿ æåñòêîé ñèñòåìû Âàí äåð Ïîëÿ (1.71), (1.71) ïðè èñïîëüçîâàíèè íàñòðîåê
÷èñëåííîãî ìåòîäà ïî óìîë÷àíèþ è ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííûì ÿâíûì âèäîì ìàòðèöû

ßêîáè äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

tic
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sol_bdf = ode15s(dydt,[0 T],[-2 0],options); % BDF

time_BDF(k) = toc

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

tic

sol_irk = ode23s(dydt,[0 T],[-2 0],options); % IRK

time_IRK(k) = toc

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

tic

sol_irk = ode23tb(dydt,[0 T],[-2 0],options); % IRK

time_IRB(k) = toc

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

end

if settings == 'default'

subplot(2,1,1),

bar(log10(Mu),[time_IRB(:) time_IRK(:), time_BDF(:)])

title('Efficiency of Matlab ODE solvers with default settings')

else

subplot(2,1,2),

bar(log10(Mu),[time_IRB(:) time_IRK(:), time_BDF(:)])

title('Efficiency of Matlab ODE solvers with precalculated Jacobian')

end

colormap([0.95 0.95 0.99; 0.8 0.8 0.99;0.5 0.5 0.99]);

legend('ode23tb','ode23s','ode15s','Location', 'NorthWest')

xlabel('log_{10}(\mu)'); ylabel('Calculation Time ')

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1.4, ïîçâîëÿþò
çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ßêîáèàí ñèñòåìû íå çàäàí àíàëèòè÷åñêè, ñóùåñòâåí-
íîå ïðåèìóùåñòâî äåìîíñòðèðóåò ôóíêöèÿ ode15s, ðåàëèçóþùàÿ íåÿâíûå ìíîãîøà-
ãîâûå ìåòîäû ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà. Ýôôåêòèâíîñòü ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ïðàê-
òè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîãî âèäà ßêîáèàíà äëÿ ðåà-
ëèçàöèè íåÿâíîé íåëèíåéíîé ñõåìû, â òî âðåìÿ êàê íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå � Êóòòû,
ðåàëèçîâàííûå â ôóíêöèÿõ ode23s è ode23tb ïîëó÷àþò ïðè ýòîì ïî÷òè äåñÿòè-
êðàòíîå óñêîðåíèå.

Óïðàæíåíèå 1.5.

1. Ñðàâíèòå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåÿâíîãî è íåÿâíî-äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà
Ðóíãå � Êóòòû, çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàìè (1.66) è (1.70).

2. Ñðàâíèòå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû ÷åòâåðòîãî è
ïÿòîãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè.

3. Âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíòû íåÿâíîãî ìåòîäà Ãèðà 7-ãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëèòå
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äàííîãî ìåòîäà.

4. Âíîñÿ íåîáõîäèìûå ìîäèôèêàöèè â ïðîãðàììó ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìå-
ðà ñðàâíèòå ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèé MATLAB ode23tb, ode23s , ode15s, ode45
èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ñèñòåìó Ëîðåíöà (??), (??). Ñðàâíèòå ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè íà ïðèìåðàõ ñèñòåì Âàí äåð Ïîëÿ è
Ëîðåíöà.



Ãëàâà 2

Êðàåâûå çàäà÷è

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Äëÿ
ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

d2u

dx2
+ a(x)u = f(x), x ∈ (0, 1), (2.1)

ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà êîíöàõ îòðåçêà:

u(0) = 0, u(1) = 0. (2.2)

Çàäà÷è òàêîãî òèïà, êîãäà äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ,
íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè.

Çàäà÷à (2.1)�(2.2) äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñèñòåìû äâóõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

dv

dx
+ a(x)u = f(x),

du

dx
= v,

(2.3)

Ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé, îñîáåííî
åñëè èñêîìûå ôóíêöèè òàêîé ñèñòåìû íàäåëåíû êîíêðåòíûì ñìûñëîì. Â îáùåì
ñëó÷àå äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
N -ãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä

du

dx
= f(u, x), f(u, x),= [f1(u, x), f2(u, x), . . . , fN (u, x)]T , u = [u1, u2, . . . , uN ]N

(2.4)
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

BL(u) |x=L = 0, BR(u) |x=R = 0 , (2.5)

ãäå x = L è x = R � ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû îòðåçêà, BL, BR � âåêòîð-ôóíêöèè,

BL = [bL1 (u), bL2 (u), . . . , bLn(u)], BR = [bR1 (u), bR2 (u), . . . , bRN−n(u)],

òàêèå, ÷òî îáùåå ÷èñëî óñëîâèé (2.5) ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.4).

2.2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Îñíîâíàÿ èäåÿ áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ðàññìîòðåíèÿ íåïðåðûâíîé çàäà÷è â áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå V ê äèñêðåòíîé çàäà÷å, ôîðìóëèðóåìîé â
êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå VN . Ñðåäè íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûõ ïîäõî-
äîâ ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò â ïåðâóþ
î÷åðåäü îòìåòèòü ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çà-
äà÷è, èñêîìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íå ôóíêöèåé, çàäàííîé â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííûõ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî-
÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþò ñëàáàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà çàäà÷è, ìåòîä Ãàëåðêèíà è ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèé ôèíèòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé Ψn(x), n = 1, . . . , N , èìåþùèõ êîìïàêòíûé
íîñèòåëü è óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì:

U(x) =
N∑
n=1

cnΨn(x), Ψn(x) 6= 0, |x− xn| 6 ∆x, Ψn(x) = 0, |x− xn| > ∆x, (2.6)

Íåñìîòðÿ íà ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ äàííûõ ïîäõîäîâ äèñêðåòíûå ìîäåëè ìîãóò ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñîâïàäàòü. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòè äâà ìåòîäà íà ïðèìå-
ðå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà åäèíè÷íîì îòðåçêå
ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå:

d

dx
λ(x)

du

dx
− q(x)u = f(x), x ∈ (0, 1), (2.7)

u(0) = 0, u(1) = 0. (2.8)

Äëÿ ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîé ðàçíîñòíîé ìîäåëè â îáëàñòè Ω = (0, 1) îïðåäå-
ëèì ìíîæåñòâî òî÷åê ωh = {x0, x1, . . . , xN}, ðàçáèâàþùåå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è íà íåêîòîðîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ. Êàê ïðàâèëî
0 6 x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN 6 1. Ìíîæåñòâî ωh íàçûâàåòñÿ ñåòêîé, à ñàìè
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òî÷êè xk, k = 0, . . . , N � óçëû ñåòêè . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè íàçû-
âàþò øàãîì ñåòêè, hk = xk − xk−1. Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè, êîãäà âñå øàãè îäèíàêîâû: h1 = h2 = . . . hn = h. Äëÿ
òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé â óçëàõ ñåòêè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: u(xk) = uk, U(xk) = Uk.

Êîíå÷íî�ðàçíîñòíûé ìåòîä îñíîâàí íà çàìåíå ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíîé
çàäà÷è íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùèå ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
íà ñåòêå:

du(xk)

dx
=
uk+1 − uk−1

2h
+
h2

6
u′′′ +O(h4), (2.9)

d2u(xk)

dx2
=
uk+1 − 2uk + uk−1

h2
+
h2

12
u(4) +O(h4), (2.10)

d

dx
λ(xk)

du(xk)

dx
=
λk+1/2 (uk+1 − uk)− λk−1/2 (uk − uk−1)

h2
+O(h2), (2.11)

ãäå λk±1/2 = λ((xk + xk±1)/2) èëè λk±1/2 = (λ(xk) + λ(xk±1)) /2.
Óðàâíåíèÿ (2.9)�(2.11) ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ è êîýôôè-

öèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è îòðåçêîì ñòåïåííîãî ðÿäà:

uk±1 = uk ±
u′(xk)

1!
h+

u′′(xk)

2!
h2 ± u′′′(xk)

3!
h3 +

u(4)(xk)

4!
h4 +O(h5). (2.12)

λk±1/2 = λk ±
λ′(xk)

2 · 1!
h+

λ′′(xk)

4 · 2!
h2 ± λ′′′(xk)

8 · 3!
h3 +

λ(4)(xk)

16 · 4!
h4 +O(h5). (2.13)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (2.11) â (2.7) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

λk+1/2 (uk+1 − uk)− λk−1/2 (uk − uk−1)

h2
− q(xk)uk − f(xk) = R(h), xk ∈ ωh, (2.14)

ãäå R(h) = O(h2) � ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè, âîçíèêàþùàÿ â ñèëó ïðè-
áëèæåííîñòè ðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ðàçëî-
æåíèè (2.12)�(2.13) ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîì ñóùåñòâóþò è îãðàíè÷åíû, òî
ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè óáûâàíèè øàãà ñåòêè:

lim
h→0

R(h) = 0.

Åñëè øàã ñåòêè äîñòàòî÷íî ìàë ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñè-
ìàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2.7))�(2.8):

λk+1/2 (Uk+1 − Uk)− λk−1/2 (Uk − Uk−1)

h2
−q(xk)Uk−f(xk) = 0, k = 1, N − 1, (2.15)

U0 = UN = 0. (2.16)
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Óðàâíåíèÿ âèäà (2.15)�(2.16), ïîëó÷åííûå çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íàçûâàþòñÿ ðàç-
íîñòíîé ñõåìîé.

Ðàçíîñòíûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè äèñêðåòíûìè ìîäåëÿìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ çàäà÷. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå äàííàÿ ìîäåëü èìååò âèä ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Îòìåòèì, ÷òî ðàç-
ëè÷èå ìåæäó êîíå÷íî�ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì (2.14) äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è è ðàçíîñòíîé ñõåìîé (2.15)�(2.16) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷è-
íîé R(h) êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê íåâÿçêà � äèñáàëàíñ â ïðè-
áëèæåííîì ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñîãëàñîâàíà
èëè ðàçíîñòíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó, åñëè íåâÿçêà
(ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè) ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè øàãå ñåòêè ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

Êàê ïðàâèëî, ïîðÿäîê ìàëîñòè íåâÿçêè ðàçíîñòíîé ñõåìû õàðàêòåðèçóåò ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè åå ðåøåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èëè ïîðÿ-

äîê òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà � ýòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðàç-
íèöû ìåæäó ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì Uk è åãî òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè uk = u(xk)
â óçëàõ ñåòêè ïðè øàãå ñåòêè ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçíîñòíûõ ñõåì � êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé
èõ òî÷íîñòè. Ãîâîðÿ î òîì, ÷òî ÷èñëåííûé ìåòîä èìååò n-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìû
ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì h ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
δ(xk) = U(xk)−u(xk), xk ∈ ωh, èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòè: ‖δ‖ 6 Chn = O(hn),
ãäå C � ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò h.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îò ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ñîñòî-
èò â òàê íàçûâàåìîé ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Íåñëîæ-
íî çàìåòèòü â óðàâíåíèÿõ (2.9)�(2.11), ÷òî äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè (àïïðîêñèìàöèè)
ðàçíîñòíîé ñõåìû òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ âûñøå-
ãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé
ñõåìû (2.14) ìû äîëæíû èìåòü êàê ìèíèìóì ÷åòûðåæäû äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è, â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ñîäåðæèò òîëüêî âòîðûå ïðîèçâîäíûå. Òàêîãî ðîäà "ñèëüíûå"òðåáîâàíèÿ,
ïðåäúÿâëÿåìûå ê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè. Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ïîëó÷àåò-
ñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.17) íà íåêîòîðóþ äèôôåðåí-
öèðóåìóþ òåñòîâóþ ôóíêöèþ Ψ(x) ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

1ˆ

0

λ(x)
du

dx

dΨ(x)

dx
dx+

1ˆ

0

q(x)u(x)Ψ(x) dx+

1ˆ

0

f(x)Ψ(x) dx = 0. (2.17)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.17) íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è, à ôóíê-
öèÿ u(x), óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì äèô-
ôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.7)�(2.8). Ïðè ïîñòðîåíèè äèñêðåòíîé ìîäåëè íà îñíîâå
ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìû òàêæå èñïîëüçóåì äèñêðåòèçàöèþ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ðåøåíèÿ, ðàçáèâàÿ åå íà ïîäîáëàñòè ìíîæåñòâîì óçëîâ ñåòêè. Êðîìå òîãî, ìû
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îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé �ôóíêöèé ôîðìû. Îáû÷íî â êà÷åñòâå
áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî�ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè (B-ñïëàéíû)
îòëè÷íûå îò íóëÿ â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè ñåòêè. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõî-
äèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé (2.6), ñ êîýôôèöèåíòàìè cn,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâåìåòîäà Ãàëåðêèíà: êîýôôèöèåíòû cn òàêîâû, ÷òî
íåâÿçêà äèñêðåòíîé ìîäåëè îðòîãîíàëüíà âñåì áàçèñíûì ôóíêöèÿì. Ôàêòè÷åñêè
ìåòîä Ãàëåðêèíà ñîîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ëèíåé-
íóþ îáîëî÷êó áàçèñíûõ ôóíêöèéΨn, n = 1, . . . , N , ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îðòîãîíàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ çäåñü â ñìûñëå ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Ψn,Ψm) =

bˆ

a

Ψn(x)Ψm(x) dx. (2.18)

Äâå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
íóëþ:

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ cn, n = 1, . . . , N , ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèå (2.6) â
óðàâíåíèå (2.7):

N∑
n=1

{
d

dx
λ(x)

dΨn(x)

dx
cn − q(x)cnΨn(x)− f(x)

}
= R(x). (2.19)

Ïîñëå ýòîãî óìíîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî (2.19) ïîî÷åðåäíî íà áàçèñíûå
ôóíêöèè Ψm(x), m = 1, . . . , N è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà:

N∑
n=1

cn


1ˆ

0

d

dx
λ(x)

dΨn(x)

dx
Ψm(x) dx−

1ˆ

0

q(x)Ψn(x)Ψm(x)dx

−
1ˆ

0

f(x)Ψm(x) dx−

1ˆ

0

R(x)Ψm(x) dx = 0, m = 1, . . . , N.

(2.20)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â óðàâíåíèè (2.20) ðàâåí íóëþ â ñèëó òðåáîâàíèÿ îðòîãî-
íàëüíîñòè íåâÿçêè è ïðîáíûõ ôóíêöèé. Âû÷èñëåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà â óðàâíåíèè
(2.20) ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

N∑
n=1


1ˆ

0

λ(x)
dΨm(x)

dx

dΨn(x)

dx
dx+

1ˆ

0

q(x)Ψn(x)Ψm(x) dx

 cn = −
1ˆ

0

f(x)Ψm(x) dx.

(2.21)
Óðàâíåíèÿ (2.21), m = 1, . . . , N , ñîîòâåòñòâóþò ñëàáîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (2.7)�

(2.8). Êîýôôèöèåíòû cn íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
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Ac = g; (2.22)

where c = [c1, c2, . . . , cN ]T , g = [g1, g2, . . . , gN ]T ,

{Amn} =

1ˆ

0

λ(x)
dΨm(x)

dx

dΨn(x)

dx
dx+

1ˆ

0

q(x)Ψn(x)Ψm(x) dx, (2.23)

gm =

1ˆ

0

f(x)Ψm(x) dx. (2.24)

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.22) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è
ïîëíîé (îòñóòñòâóåò ïðåîáëàäàíèå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ). Îäíàêî, åñëè èñïîëüçóåìûå
áàçèñíûå ôóíêöèè Ψm(x) èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü íà îòðåçêå x ∈ [xm−1, xm+1],
òî ìàòðèöà ñèñòåìû (2.22) áóäåò èìåòü òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ
ñòðóêòóðå ìàòðèöû ðàçíîñòíîé ìîäåëè: {Am,n} = 0, êîãäà |n−m| > 1.

Ïðèìåð 2.1. Ñðàâíèì âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.7)�(2.8) äëÿ ñëåäóþùèõ âõîäíûõ äàííûõ:
λ(x) = 1, q(x) = 0, f(x) = 32(x − 0.5)4 − 4(x − 0.5)2.Ðàçíîñòíûé ìåòîä â äàííîì
ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

AU = b, (2.25)

ãäå b = [f(x1), f(x2), . . . , f(xN−1)]T , U = [U1, U2, . . . , UN−1]T � ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå çàäà÷è â òî÷êàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè, A � ñèììåòðè÷íàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (N − 1)× (N − 1):

A =
1

h2



−2 1
1 −2 1

. . .
. . .

. . .
0

0
. . .

. . .
. . .

1 −2 1
1 −2


(2.26)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé ìû ôîðìóëèðóåì ðàçíîñòíóþ
çàäà÷ó òîëüêî äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ñåòêè (xk, k = 1, . . . , N − 1). Äëÿ ó÷åòà íåíó-
ëåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå (u(0) = α, u(1) = β) ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé êîððåêöèåé ïåðâîé è ïîñëåäíåé êîìïîíåíò âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû::
b(1) = f(x1)− α/h2, b(N − 1) = f(xN−1)− β/h2.

Â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà, âõîäÿùèå â íèõ ïðîèçâîäíûå ñëåäóåò àï-
ïðîêñèìèðîâàòü êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â ãðàíè÷íûõ òî÷-
êàõ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè âêëþ÷àþòñÿ â äèñêðåòíóþ ðàçíîñòíóþ
ìîäåëü. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà îáùåãî âèäà[

λ(x)
∂u

∂x
+ α0(x)u+ γ0(x)

]
x=0

= 0,

[
λ(x)

∂u

∂x
+ αL(x)u+ γL(x)

]
x=L

= 0, (2.27)
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íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ñåòêè ωh,
â êîòîðîé ïåðâûé è ïîñëåäíèé óçëû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðàññòîÿíèè â ïîëîâèíó øàãà
ñíàðóæè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ x ∈ (0, L):

ωh = {xk = (k − 1/2)h, k = 0, 1, . . . , N, h = L/(N − 1)} . (2.28)

Èñïîëüçîâàíèå òàêîé ñåòêè ñ ôèêòèâíûìè óçëàìè ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü âòîðîé
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ óñëîâèé, ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûå òî÷êè â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèìè òî÷êàìè êðàéíèõ èíòåðâàëîâ ñåòêè, â êîòîðîé ðàçíîñòíûå
ïðîèçâîäíûå è ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé îáåñïå÷èâàþò
âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè:

λ(x0 + h/2) (U1 − U0+) /h+ α0(x0 + h/2) (U1 + U0) /2 + γ0(x0 + h/2). (2.29)

λ(xN − h/2) (UN − UN−1) /h+ α0(xN − h/2) (UN + UN−1) /2 + γ0(xN − h/2). (2.30)

Ýòè äîïîëíèòåëüíûå äâà óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü äîáàâëåíû â êà÷åñòâå ïåð-
âîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.25). Êàê ñëåäñòâèå, ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âîçðàñòàåò ñ (N − 1)× (N − 1) äî (N + 1)× (N + 1).

Ðàññìîòðèì òàêæå ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé
ôîðìû (ëèíåéíûõ B-ñïëàéíîâ):

Ψk(x) =


1− |x− xk|

h
, xk−1 6 x 6 xk+1,

0, xk−1 > x > xk+1.

(2.31)

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ äàííûõ ôóíêöèé ìû èìååì

dΨk(x)

dx
=



− 1

h
, xk−1 6 x 6 xk,

1

h
, xk 6 x 6 xk+1,

0, xk−1 > x > xk+1.

(2.32)

Äëÿ ðàñ÷åòà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è êîìïîíåíò âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû
(2.22) ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òî÷íûå âûðàæåíèÿ (2.23)�(2.24), èëè èõ ïðèáëèæå-
íèÿ, íàïðèìåð, âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

1ˆ

0

λ(x)
dΨm(x)

dx

dΨn(x)

dx
dx ' λ(xm) + λ(xn)

2

1ˆ

0

dΨm(x)

dx

dΨn(x)

dx
dx, (2.33)

1ˆ

0

q(x)Ψm(x)Ψn(x) dx ' q(xm) + q(xn)

2

1ˆ

0

Ψm(x)Ψn(x) dx, (2.34)
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1ˆ

0

f(x)Ψm(x) dx ' f(xm)

1ˆ

0

Ψm(x) dx. (2.35)

Èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ (2.33)�(2.35) äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèé ôîðìû (2.31)
ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè:

1ˆ

0

dΨm(x)

dx

dΨn(x)

dx
=



− 1

h
, n = m± 1,

2

h
, n = m,

0, |n−m| > 1,

(2.36)

1ˆ

0

Ψm(x)Ψn(x) dx =



h

6
, n = m± 1,

2h

3
, n = m,

0, |n−m| > 1,

, (2.37)

1ˆ

0

Ψm(x) dx = h. (2.38)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (2.36)�(2.38), ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ ïðèâîäèò ê äèñêðåòíîé ìîäåëè (2.22) äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ck,
k = 2, . . . , N−1, è äàííàÿ ìîäåëü ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íîé ðàçíîñòíîé ìîäå-
ëè (2.26). Êàê ñëåäñòâèå, ìû èìååì ck = Uk. Òåì íå ìåíåå, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü åùå
ðàç, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ôîðìàëüíîå ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ck, è Uk, èõ ñìûñë îñòàåòñÿ
ðàçëè÷íûì. Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ðåøåíèå èìååò ñìûñë ïðèáëèæåííûõ çíà-
÷åíèé èñêîìîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó êóñî÷íî ëèíåéíûõ
ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èìååò áîëåå øèðîêèå âîçìîæíîñòè
ïîâûñèòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû âû÷èñëèì çíà÷å-
íèå èíòåãðàëà (2.35) àíàëèòè÷åñêè (òî÷íî), òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé
çàäà÷è.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íèæå (ñì. ðèñ. 2.1).

%% Ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

%% äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

%% u''=32(x-0.5)^4-4(x-0.5)^2

%% u(0)=u(1)=1.

%% Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ëèíåéíûìè Â-ñïëàéíàìè

syms t v(t)
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N=31; h = 1/(N-1);

x = 0:h:1; %

x0 = x(2:end-1); % Ñåòêà

Nx = length(x0);

%Òî÷íîå ðåøåíèå íà ñåòêå

v = dsolve(diff(v,2)==32*(t-0.5).^4-4*(t-0.5).^2,v(0)==0,v(1)==0);

u=(subs(v,t,x0));

%Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè

f = @(x)32*(x-0.5).^4-4*(x-0.5).^2;

for m=1:Nx

b0(m) = int((32*(t-0.5)^4-4*(t-0.5)^2)*(1+(t-x0(m))/h),x(m),x0(m))+...

int((32*(t-0.5)^4-4*(t-0.5)^2)*(1-(t-x0(m))/h),x0(m),x(m+2));

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

bb=eval(b0);

e=ones(Nx,1);

A = spdiags([e,-2*e, e],-1:1,Nx,Nx)/h;

C=A\bb(:);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%% FDM

A = spdiags([e,-2*e, e],-1:1,Nx,Nx)/h^2;

b= f(x0);

U=A\b(:);

semilogy(x0,abs(C-u(:)),'.-',x0,abs(U-u(:)),'o')

xlabel('x')

ylabel('Err')

legend('FEM','FDM')

FDM_ERR=norm(U-u(:))/norm(u)

FEM_ERR=norm(C-u(:))/norm(u)

Ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ðåøåíèè
ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê äèñêðåòíûì
ìîäåëÿì â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííîé ëåí-
òî÷íîé ìàòðèöåé òðåõäèàãîíàëüíîãî âèäà. Òàêîãî ðîäà ñèñòåìû ìîãóò áûòü ýô-
ôåêòèâíî ðåàëèçîâàíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà èëè åãî ìîäèôèêàöèé � ìåòîäà
ïðîãîíêè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè òàêîé ñèñòåìû èìååò ïîðÿ-
äîê O(N) âìåñòî O(N3), èìåþùåãî ìåñòî â ñëó÷àå ÷èñëåííîãî àíàëèçà ëèíåéíûõ
ñèñòåì ñ ïîëíîé ìàòðèöåé.

Ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñêðåò-
íàÿ ìîäåëü òàêæå áóäåò íåëèíåéíîé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ àíàëèçà àëãåáðàè÷åñêîé
çàäà÷è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä, âûáîð êîòîðîãî
÷àùå âñåãî çàâèñèò îò ïîñòàíîâêè èñõîäíîé çàäà÷è.

Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò λ â óðàâíåíèè (2.7) çàâèñèò îò ðå-
øåíèÿ: λ = λ(x, u). Â ýòîì ñëó÷àå äèñêðåòíàÿ ìîäåëü áóäåò àíàëîãè÷íà ëèíåéíîé
çàäà÷å (2.25), îäíàêî ýëåìåíòû ìàòðèöû áóäóò çàâèñåòü îò ðåøåíèÿ:

A(U)U = b. (2.39)
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Ðèñ. 2.1. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.7)�(2.8) äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé âõîäíûõ äàííûõ:
λ(x) = 1, q(x) = 0, f(x) = 32(x− 0.5)4 − 4(x− 0.5)2 (ñëåâà) è ïîãðåøíîñòè ìåòîäà

êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ñïðàâà).

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2.39) âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè çíà÷è-
ìûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä:

A(U (k))U (k+1) = b, k = 1, 2, . . . , U (0) = 0. (2.40)

Âîçìîæíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ îòñóñòâèåì ñõîäèìîñòè èòåðàöèé (2.40) ìî-
ãóò áûòü óñòðàíåíû ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà â âèäå ðåëàêñà-
öèîííîé ïðîöåäóðû:

A(Ũ (k))U (k+1) = b, Ũ (k) = (1− σ)Ũ (k−1) + σU (k), 0 < σ 6 1. (2.41)

Ïîäâîäÿ èòîã îòìåòèì íàèáîëåå ïðèìå÷àòåëüíûå îñîáåííîñòè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåæäå âñåãî, íà ïðîòÿæåíèè áîëåå ïîëîâèíû ñòî-
ëåòèÿ ýòè äâà ïîäõîäà çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ êàê íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû
÷èñëåííîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ýôôåêòèâíîñòü äàííûõ ìå-
òîäîâ âî ìíîãîì ñâÿçàíà ñî ñòðóêòóðîé ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì äèñêðåòíûõ ìîäåëåé â
âèäå ñèñòåì ñ ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé ëåíòî÷íîãî òèïà, äîïóñêàþùåé ýôôåêòèâíîå
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îáðàùåíèå. Êàê ñëåäñòâèå, ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âî
ìíîãîì îòâå÷àþò êîìïðîìèññó ìåæäó äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ è óìåðåííîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Ýòè ìåòîäû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ è àäàïòèâíûõ ñåòîê, ÷òî
âàæíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ ñ íåîäíîðîäíûìè ðåøåíèÿìè, âêëþ÷àÿ ñèíãóëÿð-
íûå ðåæèìû è ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ. Íàêîíåö,
çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðàçðàáîòàíî áîëüøîå ÷èñëî ìîäèôèêàöèé äàííûõ ìåòî-
äîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü èõ âû÷èñëèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàê â îáùåì
ñëó÷àå, òàê è â ñëó÷àå ðåøåíèÿ âàæíûõ ÷àñòíûõ çàäà÷. Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè
ýòèõ äâóõ êëàññîâ ìåòîäîâ ìîãóò áûòü êðàòêî ðåçþìèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè âàì íåîáõîäèìî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó êàê ìîæíî áûñò-
ðåå è âû íå èìååòå îïûòà â îáëàñòè ÷èñëåííîãî àíàëèçà, òîãäà ðàçíîñòíûé ìåòîä,
ïîæàëóé, ìîæåò áûòü ëó÷øèì âûáîðîì. Îäíàêî, åñëè âû èùèòå ìîùíûé âû÷èñëè-
òåëüíûé àïïàðàò, êîòîðûé ïîçâîëèò ðåøèòü íå òîëüêî òåêóùèå ïðîáëåìû, íî ñïî-
ñîáåí îáåñïå÷èòü íàäåæíóþ ïîääåðæêó ïðè ðàçâèòèè è ñîâåðøåíñòâîâàíèè äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ìîäåëè, òîãäà ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â åùå áîëüøåé ñòåïåíè ïðè
ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Óïðàæíåíèå 2.1.

1. Îöåíèòå ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è, ðàñ-
ñìîòðåííîé â ïðèìåðå âûøå êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

bn ' f(xn) + (f(xn−1)− 2f(xn) + f(xn+1)) /12.

2. Ïðîâåðüòå îòâåò íà âîïðîñ óïðàæíåíèÿ 1, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èç-
ìåíåíèÿ â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äëÿ îöåíêè ôàêòè÷åñêîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè ìåòîäà. Ñðàâíèòå îöåíêè òî÷íîñòè è ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñõåìû.

3. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû {Akm} äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ (2.22)�(2.23) äëÿ ñëó÷àÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.7)�(2.8) ñ êîýôôèöèåíòàìè
λ(x) = 1+x2 è q(x) = 0. Êàêèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû
ïîëó÷åííàÿ â èòîãå ñõåìà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áûëà ýêâèâàëåíòíà ðàçíîñòíîé ñõåìå
(2.14)?

4. Ñðàâíèòå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå, èñïîëüçóÿ ôóíêöèè
Matlab tic è toc. Êàêîé èç ìåòîäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì?

5. Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.7)�(2.8) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå èíòåãðàëü-
íîå òîæäåñòâî:

1ˆ

0

f dx = λ(x)
du(x)

dx

∣∣∣∣
x=1

− λ(x)
du(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

. (2.42)

Âûâåäèòå äèñêðåòíûé àíàëîã äàííîãî òîæäåñòâà äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.15). Äèñ-
êðåòíûé àíàëîã ïîäðàçóìåâàåò èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ â èñõîäíîé íåïðåðûâ-
íîé ìîäåëè. Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà íà îñíîâå ÷èñëåííûõ
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ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíåíèé â ïðîãðàììíóþ ðå-
àëèçàöèþ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà.

6. Ïðåäëîæèòå ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà:

λ(x)
du(x)

dx
|x=0 = µu(x) |x=0 , λ(x)

du(x)

dx
|x=0 = µ. (2.43)

Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ (2.9).
7. Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ìåòîäû äëÿ ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è:
1

r

d

dr

(
r
du

dr

)
= f(r), x ∈ (0, 1), (2.44)

du

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0, u(1) = 0. (2.45)

Èñïîëüçóéòå äèñêðåòèçàöèþ çàäà÷è íà ñåòêå ñ ôèêòèâíûì óçëîì â òî÷êå r = −h/2,
ãäå h � ðàçìåð øàãà ñåòêè.

2.3. Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû

Èäåÿ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà áàçèñíûõ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ψn(x), n = 0, 1, 2, . . . , N − 1:

u(x) ≈ ũ(x) =
N−1∑
n=0

a(n)ψn(x), x ∈ [a, b], (2.46)

ãäå êîýôôèöèåíòû a(n) îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó èñêî-
ìîé ôóíêöèÿ u(x) è åå ïðèáëèæåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ũ(x) áûëà ìèíèìàëüíîé â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ ñïåêòðàëü-
íûõ ìåòîäîâ íå òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé (ñðàâíèòå
ïðåäñòàâëåíèÿ (2.46) è (2.6)).

Äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ êîëëîêàöèè èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå:

u(x) ≈ ũ(x) =

N−1∑
n=0

α(x)

α(xn)
ûnφn(x), x ∈ [a, b] (2.47)

ãäå α(x) � íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, u(xn) = ũ(xn) = ûn, à óçëû èíòåðïîëÿöèè xn,
n = 0, 1, . . . , N − 1 íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè êîëëîêàöèè: a 6 x0 < x1 < · · · < xN 6 b.
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé φn(x) íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, (φn(x), φk(x)) = δnk, ãäå (·, ·) è δnk � ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è ñèìâîë Êðîíåêåðà:

(φn(x), φk(x)) =

bˆ

a

η(x)φn(x)φk(x) dx, δnk =

{
1, n = k,
0, n 6= k.

(2.48)
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Çäåñü η(x) � íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà êîýôôè-
öèåíòû a(n) â ðàçëîæåíèè (2.46) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

a(n) = (u(x), φn(x)) . (2.49)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (2.49) ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå óçëîâ ñåòêè xk ∈ [a, b].
Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ïðèíÿòî
íàçûâàòü ïñåâäîñïåêòðàëüíûìè.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ôóðüå, îñíîâàí-
íûé íà èñïîëüçîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, ïåðèîäè÷åñêèõ íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå x ∈ [0, L]:

ψn(xk) = exp

(
i2πn

L
xk

)
, xk = kh, k = 0, 1, 2, . . . N − 1, h = L/N. (2.50)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ñåòî÷íîé ôóíêöèè ũ(xk) ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå a(n)
è îáðàòíî,

a(n) =

N−1∑
k=0

ũ(xk) exp

(
− i2πn

L
xk

)
, n = 0, 1, . . . N − 1, (2.51)

ũ(xk) =
1

N

N−1∑
n=0

a(n) exp

(
i2πn

L
xk

)
, k = 0, 1, . . . N − 1, (2.52)

èçâåñòåí êàê ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Äàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð:

a = Fu, u = F−1a, (2.53)

ãäå

F =
1√
N



ψ0,0 ψ0,1 . . . ψ0,N−1

ψ1,0 ψ1,1 . . . ψ1,N−1

. . . . . . . . . . . .

ψN−1,0 ψN−1,1 . . . ψN−1,N−1


, (2.54)

F−1 =
1√
N



ψ−10,0 ψ−10,1 . . . ψ−10,N−1

ψ−11,0 ψ−11,1 . . . ψ−11,N−1

. . . . . . . . . . . .

ψ−1N−1,0 ψ−1N−1,1 . . . ψ−1N−1,N−1


, (2.55)
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u = (ũ(x0), ũ(x1), . . . , ũ(xN−1))T , a = (a(0), a(1), . . . , a(N − 1))T , (2.56)

ψkm = exp(−i2πkm/N). (2.57)

Ïîñòîÿííûå ωk = 2πk/L èìåþò ñìûñë ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ôóíê-
öèé. Ìàòðèöû F è F−1 = F ∗ � ìàòðèöû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñêðåòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé Ôóðüå. Âû÷èñëåíèå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ñîãëàñíî
(2.53) èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü O(N2).

Îäíî èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ìåòîäà Ôóðüå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèñêðåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñ âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè ïîðÿä-
êà O(N log(N)) ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå ÁÏÔ . Â ñëó÷àå êîãäà N ðàâíî öåëîé ñòåïåíè äâîéêè, N = 2m, m = 1, 2, 3, . . . ,
àëãîðèòì ÁÏÔ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îñîáîãî ðîäà ôàêòîðèçàöèè öèðêó-
ëÿíòíîé ìàòðèöû, êàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 1:

F = SmSm−1, · · ·S1, (2.58)

ãäå Sk, k = 1, 2, . . .m � ðàçðåæåííûå ìàòðèöû ñ íå áîëåå ÷åì äâóìÿ íåíóëåâûìè
ýëåìåíòàìè â êàæäîé ñòðîêå. Êàê ñëåäñòâèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ
Sku èìååò ïîðÿäîê O(N). Â èòîãå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü öåïî÷êè ïðîèçâåäåíèé
SmSm−1, · · ·S1u ñîñòàâëÿåò O(Nm) = O(N logN).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a(k), ðàâíî êàê è ïðåîáðàçóåìûé âåêòîð u(x), ïîëàãàþòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèìè:

u(x) = u(x+ L), a(k) = a(k + sN), s = ±1,±2, . . . . (2.59)

Ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç N ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé â äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè u(xk) è åå êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå a(k), k = m,m+1, . . . ,m+N−1. Äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé èñïîëüçóåòñÿ
ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòîòíàÿ ïîëîñà:

ũ(xk) =
1

N

N/2−1∑
n=−N/2

a(n) exp

(
i2πn

L
xk

)
, k = 0, 1, . . . N − 1. (2.60)

Ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè (2.60) ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê êîíå÷íûé îòðåçîê ðÿäà Ôóðüå. Åñëè ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé (èìååò p íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ) òîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå áûñòðî
óáûâàþò

a(n) = O(n−(p+2)). (2.61)

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ôóðüå àññîöèèðóåòñÿ ñ ýôôåêòîì ìàñêèðîâêè ÷à-

ñòîò, êîãäà âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû a(k) çà ïðåäåëàìè ÷àñòîòû Íàéêâè-
ñòà, |k| > N/2, ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê êîìïîíåíòå a(m) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (2.59),

1Ñïåöèàëüíûé êëàññ Òåïëèöåâûõ ìàòðèö â êîòîðûõ êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòðîêà õàðàêòåðèçóåòñÿ
âðàùåíèåì íà îäèí ýëåìåíò âïðàâî ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåé ñòðîêå. Çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà
öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö â ÷èñëåííîì àíàëèçå ñ ñâÿçàíû ñ âîçìîæíîñòüþ ïðèâåäåíèÿ èõ ê äèàãîíàëü-
íîìó âèäó ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
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|m| = |k| − N [k/N ]. Çäåñü [k/N ] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü îòíîøåíèÿ k/N . Äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæíà âûáèðàòüñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå çà ïðåäåëàìè ÷àñòîòû Íàéêâèñòà áûëè ïðå-
íåáðåæèìî ìàëû. Ýòî ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî âûáîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N .

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ÁÏÔ ìîæíî
ïðèìÿòüñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç
óðàâíåíèÿ (2.60)

dmũ(x)

dxm
=

1

N

N/2−1∑
n=−N/2

(
i2πn

L

)m
a(n) exp

(
i2πn

L
x

)
. (2.62)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå ñâîäèòñÿ ê ïîýëåìåíòíîìó óìíîæåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå a(n) íà
ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ÷àñòîò iωn, n = −N/2,−N/2− 1, . . . N/2− 1.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (2.47) îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé
âåêòîðîì çíà÷åíèé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ìàòðèöû
D(m) ðàçìåðíîñòè N ×N , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìàòðèöåé äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ:

D
(m)
k,n =

dm

dxm

[
α(x)

α(xn)
φn(x)

]
x=xk

(2.63)

Ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ñïåêòðàëüíîé
ìàòðèöû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ.

u(m) = D(m)u, (2.64)

ãäå u = (ũ0, ũ1, . . . , ũN−1)T , ũk = ũ(xk), u(m) = (ũ
(m)
0 , ũ

(m)
1 , . . . , ũ

(m)
N−1)T ,

u
(m)
k =

[
dmũ

dxm

]
x=xk

.

Ìàòðèöà ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà m â ìåòî-
äå Ôóðüå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(m) = F−1ΩmF, (2.65)

ãäå F è F−1 � ìàòðèöû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Ω � äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà N ×N , òàêàÿ, ÷òî Ωk,k = iωk, Ωk,m 6=k = 0.

Â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãäå ìàòðè-
öà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé ëåíòî÷íîé, ìàòðèöà ñïåê-
òðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Êàê ñëåäñòâèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíîñòíûìè
è êîíå÷íî ýëåìåíòíûìè. Òåì íå ìåíåå, âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñïåê-
òðàëüíûõ ìîäåëåé â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèé êîìïåíñèðóåòñÿ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò â èòîãå ïðåèìóùåñòâà äàííîãî êëàññà ìåòîäîâ. Êðî-
ìå òîãî, ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû ñ ìàòðèöåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåïëèöåâà òèïà ïðè
èñïîëüçîâàíèè ÁÏÔ àëãîðèòìà ñïîñîáíû îáåñïå÷èòü íåïðåâçîéäåííóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü.
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Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ôóðüå, ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèÿì, èìåþùèì ðàçëè÷íóþ ñòå-
ïåíü ãëàäêîñòè:

u1(x) = exp(−16x4), u2(x) =

{
exp(−16x2), x ∈ [−π, 0],
exp(−16x4), x ∈ [0, π].

(2.66)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u1(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé, â òî âðå-
ìÿ êàê ôóíêöèÿ u2(x) èìååò ëèøü îäíó íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ Ôóðüå ïðåäñòàâëåíû íèæå.

% Ïîãðåøíîñòü ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ôóðüå

% â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

N = 128/1;

h = 2*pi/N;

x = -pi:h:pi-h; %Note, the last point is omitted

d = 1i*fftshift(-N/2:N/2-1);

%%%% ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u_1(x)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

u1 = exp(-8*x.^4);

%%%% íå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u_1(x)%%%%%%%%%%%%%%%%%%

u2(1:N/2) = exp(-8*x(1:N/2).^4);

u2(N/2+1:N) = exp(-8*x(N/2+1:N).^2);

%%% òî÷íûå ïðîèçâîäíûå %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

du1 = -32*x.^3.*exp(-8*x.^4);

du2(1:N/2) = -32*x(1:N/2).^3.*exp(-8*x(1:N/2).^4);

du2(N/2+1:N) = -16*x(N/2+1:N).*exp(-8*x(N/2+1:N).^2);

%%% Ñïåêòðàëüíûå ïðîèçâîäíûå %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Du1 = ifft(d.*fft(u1));

Du2 = ifft(d.*fft(u2));

%%%%error of the spectral differentiation %%%%%%

err1 = abs(Du1-du1);

err2 = abs(Du2-du2);

m=1:4:length(x);

semilogy(x(m),err1(m),'o-',x(m),err2(m),'.-','LineWidth',1)

legend('smooth','non smooth')

xlabel('x')

ylabel('Ïîãðåøíîñòü ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ')

grid

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.2 ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü
ïîãðåøíîñòè ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ôóðüå îò ãëàäêîñòè äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè. Äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u1(x) ïîãðåøíîñòü
ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äîñòèãàåò ïîðîãà âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
íà ñðàâíèòåëüíî ãðóáîé ñåòêå N > 128. Â ñëó÷àå ôóíêöèè u2(x) ïðîèçâîäíûå âûñ-
øåãî ïîðÿäêà ðàçðûâíûå ïðè x = 0. Êàê ñëåäñòâèå, îøèáêà ñïåêòðàëüíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî âûøå è ìåäëåííî óáûâàåò ñ óìåíü-
øåíèåì øàãà ñåòêè.
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Ðèñ. 2.2. Ïîãðåøíîñòè ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ôóðüå â ñëó÷àå ãëàäêîé è íå
ãëàäêîé ôóíêöèè ïðè N = 128.

Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ïîêàçûâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ñïåêòðàëü-
íîãî ìåòîäà â ñëó÷àå äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî, åñëè ôóíê-
öèÿ èëè åå ïðîèçâîäíûå ðàçðûâíû, òî ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû òåðÿþò ñâîè ïðåèìó-
ùåñòâà. Îòìåòèì, ÷òî â ñïåêòðàëüíîì ìåòîäå Ôóðüå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ òàêæå íà ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè çà ïðåäåëû ðàññìàòðè-
âàåìîãî èíòåðâàëà. Â ñèëó ïîñëåäíåãî, ìåòîä Ôóðüå ìîæåò ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïåðè-
îäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè èëè ñ ôèíèòíûìè ôóíêöèÿìè, îáðàùàþùèìèñÿ
â íîëü âíå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà. Äëÿ íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé íàèáîëåå ïîäõî-
äÿùèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå.

Íàðÿäó ñ ìåòîäîì Ôóðüå, îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ×åáûøåâà, êîòîðûé
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Ìàòðèöà ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà âû÷èñëÿåòñÿ
íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.47) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé α(x) ≡ 1
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è èíòåðïîëÿöèîííûìè óçëàìè, îïðåäåëÿåìûìè òî÷êàìè ýêñòðåìóìîâ ïîëèíîìà ×å-
áûøåâà ïåðâîãî ðîäà:

Tn(x) = cos (n arccos(x)) , x ∈ [−1, 1], n = N − 1 :

xk = − cos
(k − 1)π

N − 1
, k = 1, ..., N (2.67)

Áàçèñíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φk(x) =
(−1)k

ck

1− x2

(N − 1)2
T ′N (x)

x− xk
, c1 = cN = 2, c2 = ... = cN−1 = 1. (2.68)

Ñîãëàñíî (2.50), (2.68) ýëåìåíòû ìàòðèöû ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
×åáûøåâà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

D
(1)
1,1 =

2(N − 1)2 + 1

6
, (2.69)

D
(1)
N,N = −2(N − 1)2 + 1

6
, (2.70)

D
(1)
k,k =

−xk
2(1− x2k)

, k = 2, ..., N − 1, (2.71)

D
(1)
k,n =

ck
cn

(−1)k+n

(xk − xn)
, k 6= n, k, n = 1, ..., N, (2.72)

Ôàêòè÷åñêè êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D
(1)
k,n ÷èñëåííî ðà-

âåí ïðîèçâîäíîé èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà φn(x) (2.68) â òî÷êå x = xk. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ñïåêòðàëüíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

D(m) = D(1)m. (2.73)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî âèäà ìàòðèö äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìóëà (2.73),
âîîáùå ãîâîðÿ, íå âïîëíå ïîäõîäèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà.

Íàïðèìåð, ìàòðèöà ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D
(1)
C èìååò âèä

D
(1)
C =

1

2h



0 1 0 0

−1 0
. . .

. . .

0
. . .

. . .
. . . 0

. . .
. . . 0 1

0 0 −1 0


. (2.74)

Îäíàêî, äëÿ àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïðàâîé è ëåâîé ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ âìåñòî êâàäðàòà ìàòðèöû öåíòðàëüíîé ïðîèçâîäíîé:

D(2) = D
(1)
B D

(1)
F = D

(1)
F D

(1)
B , (2.75)
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ãäå

D
(1)
B =

1

h



1 0 0 0

−1 1
. . .

. . .

0 −1
. . .

. . . 0
. . .

. . . 1 0
0 0 −1 1


D

(1)
F =

1

h



−1 1 0 0

0 −1
. . .

. . .

0
. . .

. . .
. . . 0

. . .
. . . −1 1

0 0 0 −1


. (2.76)

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ìàòðèöû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì âïîëíå ïðîçðà÷-
íîå ïîíèìàíèå îáùèõ ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â
÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ñîñòîèò â çàìåíå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà íà ñïåêòðàëüíóþ ìàòðèöó äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, â êîòîðîé ó÷òåíû êðàåâûå óñëîâèÿ.

Â ñëó÷àå ìåòîäà Ôóðüå êðàåâûå óñëîâèÿ ïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, ÷òî àâòî-
ìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåòñÿ âûáîðîì ïåðèîäè÷åñêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ñïåêòðàëü-
íîãî ìåòîäà ×åáûøåâà êðàåâûå óñëîâèÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà ìîãóò áûòü çàäàíû ñ
ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäèôèêàöèè êðàéíèõ ñòðîê ìàòðèöû äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé ïîñòàíîâêó êðàåâûõ óñëîâèé.

Ïðèìåð 2.3. Ïîñòðîèì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ×åáûøåâà äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è èññëåäóåì åãî ýôôåêòèâíîñòü íà çàäà÷àõ
ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ:

d2u

dx2
= f(x), x ∈ [−1, 1], (2.77)

u(−1) = a, u(1) = b. (2.78)

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
f(x) = −x2/12, (2.79)

è ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì:

u(x) = x4 − 1. (2.80)

Âî âòîðîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ïîëàãàåòñÿ ðàçðûâíîé:

f(x) = 50 sign(x). (2.81)

Êàê ñëåäñòâèå, ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òàê-
æå áóäóò ðàçðûâíûìè. Òî÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä

u(x) = 25 sign(x)
(
x2 − |x|

)
. (2.82)

Äèñêðåòèçàöèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ è çàìåíà äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé
ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

D(2)U = F, (2.83)
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ãäå F = (a, f(x1), f(x2), . . . , f(xN−2), b)T . Îòìåòèì, ÷òî ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ñòðîêè
ìàòðèöû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò ìîäèôèöèðîâàòü ñîãëàñíî êðàåâûì óñëîâè-
ÿì, ÷òîáû ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è (2.83) áûëî îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Â
ñëó÷àå íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé ýòè ñòðîêè (ðàâíî êàê ïåðâûé è ïîñëåäíèé ñòîëá-
öû ìàòðèöû D(2)) ìîãóò áûòü ïðîñòî óäàëåíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óäàëÿþòñÿ
ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíòû âåêòîðà F .

Äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå îáùåãî âèäà ýëåìåíòû ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîê
ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, çíà÷åíèÿ êî-
òîðûõ çàäàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå. Ïðè ýòîì ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíò âåêòîðà
ïðàâîé ÷àñòè F çàäàþòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì êðàåâûì çíà÷åíèÿ.

Â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà, íàïðèìåð,(
du

dx
− αu

) ∣∣∣
x=−1

= β, (2.84)

ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D(2), îòâå÷àþùàÿ ãðàíè÷íîé òî÷êå
x = −1, çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêîé ìàòðèöû D(1) ñ äîáàâëåíèåì ê äèàãî-
íàëüíîìó ýëåìåíòó ýòîé ñòðîêè ñëàãàåìîãî −α. Ïåðâîìó ýëåìåíòó âåêòîðà F ñîîò-
âåòñòâåííî ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå β.

%% Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u"=sign(x)*50 %%%%

%%% ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ %%%%%%%%

%% Êîíå÷íûå ðàçíîñòè â ñðàâíåíèè ñî ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì %%

clear; k = 0;

for H = [1e-1,5e-2,2.5e-2,1e-2,5e-3,2e-3,1e-3]

k = k+1;

h = H;

x = -1+h:h:1-h;

N = length(x);

e = ones(N,1)/h^2;

%%%% êîíå÷íîðàçíîñòíàÿ ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ %%%%%%%%%%%%%

A = spdiags([e,-2*e,e],-1:1,N,N);

f = -12*x.^2;

u = A\(f(:));

%%%% = òî÷íîå ðåøåíèå =%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

U = -x.^4+1;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

j = 0:N-1;

xx = -cos(j.*pi/(N-1));

%%%% ìàòðèöà ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà %%%%%%%%%%

D = gallery('chebspec',N);

AA = D*D; %âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

%%%% = Êðàåâûå Óñëîâèÿ = %%%%%%%%%%%%%%%%%

AA(1,1) = 1;

AA(1,2:end) = 0;

AA(N,N) = 1;

AA(N,1:end-1)=AA(N,1:end-1)*0;



2.3. Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû 51

f = -12*xx.^2;

f(end) = 0;

f(1) = 0;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

uu = AA \ f(:);

%%%% = òî÷íîå ðåøåíèå =%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

UU=-xx.^4+1;;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

err_fd(k) = norm(U(:)-u)/norm(U);

err_sc(k) = norm(UU(:)-uu)/norm(UU);

Ns(k) = N;

end

loglog(Ns,err_fd,'o-',Ns,err_sc,'.-','LineWidth',2)

legend('FD','SC')

title('Err. Finite-Difference vs. Spectral Chebyshev')

xlabel('N');

ylabel('||\delta||/||u||');

axis([15 3000 1e-17 1]);

grid

figure

plot(xx,UU,'r','LineWidth',2)

title('Solution of the Equation u"=sign(x)*50')

xlabel('x');

ylabel('u(x)');

axis([-1 1 0 1.5]);

grid

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ìåòîä
×åáûøåâà äåìîíñòðèðóåò î÷åíü âûñîêóþ òî÷íîñòü íà îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ñåòêå.
Ìàòðèöà ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà äàåò ïðàêòè÷åñêè òî÷íûå
ðåçóëüòàòû ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè ñòåïåíè (N − 1). Â
ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü îãðàíè÷åíà òîëüêî âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ (ïî-
ãðåøíîñòüþ îêðóãëåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé).

Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â äàííîì ñëó÷àå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
Äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè, ñðàâíèìîé ñ òî÷íîñòüþ ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, ðàçíîñò-
íûé ìåòîä òðåáóåò î÷åíü ïîäðîáíóþ ñåòêó ñ ÷èñëîì óçëîâ ïîðÿäêà N ' 105.

Òåì íå ìåíåå, ïðåèìóùåñòâà ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ×åáûøåâà ìîãóò ïðîÿâëÿòü-
ñÿ òîëüêî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è
(2.77)�(2.78), (2.80) ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ. Òî÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä
êóñî÷íî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè (2.82). Ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îò ðåøåíèÿ (ñì. (2.10)).
Êàê ñëåäñòâèå, íà ïàðàáîëè÷åñêîì ðåøåíèè îøèáêà äèñêðåòèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû îáðàùàåòñÿ â íîëü. Äàííûé ôàêò ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 2.3.

×òî êàñàåòñÿ ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, òî â ñëó÷àå íåãëàäêîãî ðåøåíèÿ åãî ïî-
ãðåøíîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà è ñðàâíèìà ñ ïîãðåøíîñòüþ ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ïðè
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Ðèñ. 2.3. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.77)�(2.79) (ñëåâà) è äèíàìèêà îòíîñèòåëüíîé îøèáêè
ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ×åáûøåâà (SC) è ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò

÷èñëà óçëîâ ñåòêè (ñïðàâà)

ðåøåíèè çàäà÷è (2.77)�(2.79) (ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.3 è
ðèñ. 2.3 ).

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷íîñòü ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà (â äàí-
íîì ñëó÷àå ýòî ìåòîä ×åáûøåâà) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ
çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî, ïîãðåøíîñòü ìåòîäà èìååò ñòåïåííóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè:

‖δ‖ = ‖U − u‖ 6 CN−m, (2.85)

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, N � ÷èñëî óçëîâ ñåòêè, m õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè. Äëÿ áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ è ìåòîäîâ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ m = 2 èëè m = 4. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ñóùå-
ñòâåííî âûøå è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îãðàíè÷åíà íå ñòîëüêî âíóòðåííèìè îñîáåí-
íîñòÿìè ìåòîäà, ñêîëüêî ãëàäêîñòüþ ðåøåíèÿ. Äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ðåøåíèé îöåíêà (2.85) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m > 0. Äëÿ ðåøåíèé,
èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñõîäèìîñòü ñïåê-
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Ðèñ. 2.4. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.77)�(2.78), (2.80) (ñëåâà) è äèíàìèêà ïîãðåøíîñòè
ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ×åáûøåâà (SC) è ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò

÷èñëà óçëîâ ñåòêè (ñïðàâà).

òðàëüíûõ ìåòîäîâ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð, ò.å. áûñòðåå, ÷åì ñòåïåííàÿ
ñõîäèìîñòü (2.85):

‖δ‖ = ‖U − u‖ 6 exp(−CN). (2.86)

Â ñëó÷àå ôóíêöèé, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ âïëîòü äî ïîðÿäêà p − 1, ïðèíàäëåæàò
êëàññó èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ν-é ïðîèçâîäíîé, ν < p,
èìååò ñëåäóþùóþ îöåíêó:

‖u(ν) −D(ν)U‖ 6 CN−(p−ν+1), (2.87)

äëÿ p > 1.
Â ñëó÷àå çàäà÷è (2.77)�(2.78), (2.80), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

çàäàíà óðàâíåíèåì (2.81) è p = 3, ñîãëàñíî îöåíêå (2.87) ìû èìååì âòîðîé ïîðÿäîê
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2.3.

Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ ñëó÷àåâ îöåíêà ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó. Â ñèëó ýòîãî íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá
óáåäèòüñÿ â ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñðàâíåíèè ïðèáëèæåííûõ
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ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2-3 ñåòîê ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì óç-
ëîâ. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ýìïèðè÷åñêèõ ïðàâèë, ïîçâîëÿþùèõ îöå-
íèòü àäåêâàòíûé ðàçìåð øàãà äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìóþ òî÷íîñòü. Íàïðèìåð, ïðè
ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ ðàçóìíî ñîèçìåðÿòü âûáîð ðàçìåðà øàãà ñ
ïåðèîäîì êîëåáàíèé èëè äëèíîé âîëíû. Â ÷àñòíîñòè, íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè 5% ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîëíîâûõ ïðî-
öåññîâ ñî ñðåäíåé äëèíîé âîëíû λ íåîáõîäèìîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå ñåòêè
äëÿ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî
ïðè ðàçìåðå øàãà äèñêðåòèçàöèè h ' λ/20, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ìå-
òîäîâ Ôóðüå (×åáûøåâà) h ' λ/3.5. Äëÿ äîñòèæåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
1% ñîîòâåòñòâåííî òðåáóåòñÿ ðàçìåð øàãà äëÿ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ h ' λ/40, à äëÿ
ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ïî-ïðåæíåìó h ' λ/3.5 (ïîäðîáíåå ñì. [8]).

Åùå îäíî ýìïèðè÷åñêîå ïðàâèëî âûáîðà øàãà: ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèíãóëÿðíûõ
ðåøåíèé íà îòðåçêå x ∈ [−1, 1], êîãäà ìàñøòàá ñèíãóëÿðíîñòè 2ε << 1 îòíîñèòåëüíàÿ
òî÷íîñòü ïîðÿäêà ε îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì ×åáûøåâà ïðè ðàçìåðå
øàãà

h ' λ

2 log(ε)
. (2.88)

Ïðèìåð 2.4. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïðåèìóùåñòâ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ
ñðàâíèì åãî ýôôåêòèâíîñòü ñ äðóãèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäèêàìè, íàïðèìåð, ñ ìåòî-
äîì ñïëàéí-êîëëîêàöèè 5-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ðåàëèçîâàííûì â ñòàíäàðòíîé ôóíê-
öèè MATLAB bvp5c.

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
du

dx
= ik exp(i2∆x)v,

dv

dx
= ik exp(−i2∆x)u,

, x ∈ [−1, 1], (2.89)

ãäå i =
√
−1, ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(−L) = a, v(L) = b. (2.90)

Äàííàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñðåäå ñ
ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîýô-
ôèöèåíòà îòðàæåíèÿ âîëíû:

R =
|v(−1)|
|u(−1)|

=
sinh(αL)√

cosh2(αL)− χ2

(2.91)

ãäå α =
√
k2 −∆2, χ =

∆

k
.

Èñïîëüçóÿ ñåòêó ×åáûøåâñêèõ óçëîâ

xm = − cos
(m− 1)π

N − 1
, m = 1, 2, . . . , N, (2.92)
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ïîñòðîèì äèñêðåòíóþ ìîäåëü íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ×åáûøåâà, êîòîðàÿ
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

AY = F, (2.93)

ãäå Y = (U, V )T , U = (u0, u2, . . . uN−1), V = (v0, v2, . . . vN−1),

A =

(
D+ G+

G− D−

)
, (2.94)

G± � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû N ×N :

g+m,m = ik exp(i2∆xm), m = 2, 3, . . . , N, g+1,1 = 0, (2.95)

g−m,m = ik exp(−i2∆xm), m = 1, 2, . . . , N − 1, g−N,N = 0, (2.96)

D± � ìàòðèöà ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà ðàçìåðíîñòè N×N , â
êîòîðîé ïåðâàÿ (ïîñëåäíÿÿ) ñòðîêà ìîäèôèöèðîâàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè: d+1,1 = d−N,N = 1, d+1,m6=1 = d−N,m6=N = 0, à âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû

F ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé èìååò âèä: F = (a, 0, . . . , 0, b)T .
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà è ðåøåíèå çàäà÷è ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè bvp5c ïðåäñòàâëåíû íèæå. Äëÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîé îöåí-
êè âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ìû ïîâòîðÿëè ïðîöåäóðó íåñêîëüêî ðàç, âûáèðàÿ ìèíè-
ìàëüíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ.

%% Ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ×åáûøåâà è ìåòîä ñïëàéí-êîëëîêàöèè

%%%% Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ %%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%% ïàðàìåòðû çàäà÷è %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

k = 2; d = 5;

a = 1; b = 0;

alp = sqrt(k^2-d^2); Xi = d/k;

R0=sinh(alp*2)/sqrt((cosh(alp*2))^2-Xi^2);

%% íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè. ñì >>help bvp5c %%%

dydx = @(x,y)[-1i*k*exp( 1i*2*d*x)*y(2);...

1i*k*exp(-1i*2*d*x)*y(1)];

res = @(ya,yb)[ya(1) - a; yb(2)-b ];

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

K = 12;

%%%% Çàäàíèå òî÷íîñòè ìåòîäà äëÿ ôóíêöèè bvp5c %%%%%%%%%%%%%

RelTol = logspace(-2,-9,K);

Ns = round(44./RelTol.^(1/4));

for m=1:K

solinit = bvpinit(linspace(-1,1,Ns(m)),[1;0]);

options = bvpset('RelTol',RelTol(m));

%% ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ 15 ðàç è âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ %

for mm=1:15

tic

sol = bvp5c(dydx,res,solinit,options);

Txx(mm) = toc;
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end

R_cm(m) = abs(sol.y(2,1))./a;

T_cm(m) = min(Txx);

Err_cm(m)=abs(R0-R_cm(m))/R0;

end

%% Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà %%

Ns=[18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 48, 64];

for m=1:K

N = Ns(m);

%%% ×åáûøåâñêàÿ ñåòêà è ñïåêòðàëüíàÿ ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ %%

x = -cos((0:N-1)*pi/(N-1));

C = gallery('chebspec',N);

%% ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ 15 ðàç è âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ %

for mm=1:15

tic

%% 2N x 2N ìàòðèöà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è %

A = zeros(2*N);

G_p = -diag(1i*k*exp( i*2*d*x(:)));

G_m = diag(1i*k*exp(-i*2*d*x(:)));

A =[ C, G_p; G_m, C];

%%%%%% êðàåâûå óñëîâèÿ %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

A(1,:) = A(1,:)*0; A(1,1) = 1;

A(end,:) = A(end,:)*0; A(end,end) = 1;

F=zeros(2*N,1); F(1) = a; F(end) = b;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Y = A\F;

Tx(mm) = toc;

end

R_sm(m) = abs(Y(N+1))./a;

T_sm(m) = min(Tx);

Err_sm(m) = abs(R0-R_sm(m))/R0;

end

loglog(T_cm,Err_cm,'.-',T_sm,Err_sm,'o-','Linewidth',1)

title('Spectral Chebyshev vs. 5-th order Spline-Collocation' )

xlabel('Calculation Time [sec]');

ylabel('Relative Accuracy')

legend('bvp5c', 'SChM'); grid; figure; spy(A)

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.5. Ñðàâíåíèå âû-
÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåê-
òðàëüíûé ìåòîä ×åáûøåâà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò â ýôôåêòèâíîñòè ñòàíäàðòíûå
ñðåäñòâà MATLAB äëÿ ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ñåòêà ñ ÷èñëîì óç-
ëîâ N = 32 ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ïðåäåëüíî
ìàëîé ïîãðåøíîñòè, ñðàâíèìîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Ïðè îäèíàêîâûõ
òðåáîâàíèÿõ ê òî÷íîñòè âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñïëàé-
êîëëîêàöèè áîëåå ÷åì íà äâà ïîðÿäêà ïðåâîñõîäèò äàííûé ïîêàçàòåëü äëÿ ñïåê-
òðàëüíîãî ìåòîäà.
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Ðèñ. 2.5. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè
ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ×åáûøåâà (SChM) è ìåòîäà ñïëàé-êîëëîêàöèè 5-ãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè, ðåàëèçîâàííîãî â ôóíêöèè bvp5c.m.

Óïðàæíåíèå 2.2. 1. Âîñïðîèçâåäèòå ïðèìåð, ïðåäñòàâëåííûé âûøå è óáåäè-
òåñü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.89)�(2.90) èìååò âîëíîîáðàçíûé âèä è äëÿ çàäàííûõ
ïàðàìåòðîâ λ ' 2/3. Íà ïðèìåðå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ïðîâåðüòå âûïîëíåíèÿ ýì-
ïèðè÷åñêîãî ïðàâèëà âûáîðà øàãà ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíîé ïîãðåøíîñòè 1-4%. Ñðåäíåå çíà÷åíèå øàãà ñ÷èòàòü ðàâíûì 2/N , ãäå N �
÷èñëî óçëîâ ñåòêè.

2. Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ýìïèðè÷åñêîãî ïðàâèëà (2.88) íà ïðèìåðå ñïåê-
òðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
λ2

λ2 + x2
, x ∈ [−1, 1], λ = 0.1, 0.05, 0.01, (2.97)

èñïîëüçóÿ ìàòðèöó ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà.
3. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.89)�(2.90) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ:[

|u|2 − |v|2
]

= const. (2.98)

Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå äàííîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà è ìåòî-
äà ñïëàé-êîëëîêàöèè, èñïîëüçóÿ ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäîâ, ðàññìîòðåííóþ
â ïðèìåðå âûøå.
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4. Êàê ìîæíî îáúÿñíèòü ðîñò îøèáêè ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ïðè óìåíüøåíèè øàãà
ñåòêè â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå (ñì., ðèñ. 2.4).

5. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ ñåòêè òðåáóåòñÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðåäåëüíîé
(ñïåêòðàëüíîé) òî÷íîñòè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëèíîìà 6-ãî ïîðÿäêà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìàòðèöû ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà. Ïðîâåðüòå îòâåò
ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé, ïðèãîòîâèâ ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðîèçâîëü-
íîãî ïîëèíîìà 6-ãî ïîðÿäêà.
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