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The approach permitting modeling the work of a human joint as interacting surfaces with allow-

ance of the change of physical-mechanical properties and damage accumulation in tissues, participating 
in motion in a joint is offered. The obtained results demonstrate changes going on in a site of a contact 
during ageing process. 

 
Описанию работы суставов человека и их патологий посвящено большое ко-

личество медицинской литературы. Исследованы патологии суставов, приводя-
щие к тотальному эндопротезированию и описываются модели эндопротезов и 
дальнейшего наблюдения их эксплуатации [4, 8, 13, 15, 17, 21]. Авторы основное 
внимание уделяется анализу эмпирических данных. В работе [1] показано, что 
воспалительные процессы позвоночника приводят к изменению его механических 
свойств и в итоге к разрушению. Развитие заболевания моделируется постепен-
ным уменьшением модуля Юнга для материала межпозвоночного диска от 108 до 
0 Па. Имеются работы по моделированию механических свойств человеческого 
организма [19, 16], в которых рассматриваются модели на основе численного ме-
тода конечных элементов. Есть исследования, в которых определяются характе-
ристики контакта при силовом взаимодействии твердых упругих тел [2, 3, 5, 12, 
18, 22], основное внимание уделяется нахождению перемещения в центре, давле-
ния, размера площадки контакта, без учета процессов разрушения. В [10] рас-
сматриваются модели износа цилиндрических тел, с учетом параметров качества 
поверхности и наличия покрытий на базе соотношений теории упругости и пол-
зучести. Моделирование процессов разрушения проведено в работах [6, 9, 14]. 

Исследований описывающих разрушения суставов человека на базе теоретиче-
ских положений механики деформируемого твердого тела, практически не имеется. 

Разработано достаточное количество моделей, для которых вычислены ха-
рактеристики контакта различных конфигураций поверхностей для материалов 
неживой природы. Однако отсутствуют методики расчета по моделям суставов 
человека, т.е. по органическим материалам. Материалы, работающие в условиях 
контактного взаимодействия и трения скольжения, обладают способностью 
трансформации исходной структуры. Переход от исходного состояния поверхно-
сти к эксплуатационному и последующему разрушению сопровождается сложны-
ми физико-механическими и структурными превращениями в приповерхностных 
слоях, которые целесообразно учитывать при расчете параметров контакта. В ор-
ганических структурах этот процесс более сложен, так как с износом происходит 
и восстановление тканей. Но этот процесс ограничен временными рамками. 

В данной работе предложен вариант учета износа и разрушения в органиче-
ского вещества, позволяющий моделировать контакт пар трения в суставе челове-
ка с учетом процессов накопления повреждений и изменения физико-
механических свойств в поверхностном слое контактирующих тел. 

Триботехнические характеристики определяются не только исходными 
свойствами материалов, но и конкретным состоянием поверхностного слоя ком-
понентов узла трения, структура которого может считаться однородной лишь ус-
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ловно, с различной степенью идеализации. Элементами ее могут быть микропо-
вреждения сустава, являющиеся следствием жизнедеятельности человека и воз-
растных изменений. В процессе эксплуатации сустава это инициирует рост кон-
центрации повреждений, приводя в конечном итоге, к макроскопическим повреж-
дениям. 

В качестве модели выберем неоднородный изотропный слой, описываемый 
законом Гука. Будем предполагать, что он представляет собой композит, состоя-
щий из n компонентов, характеризуемых упругими модулями λ1, ..., λn. Каждый 
компонент описывается Кi, μi – объемным и сдвиговым модулем упругости соот-
ветственно. Распределение Кi, μi в исходном состоянии представляет собой ком-
позицию δ-функций (сплошная линия на рис. 1): 

f

≠ 0 n- n1 n n+ n2  
Рис. 1. Распределение упругих модулей в гетерогенном n-компонентном слое 
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В процессе эксплуатации происходит накопление повреждений в рабочем 
слое, представляющее собой деградацию физико-механических и геометрических 
свойств материала. Это обуславливает изменение упругих, теплопроводных, пла-
стических и триботехнических характеристик во времени. Поэтому исходная 
функция (1), согласно данным работы [20], через определенный промежуток вре-
мени трансформируется в распределение, например, следующего вида (пунктир-
ная линия на рис. 1): 
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Функция плотности вероятности (2) описывает параметры материала, в ко-
тором исходные физико-механические характеристики λi изменились, т.е. появил-
ся разброс свойств. При наличии пор в исходном состоянии считаем, что λ2 = 0,  
с2 ≠ 0. 
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Макроскопические характеристики поверхностного слоя λ0, согласно методу 
самосогласования, вычисляются из условия равенства нулю средней поляризуемо-
сти, что соответствует равномерному распределению в среде повреждений [23]: 

 

γ =    0

0

1 


I
 = 0, (3)

I(K) = 

00 3

4
1

K
; I(μ) = 

 







 



00

00

3
4

5

22

K

K
. 

(4)

 
Уравнения (3), (4) с учетом (2) примут вид 
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При  → 0, f(λ) переходит в распределение (1), а уравнения (5) – в урав-

нения самосогласованного поля для K0, μ0, n – компонентной композиционной 
среды [23]: 
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Рассмотрим однородный материал с упругими коэффициентами К1, μ1, объ-

емной концентрацией с1 и порами, характеризуемыми с2 = с = 1 – c1, K2 = 0, μ2 = 0. 
Будем описывать изменение концентрации повреждений в процессе эксплуатации 
кинетическими уравнениями, например Качанова, Работнова, Голуба: 
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Численный расчет по формулам (5) обладает тем недостатком, что при ε21 → 0 
правая часть становится неопределенностью (типа 0/0), поэтому для малых ε21 
решение неустойчиво. 

Вычисления удобно вести на основе уравнения, полученного из соотноше-
ний (5) разложением правой части в ряд Маклорена, избавившись от неопреде-
ленности. Интегрируя уравнения (7), (8) или (9) и подставляя c(t) в полученные 
выражения для поврежденного слоя (λ2 = 0, ε21 = 0, i = 1, 2), обладающего битре-
угольным распределением свойств, получим систему двух нелинейных уравнений 
для расчета изменения эффективных упругих модулей за счет накопления повре-
ждений: 
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Приведя это выражение к более удобному для вычислений виду, получим 
систему двух уравнений относительно K0 и μ0: 
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При εij → 0 уравнения (11) переходят в уравнения самосогласованного поля 
для К0 и μ0 двухкомпонентной композиционной среды: 

I(λ) = 
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или в явном виде после преобразований: 
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8  + [9K1 – 3K1c(t) + 20μ1c(t) – 8μ1]μ0 – 9K1μ1[1 – 2c(t)] = 0. 2
0 (14)

Как следует из формул (10) – (11), на зависимость λ0(t) влияет несимметрич-
ность разброса, то есть величина ε11 – ε12. Наличие разброса ε22, обусловленное 
пористостью, позволяет получить зависимость эффективных упругих модулей λ0 
от t для всех значений 0 ≤ с ≤ 1. Для поврежденной среды без учета ε22 самосогла-
сованный метод [8] дает обращение λ0 в нуль при с = 1/2. В терминах теории про-
текания это означает слияние пор в магистральную трещину. 

Если в пределе взятое распределение переходит в комбинацию δ-функций 
(1), то, соответственно, расчетные уравнения переходят в известные уравнения n – 
компонентной среды, получаемые методом самосогласования. 

Рассмотрим модифицированную задачу Герца, позволяющую исследовать 
влияние накопления повреждений в контактирующих телах на характеристики 
площадки контакта. Заменим в известных расчетных формулах упругие постоян-
ные их эффективными значениями, рассчитанными на основе моделей (10) – (12): 
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Каждый из интегралов представляет собой функцию отношения осей эллип-
тической площадки контакта k. Обратимся теперь к рассмотрению случаев, когда 
интегралы в формулах вычисляются аналитически. 

Решим задачу о контакте в суставе в виде двух сфер с радиусами R+ и R–, ко-
торые приводятся в соприкосновение и прижимаются друг к другу нагрузкой р. 
Уравнение сферы в окрестности точки О запишем в виде [11] 
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Следовательно, 

A = B = A+ + A– = 
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Так как в суставе одинаковые материальные, в том числе и упругие констан-
ты 
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Тогда с учетом формул (15) – (17) получим: 
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α(t) =   312222 Atp  . (24)

Перейдем к численному анализу полученной модели. Выразим из уравнения 
(4.4.14) μ0. Получаем следующие корни: 

 
Подставляем полученные корни и уравнение (13) в уравнения (23) и (24). 

После подстановки в уравнениях остаются только следующие параметры, кото-
рые мы примем равными соответствующим средним характеристикам, опреде-
ленным для человека [4, 7]. 

Модуль Юнга E = 2·109 Па; 
Коэффициент Пуассона σ = 0,332; 
Связь объемного и сдвигового модулей упругости с модулем Юнга и коэф-

фициентом Пуассона имеет вид [11]: 

K =   213

E
, μ =  12

E
. (25)

Контактное давление. p = 1.8136·107 Па. Размеры: R+ = 0,015 м; R– = 0,014 м. 
Зададим концентрацию повреждений линейной зависимостью так, чтобы 
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значения с(t) содержались в отрезке [0, 1/2], т.к. при превышающем значении по-
ры сливаются в магистральную трещину и происходит фактическое разрушение и 
прекращение активной эксплуатации сустава. Предполагаем время жизни челове-
ка 100 лет: с(t) = t/200. Тогда, для первого корня μ0, графики имеют вид: 

  
η(t)                                                                          α(t) 

Рис. 2. Изменение характеристик площадки контакта в суставе вследствие деградации мате-
риала: а – α(t); б – η(t) 

 
Для второго корня μ0, графики имеют вид, показанный на рис. 3. 

 

  
η(t)                                                                       α(t) 

Рис. 3. Изменение характеристик площадки контакта в суставе вследствие деградации 
материала: η(t); α(t) 

 

На рис. 2 и 3 линиями представлены расчетные зависимости η(t), α(t), по-
лученные согласно соотношений (23), (24). Сравнивая с результатами, получен-
ными в рамках классической задачи Герца, следует вывод о том, что расчет ха-
рактеристик площадки контакта в суставе по предложенной методике дает более 
реальные результаты, указывающие на изменение условий контакта. Как следует 
из рис. 1 и 2, площадка контакта в данной модели в отличие от предлагаемых ра-
нее и изменяется во времени и при t = 100 лет наступает процесс разрушения. Та-
ким образом, долговечность контактирующих поверхностей сустава, свойства ко-
торых изменяются во времени в зависимости от величины прилагаемых полей на-
пряжений, температуры и других факторов, которые могут быть включены в ки-
нетические уравнения. 
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