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Занятие 1 
ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

В ДЕКАРТОВОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 
 

Двойным интегралом от непрерывной функции ( )yxf ,  по замкнутой облас-

ти  называется конечный предел интегральной суммы , когда 

диаметр разбиения области 

D ( ) i
n

i
ii Syxf Δ∑

=1
,

kSD Δ=α max  стремится к нулю. 

Т.е.  ( ) ( ) .,,lim
10

dxdyyxfSyxf
D

n

i
iii ∫∫∑ =Δ

=→α

Если функция ( )yxf ,  непрерывна в области , то двойной интеграл суще-
ствует и единственен. 

D

Он обладает свойствами: 
1.  где ( ) ( ) ,,, dxdyyxfcdxdyyxfc

DD
∫∫∫∫ = .constc −  

2. ( ) ( )( ) ( ) ( ) .,,,, 2121 dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfyxf
DDD
∫∫∫∫∫∫ ±=±  

3. Если ( ) ( )yxyxf ,, ϕ≤ , то ( ) ( ) .,, dxdyyxdxdyyxf
DD
∫∫∫∫ ϕ≤  

4. ( ) ( ) .,, dxdyyxfdxdyyxf
DD
∫∫∫∫ ≤  

5. ( ) ( ) ( ) ,,,,
1 2

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf
D DD
∫∫ ∫∫∫∫ +=  где .21 DDD +=  

Вычисление двойного интеграла осуществляется путем сведения его к по-
вторным интегралам. 
Рассмотрим две схемы расстановки пределов интегрирования в повторных 

интегралах. 
Схема А. Пусть область  (рис. 1.1.) является правильной в направлении 

оси OY , т.е. любая прямая, параллельная оси OY  и проходящая внутри отрез-
ка , пересекает границу области  не более чем в двух точках и по одним 
и тем же линиям. 

D

[ ]ba, D

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.1 

y )(2 xy  = ϕ

D

)(1 xy  = ϕ

a b x 
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 Тогда  ( ) ( )
( )

( )
dyyxfdxdxdyyxf

D

x

x

b

a
∫∫ ∫∫

ϕ

ϕ
=

2

1

,,   

Схема Б.  
Область D  (рис. 1.2) является правильной в направлении оси  .OX
 

y  
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.2. 
 

( ) ( )
( )

( )
dxyxfdydxdyyxf

c

y

yD
∫ ∫∫∫
α ϕ

ϕ
=

2

1

,,   

Если область  является неправильной, то ее следует разбить на сумму 
правильных областей. Тогда двойной интеграл по всей области  по свойству 
5 будет равен сумме двойных интегралов по выделенным областям. 

D
D

Вычисление двойного интеграла сводится к последовательному вычисле-
нию повторных интегралов: сначала внутреннего, затем – внешнего. 
Заметим, что внешний интеграл всегда имеет постоянные пределы интегри-

рования. 
Пример 1.1. Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле 

, где область  ограничена линиями: ( )dxdyyxf
D
∫∫ , D 024 === x,xy,y  

(рис. 1.3.). 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.3. 

 

)(1 yx ψ=  

)(2 yx  = ψd 

D

c 

x 

y 
А 

В 

D 

4 0 

4 

x 
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Решение. И по схеме  и по схеме  область является правильной. Сле-

довательно, 

)A )Б

( ) ( ) ( ) .dxy,xfdydyy,xfdxdxdyy,xf
y

xD
∫∫∫∫∫∫ ==
2

0

4

0

4

2

4

0

 

Пример 1.2. Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле 
 где область  ограничена линиями 

 (рис. 1.4.). 

( )∫∫
D

,dxdyy,xf D

0092 222 ≥==+−= x,y,yx,yyx
 
 y 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Рис. 1.4. 
 

Решение. По схеме  область будет неправильная. Разобьем ее линией 

 на две области. Тогда 

)Б

KN ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
−−

−

+=
22

2

9

0

3

2

9

2

2

0

yy

yyD

dxy,xfdydxy,xfdydxdyy,xf  

По схеме  область будет также неправильная. Разобьем ее линией  на 
три области:  и  Тогда  

)A EC
AEDKODC , .CBE

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,
22 9

0

3

1

9

11

1

0

1

0

11

0
dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdxdyyxf

xx

x

x

D
∫∫∫∫∫ ∫∫∫
−−

−+

−−
++=  

Пример 1.3. Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 

( )∫ ∫
2

1

2

1

x

x

y,xfdx . 

Решение. Изобразим область интегрирования. Она ограничена линиями: 

.xy,
x

y,x,x 2121 ====  (рис.1.5). 

 

N 

E

x3 C

D 

A 
3 
K 

B
0
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Рис. 1.5. 
 

По рассматриваемой схеме  область является неправильной. Разобьем 
область  линией 

)Б

D AB  на две области:  и  Тогда  DAB .ABC

( ) ( ) ( ) .,,,
4

2

8

2

4

1

2

41

2

1

4

1
dxyxfdydxyxfdydyyxfdx

yy

x

x
∫∫∫∫∫∫ +=  

Пример 4. Вычислить  где область  ограничена линиями 

 (рис. 1.6). 

∫∫
D

dxdyxy ,2 D

02,422 ≥−+≤+ yxyx
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 1.6. 
 

 
 
 

A 

y 
C

D 

B
D

x 1 2

y 
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Решение: 

( )( )

( ) ( ) .
5
8

5
16

2
1

5
2

2
124

2
1444

2
1

24
2
1

2

2

0

5
4

2

0

43
2

0

43242

2

0

222
2

0

4

2

2
2

2

0

4

2

22

22

=⋅=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=−+−−=

=−−−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅==

∫∫

∫∫∫ ∫∫∫
−

−

−

−

yydyyydyyyyyy

yydyyxdyydxxydydxdyxy
y

y

y

yD

 
Аудиторная работа 

1.1. Вычислить повторные интегралы: 

1.1.1. ∫ ∫
3

1

3

2
2

dy
x
y

dx  1.1.2.  dxedy yx∫∫ −
1

0

1

0

1.1.3. ( )∫∫
ππ

−
2

0

2

0
sin dyyxdx  1.1.4. ( )∫∫  +

−

1

0

2
2

1
dyyxdx

1.2. Расставить пределы интегрирования по областям, ограниченным ука-
занными линиями: 

1.2.1. , где ( )dxdyyxf
D
∫∫ , :D .y,x,xy 40

2
1

===  

1.2.2.  где .( )∫∫
D

dxdyyxf ,, :D xy,y,y,xy −==== 714  

1.2.3.  где  ( ) ,, dxdyyxf
D
∫∫ :D .xy,xxy 1142 −=−+=

1.3. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 

1.3.1. ( )∫ ∫
−

4

0

2

4 2

,
x

xx

dyyxfdx  1.3.2.  ( )∫∫
+

−−

x
dyyxfdx

4

2

2

3
,

1.3.3.  1.3.4. ( )dxyxfdy
y

y
∫∫
−

−

4

2

3

1
, ( ) ( )dxyxfdydxyxfdy

yy
∫∫∫ ∫ +
22

1

1

21

2

1
,,  

1.4. Вычислить двойной интеграл по областям, ограниченным указанными 
линиями: 

1.4.1. ( ) ,22 dxdyyx
D
∫∫ +  где  

⎩
⎨
⎧

==
==

.y,y
,x,x

:D
52
41

1.4.2. 
( )

,
12 3∫∫

++D yx
dxdy    где  

⎩
⎨
⎧

=
==

.xy
,y,x

:D
02

 8



 

1.4.3.  где ( )∫∫ +
D

dxdyyx ,3sin
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

π
==

π
==

.x,y

,y,x
:D

2
0

2
0

 

1.4.4.  где  ∫∫ +

D

yx dxdye ,2 .3,0,: === yxeyD x

1.4.5. ( ) ,52 dxdyxyx
D
∫∫ +  где  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
−=

.y
,x

,xy
:D

4
0
2

Домашнее задание 

1.5. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 

1.5.1.  ( )dxyxfdy
y

y
∫∫
−

−

33

1

4

1
,

1.5.2.  ( )
( )

dyyxfdx
x

x
∫ ∫
−

−−

+

2

1

15

2

2

,

1.5.3. ( ) ( )dyyxfdxdyyxfdx
x

x

x

x
∫ ∫∫∫

−

−

+−

−
+

6

4

7

24

44

24

4

0
,,  

1.6. Вычислить двойные интегралы по заданным областям: 

1.6.1. ( )∫∫ +
D

dxdyyx ,2  
( )

( ) (⎩
⎨
⎧Δ

.,C,,B
,,A,ABC

:D
2543
11
)  (Ответ: 60) 

1.6.2.   (Ответ: 48) ∫∫
D

xydxdy ,
⎩
⎨
⎧

−=
=

.xy
,xy

:D
1

42

1.6.3. ( )∫∫ −+
D

dxdyxyx ,652  4,0,: === yyxyD . (Ответ: 848) 

1.6.4.  ( )∫∫ −
D

,dxdyy4 .x,y,xy:D 01
4
12

===  (Ответ: 
15
68

). 
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Занятие 2 
ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ДВОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ 

 
Пусть переменные x и y связаны с переменными u и v соотношениями: 

,),(
),(

vuy
vux

ψ=
ϕ=

 

где  – непрерывные и дифференцируемые функции, взаимно од-
нозначно отображающие область D плоскости OXY в область  плоскости 
OUV. 

),(),,( vuvu ψϕ

D′

Тогда ( )∫∫ ∫∫
′

ψϕ=
D D

dudvIvuvudxdyyxf ,),();,(),(           

где I– функциональный определитель Якоби (якобиан) 

v
y

u
y

v
x

u
x

I

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=           

В случае перехода к полярным координатам: 

.

,sin
cos

ρ=
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

I

y
x

  где   ,20
0

π≤ϕ≤
+∞≤ρ≤

имеем:               ∫∫ ∫∫
′

ϕρρϕρϕρ=
D D

ddfdxdyyxf .)sin,cos(),(

Приведем примеры по рассматриваемой теме. 

Пример 2.1. Вычислить ∫∫
++D yx

dxdy
2)1(

, где область D ограничена линиями 

(рис.2.1): 

.4,5
,1,1

=−=+
−=−=+

yxyx
yxyx

 
y 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2.1. 

5

D1 

x1 4

-4 
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Решение. В декартовой системе координат построенная область будет не-

правильная и по схеме А и по схеме Б. 
Введем замену переменных: ., vyxuyx =−=+  
Тогда в новой системе координат (OUV) заданная область будет представ-

лена в виде прямоугольника (рис.2.2). 
 

υ
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.2.2. 

 
Выразим x и y через новые переменные: 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

.vyx
,uyx
 

.
22

2
2

,
2

,2 vuvuuvuuxuyvuxvux −
=

−−
=

+
−=−=

+
=+=  

Тогда 

.
2
1,

2
1

,
2
1,

2
1

−=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

v
y

u
y

v
x

u
x

 

Функциональный определитель: 

.
2
1

4
1

4
1

2
1

2
1

2
1

2
1

−=−−=
−

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

v
y

u
y

v
x

u
x

I  

 

0

4

D

5 1
u
y-1 

 11



 

.
6
5

12
10

3
10

4
10

2
10

)2(10
)2(

10
)2(

2
)2(

2
)2(

4
2
1

2
2

1
2
1

2
1

1
22

1
)1(

2

1

2

1
1

2

1
2

4

1

5

1
2

4

1

5

1
22

222

==+−=
+

−=

=+−=
+

=
+

=
+

=
+

=

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++

=−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+

+
=

++

−

−−′

′′

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

u

u
u

duv
u

dudv
u

du
u

dudv

dudv
vuvu

dudv
vuvuyx

dxdy

D

DDD

 

 
Пример 2.2. Вычислить , где область D ограничена ли-

ниями  

∫∫ −+
D

dxdyyx )1( 22

.3,,9,1 2222 xyxyyxyx ===+=+  

Решение. Заданная область D показана на рис.2.3. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

x 

y 

1 3

 

Рис.2.3. 
 

Переходя к полярной системе координат: 

.

,sin
cos

ρ=
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

I

y
x

 

Получим 

( ) ( )

.
3

8
12

32
43

3232
2
1

2
9

4
1

4
812

24
2

21sincos2)1(

3

4

3

4

3

1

23

1

43

4

3

4

3

1

3
3

4

3

1

222222

π
=

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−
π

=ϕ=ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ ρ
−

ρ
ϕ=

=ρρ−ρϕ=ρρ−ϕρ+ϕρϕ=−+

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

∫∫

∫ ∫∫ ∫∫∫

dd

dddddxdyyx
D
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Пример 2.3. Вычислить , где область D ограничена линиями 

 (рис.2.4.). 

∫∫
D

dxdyx 2

0,0,422 ≥≥=+ yxyx
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

x

y
2

2

Рис.2.4. 
 

Решение. Переходим к полярным координатам: 

.
2

2
2
2sin2

2
2cos14

cos4
4

coscos

2

0

2

0

2

0

2
2

0

2

0

4
2

2

0

3

1

222

π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+ϕ=ϕ
ϕ+

=

=ϕϕ=ϕ
ρ
⋅ϕ=ρρ⋅ϕρϕ=

ππ

πππ

∫

∫∫∫ ∫∫∫

d

dddddxdyx
D

 
Аудиторная работа 

2.1. С помощью надлежащей замены переменных вычислить интегралы: 

2.1.1. ∫∫
++D yx

dxdy
3)1(

, где область D ограничена линиями: 

 ,2,5,3 xyxyxy =−=−= .4xy =

2.1.2. , где область D ограничена линиями: ∫∫
D

dxdy ,0,6,4 =−−=−= yxxyxy    

 .02 =− yx

2.1.3. , где область D ограничена линией 

 

∫∫ +
D

dxdyyx 222 )(

.0,0,922 ≥≥=+ yxyx

2.1.4. , где область D ограничена лемнискатой 

. 

∫∫ ++
D

dxdyyx )3( 22

xyyx 16)( 222 =+

 13



 

Домашнее задание 

2.2. С помощью замены переменных вычислить интегралы: 

2.2.1. ∫∫
+D yx

dxdy
3)(

, где область D ограничена линиями 

 xyxyxyxy −=−=== 4,8,
3
1,3 .                                                   (Ответ: 

16
1 ) 

2.2.2. , где область D ограничена линиями: ∫∫ +
D

dxdyyx 3)( ,2,5,1 xyyxyx ==+=+    

.4xy =              (Ответ: 
75
2383 ) 

2.2.3. ∫∫
+D yx

dxdy
4)(

, где область D ограничена линиями 

.04,03,1,2 =−=−=+=+ xyxyyxyx                                       (Ответ: 
160

3 ) 

2.2.4. , где область D ограничена линиями 

    (Ответ: ) 

∫∫ +

D

yx dxdye
22

.4,1 2222 =+=+ yxyx )1( 3 −π ee

2.2.5. , где область D ограничена линиями ∫∫
D

xydxdy

,4,3, 22 xyxxyxy =+=−= .922 xyx =+  (Ответ: 28,73) 
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Занятие 3 
 

ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ. ВЫЧИСЛЕНИЕ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
В ДЕКАРТОВОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

 
Тройным интегралом от непрерывной функции  по ограниченной 

замкнутой пространственной области V называется предел интегральной сум-

мы , когда максимальный диаметр разбиения области 

стремится к нулю, т.е. 

),,( zyxf

( ) k
n

k
kkk zyxf ϑΔ∑

=1
,,

k
nk

dV ϑ=
≤≤1

max

                      ( ) ( )dxdydzzyxfzyxf
V

k
n

k
kkk

d
∫∫∫∑ =ϑΔ

=→
,,,,lim

10

Для непрерывной функции ( )zyxf ,,  этот предел существует и единственен. 
Свойства тройного интеграла аналогичны свойствам двойного интеграла. 

 
Вычисление тройного интеграла 

Пусть пространственная область в декартовой системе координат 
ограничена снизу и сверху поверхностями  и 

V
OXYZ ),(1 yxzz =

),,(),((),( 212 yxzyxzyxzz ≤=  с боков – прямой цилиндрической поверхностью 
, проектируется на плоскость  в область , ограниченную линиями 

 и  
V OXY D

( )xy ϕ= ( ) bxaxxy ==ψ= ,, ( ) ( )( )xxba ψ≤ϕ< , , а функции – непре-
рывны на области  (рис. 3.1). 

ψϕ,,, 21 zz
D

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

D
x

y 

z

z=Z1(x,y) 

Ψ(x)

z=Z2(x,y) 

0
a 

b 

Рис. 3.1 
 

Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах сводится к по-

 15



 

следовательному вычислению одного однократного и одного двойного инте-
гралов или к вычислению трех однократных интегралов: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
dzzyxfdydxdzzyxfdxdyddxdydzzyxf

yxz

yxz

x

xD

yx

yxz

b

aV
∫∫∫∫ ∫ ∫∫∫∫

ψ

ϕ
==

,

,

,z

,

2

1

2

1

,,,,,,

  

Порядок интегрирования в формуле (4.2) может быть изменен. 

Пример 3.1. Вычислить ( )dxdydzyxz
V
∫∫∫ ++ 222 , где область  – прямоуголь-

ный параллелепипед, определяемый неравенствами: 

V

czabyax ≤≤≤≤≤≤ ,0,0  
(рис. 3.2). 
Решение. Область  ограничена сверху плоскостью V cz = , а снизу – плос-

костью . Проекцией тела на плоскость служит прямоугольник со сто-
ронами и . 

0=z Oxy

a b
 

z

x 

y 

c

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.2 
 

( ) ( ) ( )

( )

( ).
333333

33333

3

333

0

333

0

33
2

00

33
2

0

3
22

0

00

3
22

00

222

00

222

cbaabcabcacbbcabxccxbbx

dxbccbbxdxyccyyxdyccyxdx

dyzzyxdxdzzyxdydxdxdydzzyx

a

a
b

aba

c
bacba

V

++=++=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++=++=++

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫
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Пример 3.2. Вычислить 
( )∫∫∫

+++V
dxdydz

tyx 31
1 , где область  ограничена 

поверхностями

V

.00,0,1 ====++ zyxtyx  

Решение. Область  есть пирамида (рис. 3.3). Проекцией пирамиды на 
плоскость  является треугольник, ограниченный прямыми 

 (рис. 3.4). Для переменной нижним пределом будет 

V
OXY

1,0,0 =+== yxyx z 0=z  
(плоскость ), а верхним – значение , полученное из уравнения плоско-
сти , т.е.  

OXY z
,1=++ zyx .1 yxz −−=

 
 
 
 
 
 
 
                                               
 
 
 
 

1 
1

1

x 

y 

z 

D 
x

y

1

x+y=1
1

Рис. 3.3       Рис. 3.4 
 
 
Поэтому получим:  

( ) ( )

( ) ( )

.
8
52ln

2
11ln

84
3

2
1

1
1

2
1

4
1

2
1

1
1

42
1

1
1

4
1

2
1

1
1

2
1

11
1

1

0

2

1

0

1

0

1

0

1

0
2

1

0

1

0

1

0
2

1

0

1

0
3

1

0

1

0
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+

−
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+−=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++
−−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+++
−=

=
+++

=
+++

∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

−=

=

−
−−=

=

−

−−−

xxx

dx
x

xdx
yx

y

dy
yx

dxdy
zyx

dx

zyx
dzdydxdxdydz

zyx

xy

y

x
yxz

z

x

yxx

V

 

 

Пример 3.3.  Вычислить , где область V  определяется неравенст-

вами  

∫∫∫
V

dxdydzz

.10,2,
2
10 22 yxzxyxx −−≤≤≤≤≤≤  
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Решение.  

( )

.
192

7
3

10
2
1

3
1

3
822

2
1

3
1

2
1

1
2
1

2
1

2
1

0

3
2
1

0

3333

2

2
1

0

32

2
22

2
1

0

1

0

2
2

2
1

0

1

0

22
1

0

22

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

=−−===

∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫

−−

−−

dxxxdxxxxxxxdxyyxy

dyyxdxdyzdxdzzdydxdxdydzz

x

x

x

x

yx

x

x

yxx

xV

Пример 3.4. Вычислить , где  – верхняя половина эллипсоида ∫∫∫
V

dxdydzz V

0,1
49

2
22

≥≤++ zzyx  (рис. 3.5). 

Решение. Проекцией тела на плоскость  является область, ограничен-

ная эллипсом 

OXY

1
49

22
=+

yx  (рис. 3.6). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.5        Рис. 3.6 
 

y 

x 

z 

2 

x 

y 

3 0 3 
1 

2 

Поэтому 
 

( ) ( )

( ) ( )

.3
22

624sin
8
1

2
2sin2

4
2cos18cos81

81
8
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sin3

9
81
8

9
81
49

27
16

12
19

3
4

9
1

2
1

49
1

2
1

2
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2

0

2

0

42
3

3

0

2

3

3

2
3

23

3

2
3

22
2
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3
2

9
3
2

223

3

49
1

0

9
3
2

9
3
2

3
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2

2

222
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=
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=
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⎜
⎝

⎛
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∫∫

∫∫∫∫∫∫∫ ∫

−−

−

−−−
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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x

x

yxx
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tttt

dttdtt
dttdx

tx
dxx

dxxdxxxx

dyyxdxdzzdydxdxdydzz
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Аудиторная работа 

3.1. Вычислить тройной интеграл по указанным областям V , ограниченным 
поверхностями 

3.1.1.   ( )dxdydzzyx
V
∫∫∫ ++

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤
≤≤

60
40
20

:
z
y
x

V

3.1.2.   ∫∫∫
V

dxdydzxyz

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
=

=

0

:
2

2

z
xyz
yx

xy

V

3.1.3.   ( )∫∫∫ +
V

dxdydzyx 43

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==
=

+=

1,0
: 2

22

yz
xy

yxz

V

3.1.4. dxdydz
zyx

xyz

V
∫∫∫

++ 222
  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≥≥
===
=++

0,0,0
0,0,0:

2222

zyx
zyx

Rzyx
V

Домашнее задание 

3.2. Вычислить тройные интегралы по областям, ограниченным указанными 
поверхностями. 

3.2.1.       (Ответ: 1/364) ∫∫∫ ====
V

zxxyxyzdxdydzzxy 0,1,,,32

3.2.2.         (Ответ: 1/8) ∫∫∫ ≥≥=====+
V

yxyxzzyxdxdydzxy )0,0(0,0,1,0,1, 22

3.2.3.               (Ответ: 0) ∫∫∫ ==++
V

zzyxdxdydzyz 0,1, 222

3.2.4.        (Ответ: 1/180) )0(0,1,,∫∫∫ ≥==+=
V

zzyxxyzdxdydzxy

3.2.5.               (Ответ: 9) ∫∫∫ =====+
V

zxyyzxdxdydzy 0,0,3,1,32,
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Занятие 4 
ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ТРОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ 

 
Пусть переменные zyx ,,  связаны с переменными ωϑ,,u  соотношениями: 

( ) ( ) ( )ωϑθ=ωϑψ=ωϑϕ= ,,,,,,,, uzuyux   
где  – непрерывные и дифференцируемые функции, взаимно одно-

значно отображающие область V  пространства  на область V  в системе 
координат . Тогда 

θψϕ ,,

OXY ′
θψϕ ,,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) θϑωϑ⋅ωϑθωϑψωϑϕ= ∫∫∫∫∫∫ dduduIuuufdxdydzzyxf
VV

,,,,,,,,,,,,

 

                

ω∂
θ∂

ϑ∂
θ∂

∂
θ∂

ω∂
ψ∂

ϑ∂
ψ∂

∂
ψ∂

ω∂
ϕ∂

ϑ∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

=

u

u

u
Iгде  

 

При этом предполагается, что функции (4.1) имеют непрерывные частные 
производные по своим аргументам и якобиан преобразования отличен от ну-
ля. 
Формула преобразования тройного интеграла от декартовых координат 

zyx ,,  к цилиндрическим координатам z,,ϕρ , связанным с декартовыми соот-
ношениями (рис. 4.1) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<<∞−=
π≤ϕ≤ϕρ=

∞<ρ≤ϕρ=

zzz
y
x

,
20,sin

0,cos

 

ρ=

∞

I

имеет вид    ( ) ( ) dzddzfdxdydzzyxf
VV

ϕρρϕρϕρ= ∫∫∫∫∫∫ ,sin,cos,,   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1 
x 

z 

M(x,y) 

ρ y  ϕ
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Формулы преобразования тройного интеграла от декартовых координат 

zyx ,,  к сферическим  (рис. 4.2), связанными с декартовыми соотноше-
ниями (4.2) имеет вид: 

θϕ,,r

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

θρ=

π≤θ≤θρ=
π≤ϕ≤θϕρ=
∞<ρ≤θϕρ=

sin

0cos
20sinsin

0sincos

2I

z
y
x

 

 
( ) ( ) θϕρθρθϕρθϕρ= ∫∫∫∫∫∫

ρ

dddIcjs,sinsin,sincosfdxdydzz,y,xf
V

 

где I  – якобиан перехода. 

x 

y 

z 

ϕ
ρ

M (x, y, z) 

θ

x 

z 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.2 
 

Пример 4.1. Вычислить dxdydzyx
V
∫∫∫ + 22 , где область  ограничена пара-

болоидом  и плоскостью 

V

22 yxz += 4=z  (рис. 4.3). 
 

z 
 
 
 4

 
 
 
 y 

 
 
 

Рис. 4.3 x 
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Решение. Данная пространственная область V  проектируется в круг радиу-

са 2 плоскости ХОY (рис. 4.4.). Вычислим тройной интеграл в цилиндриче-
ских координатах. Уравнение параболоида . Координаты  изменя-

ются так:   

2ρ=z z,,ϕρ

.4,20,20 2 ≤≤ρπ≤ϕ≤≤ρ≤ z
 
Тогда 

( ) .
5

128
53

4242

sin
cos

2

0

2

0

5
342

42

0

2

0

222

2

π=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ρ
−ρπ=ρρ−ρπ=

=ρρϕ=ϕρρρ=

ρ=

=
ϕρ=
ϕρ=

=+

∫

∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫
ρ

π

Ω

d

dzdddzdd

I
zz

y
x

dxdydzyx
V

 
 
 

2 x 

y 

D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.4 
 
Пример 4.2. Вычислить , где V . ∫∫∫

V
dxdydzx 2 2222: Rzxyx ≤++

Решение. Область ограничена сферой  Перейдем в дан-
ном интервале к сферической системе координат . Здесь 

 (рис. 5.5). 

V .2222 Rzyx =++

θϕρ ,,

π≤θ≤π≤ϕ≤≤ρ≤ 0,20,0 R
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y 

x 

z 

V

R

Рис. 4.5 
 

Следовательно  

( ) .
15

4cos1cos
5

2sin
2
1sin

25

cossincossin

5

0

2
52

00

3
5

2

0 0

42

0

32342

RdRdR

dddddddxdydzx
V

R

π
=θ−θ

π
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ϕ+ϕθθ

⋅
=

=ρρϕϕθθ=θϕρϕθρ=

∫∫

∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫∫

πππ

Ω

ππ

 

Пример 4.3. Вычислить , где  ограничена сферой 

 и конусом 

∫∫∫
V

dxdydzz V

4222 =++ zyx 22 yxz += и является внутренней по отношению к 
конусу  
(рис. 4.6). 

 
 
 
 
 
 
                                                          2                                                              
 
 
 

Рис. 4.6. 

y 

x 

z 

 
Решение. Перейдем в данном интеграле к сферическим координатам. 

Уравнение сферы записывается в виде 2=ρ , а уравнение конуса 
4
π

=θ . В об-

ласти  координаты  изменяются следующим образом: Ω θϕρ ,,
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40,20,20 π≤θ≤π≤ϕ≤≤ρ≤ . Тогда 

( ) .cosdsin

ddcossinddddsincosdxdydzz
V

π=⋅⋅π=θ−⋅⋅=
ρ

⋅θθπ=

=ρρθθθϕ=θϕρθθρρ=

ππ

Ω

ππ

∫

∫∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫

24
4
122

4
1425

4
2

2
12

4

0

2

0

44

0

2

0

3
4

0

2

0

2

 

Пример 4.4. Вычислить dxdydzyxz
V
∫∫∫ + 22  если область  ограничена ци-

линдром  и плоскостями 

V

xyx 222 =+ .,0,0 azzy ===  

Решение.   ,0222 =−+ xyx ( ) .11,112 2222 =+−=++− yxyxx   

Представленный объем – цилиндр высоты а (рис. 4.7) проектирующийся на 
плоскости  в область , представляющей круг радиуса 1 с центром в 
точке  по оси O

OXY D

1=x X (рис. 4.8). 
 z 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.7 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.8 
 

Перейдем к цилиндрическим координатам .,,sin,cos ρ==ϕρ=ϕρ= Izzyx  
Уравнение цилиндра в этих координатах примет вид  

ϕρ=ϕρ+ϕρ cos2sincos 2222  

a 

x 

y 

D 

V 

x 

y 

1 D
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или 

( ) ϕρ=ϕ+ϕρ cos2sincos 222 , т.е. ϕ=ρ cos2 . 

Следовательно в области Ω  координаты z,,ϕρ  изменяются как:  

az ≤≤π≤ϕ≤πϕ≤ρ≤ 0,22,cos20  (рис. 4.8). 

( )

.
9

16
3
4

3
4

3
11

3
11

3
4

3
11

3
11

3
4

3
sinsin

3
4

sinsin1
3

4sincos
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22

222

2

32

2

2

2
2

2

2

2

2
2

2
32

2

2

cos2

0

3
2

0

2cos2
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=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ϕ
−ϕ=

=ϕϕ−=ϕϕ=ϕϕ=

=ϕ
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ρ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ρρϕ=ρρϕ=

=ϕρρ=ϕρρϕρ+ϕρ=+

π

π−

π

π−

π

π−

π

π−

π

π−

ϕϕπ

π−

ϕπ

π−

ΩΩ

∫∫ ∫

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

 
Аудиторная работа 
4.1. Вычислить  по указанным областям: ( )dxdydzzyxf

V
∫∫∫ ,,

4.1.1.   ( ) 1,, =zyxf
⎩
⎨
⎧

=
=+

2
:

222

z
zyxV

4.1.2.  ( ) 22,, yxzyxf += 229: yxzV −−=  

4.1.3. ( )
222

1,,
zyx

zyxf
++

=   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=++

16

4
:

222

222

zyx

zyx
V

4.1.4.   ( ) 222,, zyxzyxf ++=
⎩
⎨
⎧

≥≥≥
≤++

0,0,0
:

2222

zyx
RzyxV

Домашнее задание 
4.2. Вычислить  по указанным областям:  ( )dxdydzzyxf

V
∫∫∫ ,,

4.2.1. ( ) 22,, yxzzyxf +=   azzyxyxV ====+ ,0,0,2: 22

  (Ответ: 98 2a ) 
4.2.2.   ( ) zzyxf =,, ( )0,0,: 2222 ≥===−+ aazzazyxV

  (Ответ: 43 4aπ ) 
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4.2.3. ( ) 222,, zyxzyxf ++=   9: 222 ≤++ zyxV

      (Ответ: 81π) 
4.2.4.   ( ) 1,, =zyxf 14: 222 =++ zyxV
         (Ответ: 2π/3) 

4.2.5.   ( ) 222,, zyxzyxf ++=
⎩
⎨
⎧

==
=+

axx
bzyV

,0
:

222

    (Ответ: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+π

23

22
2 baab ) 

4.2.6.   ( ) ( )3222,, zyxzyxf ++=
⎩
⎨
⎧

==
=+

1,0
1:

22

yy
zxV

  (Ответ: 420/431π ) 

4.2.7.   ( ) 22,, yxzyxf +=
⎩
⎨
⎧

≥
≤++

0
:

2222

z
RzyxV

   (Ответ: ) 154 5 /Rπ

4.2.8. ( ) ( )5222,, zyxzyxf ++=   2222: RzyxV ≤++

     (Ответ: 28Rπ ) 

4.2.9. ( )
1

1,, 222 +++
=

zyx
zyxf   

⎩
⎨
⎧

≥=
≤++

0,0
:

2222

yy
RzyxV

(Ответ: ( )12 +−π arctgRR ) 
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Занятие 5 
КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ I РОДА 

 

Пусть функция  определена и непрерывна в точках дуги ),,( zyxf
∪

AB  кусоч-
но-гладкой пространственной кривой L. 
Криволинейным интегралом I рода (КРИ–I) от функции  вдоль кри-

вой L называется предел интегральной суммы , когда 

диаметр разбиения кривой L 

),,( zyxf

k
n

k
kkk zyxf lΔ⋅∑

=1
),,(

k
nk

d lΔ=
≤≤1

max стремится к нулю, т.е. 

                    .  ll dzyxfzyxf
L

k
n

k
kkk

d
∫∑ =Δ⋅

=→
),,(),,(lim

10

Если функция  непрерывна на L, то КРИ–I существует и единстве-
нен. 

),,( zyxf

Основные свойства КРИ–I 

1. КРИ–I не зависит от направления пути интегрирования, т.е. 

                              . ll dzyxfdzyxf
BAAB

∫∫
∪∪

= ),,(),,(

2. . lll dzyxfdzyxfdzyxfzyxf
LLL
∫∫∫ ±=± ),,(),,(),,(),,( 2121

3. . соnstсdzyxfcdzyxcf
LL

== ∫∫ где,),,(),,( ll

4. Если кривая L разбита на части , т.е. , 
то 

nLLL ,,, 21 K nLLLL ∪∪∪= K21

∑ ∫∫
=

=
n

i LL
dzyxfdzyxf

i1
),,(),,( ll . 

5. Если для точки кривой L выполнено неравенство  

),,(),,( 21 zyxfzyxf ≤ , то . ll dzyxfdzyxf
LL
∫∫ ≤ ),,(),,( 21

Вычисление КРИ–I 
1. Пусть пространственная кривая L задана параметрически уравнениями 

)(),(),( tzztyytxx === , где 21 ttt ≤≤ , тогда дифференциал дуги кривой 

равен          ( ) ( ) ( ) dttztytxd 222 )()()( ′+′+′=l  и  
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( ) ( ) ( ) ( ) dttztytxtztytxfdzyxf
t

tL
∫∫ ′+′+′=
2

1

222 )()()(),(),(),(),,( l .  

2. Пусть плоская кривая L задана уравнением )(xy ϕ= , где , тогда 

дифференциал дуги равен 

bxa ≤≤

( ) dxxd 2)(1 ϕ ′+=l  и 

( ) dxxxxfdyxf
b

aL

2)(1))(,(),( ϕ′+ϕ= ∫∫ l . 

3. Пусть плоская кривая L задана в полярной системе координат уравнени-
ем , где , тогда дифференциал дуги кривой равен )(ϕρ=ρ β≤ϕ≤α

( ) ϕϕρ′+ϕρ= dd 22 )()(l  и     ( ) ϕϕρ′+ϕρϕρϕρ= ∫∫
β

α
dfdyxf

L

22 )()()sin,cos(),( l .  

Таким образом, вычисление криволинейного интеграла I рода сводится к 
вычислению определенного интеграла. 
Пример 5.1. Вычислить ( )∫ +

L
dxyx l85 , где L – дуга кривой , 

заключенная между точками 

44 xy =

1,0 == xx . 

Решение. Находим dxxd 61+=l , тогда 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).122
3
1

23
1

2
111

6
13

13128

1

0

2361

0

6216

1

0

1

0

656555

−=
+

=++⋅=

=+=++=+

∫

∫ ∫∫

xxdx

dxxxdxxxxdxyx
L

l

 

Пример 5.2. Вычислить ∫ +
L

dyx l22 , где L – дуга лемнискаты 

)40(2cos π≤ϕ≤ϕ=ρ a . 

Решение. Находим  

ρ
ϕ

=
ϕ

ϕ
=ϕ

ϕ
ϕ

+ϕ=
dadadaad

222
2

2cos2cos
2sin2cosl , 

 т.к. 
ϕ
ϕ−

=ϕρ ′
2cos
2sin)( a

, тогда  

( ) ( )
4

sincos
24

0
2

4

0

4

0

2
2

222222 aadadadyx
L

π
=ϕ==

ρ
ϕ

ϕρ+ϕρ=+
ππ π

∫ ∫∫ l  
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Аудиторная работа 

5.1. Вычислить криволинейные интегралы по указанным кривым: 

5.1.1. , где L – дуга кривой, ∫
L

dxyz l )10(
3
8,,

2
1 32 ≤≤=== ttztytx . 

5.1.2. ld
x

x

L
∫

+ 2

3

sin1

sin , где L – дуга косинусоиды )20(cos π≤≤= xxy . 

5.1.3. ∫ +
L

dyx l22 , где L – кривая . )t(
)tcostt(sinay
)tsintt(cosax

π≤≤
⎩
⎨
⎧

−=
+=

20

5.1.4. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

L
d

x
yyx l

2
22 arctg , где L – дуга кривой )20(2sin π≤ϕ≤ϕ=ρ a . 

5.1.5. , где L – параболы . ∫
L

dx l )21(2 ≤≤= xxy

 
Домашнее задание 
5.2. Вычислить следующие криволинейные интегралы: 

5.2.1. ∫
++L yx

d

422

l , где L – отрезок прямой, соединяющий точки O(0,0) 

и A(1,2). 

(Ответ: 
2

35 +ln ) 

5.2.2. , где L – первая арка циклоиды: ∫
L

dy l2 )cos1(),sin( tayttax −=−= . 

 (Ответ: 3
15
256 a ) 

5.2.3. , где L – правый лепесток лемнискаты ∫ +
L

dyx l)( ϕ=ρ 2cosa . 

 (Ответ: 22a ) 
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Занятие 6 
 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ II РОДА 
 

Пусть на дуге 
∪

AB  кусочно-гладкой пространственной кривой L определена 
и непрерывна вектор-функция  

kzyxRjzyxQizyxPzyxF
rrrr

),,(),,(),,(),,( +++= , 

где  – проекции вектора ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP ),,( zyxF
r

 на коорди-

натные оси. Составим интегральную сумму . )),((
1

kk
n

k
rMF
rr

Δ∑
=

Криволинейным интегралом II рода (КРИ– II) называется предел инте-

гральной суммы , когда диаметр разбиения дуги кривой L )),((
1

kk
n

k
rMF
rr

Δ∑
=

k
nk

rd
r

Δ=
≤≤1

max  стремится к нулю, т.е. 

 

∫

∑∑

++=

=Δ+Δ+Δ=Δ
=→=→

L

kkkkkk
n

kd
kk

n

kd

dzzyxRdyzyxQdxzyxP

zMRyMQxMPrMF

.),,(),,(),,(

))()()((lim)),((lim
1010

rr

   

 
Свойства КРИ– II 

1. При изменении направления интегрирования КРИ– II меняет знак на про-
тивоположный:  

∫ ∫
∪ ∪

++−=++

AB BA

RdzQdyPdxRdzQdyPdx .  

Остальные свойства КРИ– II аналогичны свойствам КРИ–I. 
 

Вычисление КРИ– II 

1. Пусть L – пространственная кривая, заданная параметрическими уравне-
ниями )(),(),( tzztyytxx === , где 21 ttt ≤≤ , тогда 

.))())(),(),((

)())(),(),(()())(),(),((((
2

1

dttztztytxR

tytztytxQtxtztytxPRdzQdyPdx
L

t

t

′+

+′+′=++∫ ∫
  

2. Пусть L – плоская кривая, заданная уравнением )()( bxaxy ≤≤ϕ= , тогда 
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      . ∫ ∫ ϕ ′ϕ+ϕ=+
L

b

a
dxxxxQxxPdyyxQdxyxP ))())(,())(,((),(),(

3. Пусть L – плоская кривая, заданная в полярной системе координат урав-
нением )()( β≤ϕ≤αϕρ=ρ , тогда 

∫ ∫
β

α
ϕϕρϕρϕρ+ϕρϕρϕρ−=+

L
dQPdyyxQdxyxP )cos)sin,cos(sin)sin,cos((),(),( ,  

где . )(ϕρ=ρ

Таким образом, вычисление КРИ– II сводится к вычислению определенного 
интеграла. 

 
Формула Грина 

Если L – кусочно-гладкий контур, ограничивающий на плоскости Oxy об-
ласть D, функции  – непрерывны в замкнутой области D и имеют 
непрерывные частные производные, тогда справедлива формула Грина 

),(),,( yxQyxP

 dxdy
y
P

x
QdyyxQdxyxP

DL
∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+ ),(),( ,    

где контур L обходится в положительном направлении (против часовой стрел-
ки). 
Криволинейный интеграл  

                                         , ∫ +
L

dyyxQdxyxP ),(),(

где контур L целиком лежит внутри некоторой односвязной области D, в ко-
торой функции  и  и их частные производные непрерывны, не за-
висит от пути интегрирования тогда и только тогда, когда выполнено условие: 

),( yxP ),( yxQ

         
x

yxQ
y

yxP
∂

∂
=

∂
∂ ),(),( .                            

В этом случае подынтегральное выражение представляет собой полный 
дифференциал некоторой функции , т.е.  ),( yxU

                              ),(),(),( yxdUdyyxQdxyxP =+  и 

           , ∫ −=−=+
L

yxUyxUMUMUdyyxQdxyxP ),(),()()(),(),( 112212

где  – начальная точка, – конечная точка пути интегриро-
вания. 

),( 111 yxM ),( 222 yxM

В частности, криволинейный интеграл по замкнутому контуру в этом слу-
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чае равен нулю: 
 0),(),( =+∫

L
dyyxQdxyxP                           

Пример 6.1. Вычислить ∫ +
L y

dydxx 3
3cos , где L – дуга кривой 

)24(tg π≤≤π= xxy . 

Решение. 

( ) .2
12
5

6
72

2
1

2
2

3
1

2
2

2
1

3
11

sin2
1

3
sinsin

sin
)(sin)(sin)sin1(

cossin
coscoscos

2
32

4
2

3

2

4
3

2

4

2
2

4
23

32

4

3
3

3

−=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

=+−=+=+

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π
∫∫∫∫∫

x
xx

x
xdxdx

x
dxxdxx

y
dydxx

L

Пример 6.2. Вычислить , где L – дуга астроиды 

 

∫ +
L

xdyydx

,cos 3 tax = tay 3sin= )40( π≤≤ t . 

Решение. Найдем .  dtttadydtttadx cossin3,sincos3 22 ⋅=⋅−=
Следовательно:  

( )

.atsina)t(sindtsina

dttcostsinadt)tsint(costcostsina

dttcostsinatcosa)tsintcosa(tsinaxdyydx
L

84
2

8
322

8
3

2
4

233

33

24

0

324

0

2
2

4

0

2
2

4

0

22222

4

0

2323

=⋅==

=⋅=⋅−⋅=

=⋅⋅+⋅−=+

ππ

ππ

π

∫

∫∫

∫∫

 
Пример 6.3. Применяя формулу Грина, вычислить интеграл  

∫ +−
L

dyxyydxx 22 , 

где L – окружность , пробегаемая против хода часовой стрелки. 222 Ryx =+

Решение. Используя формулу Грина, сведем криволинейный интеграл к 
двойному интегралу 

( )∫∫∫ +=+−
DL

dxdyxydyxyydxx 2222
, 

т.к. 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

,),(

,),(
2

2

xyyxQ

yxyxP
  и 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

−=
∂
∂

.

,

2

2

y
x
Q

x
y
P

. 

Для вычисления двойного интеграла введем полярные координаты: 

( ) ,
44

2sin
cos 44

0

3
2

0

222 RRdddd
I

y
x

dxdyxy
R

D S

π
=⋅π=ρρϕ=ρϕρ⋅ρ=

ρ=
ϕρ=
ϕρ=

=+ ∫∫∫∫ ∫∫
π

 

где I – якобиан преобразования. 
Пример 6.4. Вычислить криволинейный интеграл, предварительно прове-

рив, зависит ли он от пути интегрирования 
∫
∪

+−+−

AB

dyyyxxdxxyyx )34()43( 22322 , где )1,1(),1,1( BA −− . 

Решение. В нашем случае  

                                           
,34),(

,43),(
223

22

yyxxyxQ

xyyxyxP

+−=

−=

тогда xyx
x
Qxyx

y
P 83,83 22 −=

∂
∂

−=
∂
∂

, т.е. условие независимости вы-

полнено. Определим функцию , полный дифференциал которой, равен 
подынтегральному выражению 

),( yxU

dyyxQdxyxPyxdU ),(),(),( += , т.е. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

),(

),(

yxQ
y

U

yxP
x
U

  ⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=
∂
∂

−=
∂
∂

.34

,43

223

22

yyxx
y
U

xyyx
x
U

 

Так как 22 43 xyyx
x
U

−=
∂
∂ , то  

               , ∫ ϕ+−=−= )(2)43(),( 22322 yyxyxdxxyyxyxU

где  – неизвестная функция, для нахождения которой продифференци-
руем полученное равенство: 

)( yϕ

                                 22323 34)(4 yyxxyyxx
y
U

+−=ϕ′+−=
∂
∂

. 

Тогда  и . 23)( yy =ϕ ′ Cyy +=ϕ 3)(
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Итак, . CyyxyxyxU ++−= 3223 2),(
Окончательно 

2)2()34()43( 322322322 =+−=+−+−∫
∪

B

A
AB

yyxyxdyyyxxdxxyyx . 

 
Аудиторная работа 

6.1. Вычислить криволинейные интегралы по указанным кривым: 

6.1.1. , L – дуга эллипса      ∫ +
L

xydydxy 2

⎩
⎨
⎧

=
=

,sin
,cos

tby
tax

)20( π≤≤ t . 

6.1.2. ∫ +
L y

dydxx 2
3sin , L – дуга кривой     xy ctg=      )30( π≤≤ x . 

6.1.3. , L – дуга кривой               ∫ +++
L

xydzdyzxdxx )(2

          .)20(sin,sin,sin 32 π≤≤=== ttztytx  

6.1.4. , где ∫
∪

−+−

AB

dzxzdyyxydx )(2
∪

AB  – отрезок прямой от  до 

. 

)3,2,1( −A

)2,1,1(−B

6.2. Применяя формулу Грина, вычислить криволинейные интегралы: 

6.2.1. , L – окружность  ∫ −++++
L

dyyxxydxyxxy )()(
⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

tby
tax

6.2.2. , L – окружность . ∫ −−+
L

dyyxdxyx )()( 222 Ryx =+

6.2.3. , L – контур четырехугольника , , , 

. 

∫ −+
L

dyxdxyx )( )0,0(A )0,2(B )4,4(C

)4,0(D

6.3. Проверить зависимость интегралов от пути интегрирования: 

6.3.1. . ∫ +−+−+
L

dyxyyxydxyyxx )43()2( 322423

6.3.2. . ∫ −+−
L

dyxydxyxx )45()124( 3433

6.3.3. . ∫ +−+−+
L

dyxyxydxyxxy )3()2( 4235223
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Домашнее задание 

6.4. Вычислить криволинейные интегралы по указанным кривым: 

6.4.1. , L – дуга параболы  от точки  до 

точки . (Ответ: 

∫ ++−
L

dyyxydxxyx )2()2( 22 2xy = )1,1(A

)4,2(B
30
1940 ) 

6.4.2. , где L – верхняя половина эллипса, пробегаемая по 

ходу часовой стрелки 

∫ +
L

dyxdxy 22

tbytax sin,cos == . (Ответ: 2
3
4 ab ) 

6.4.3. , L – дуга кривой . ∫ +
L

xdyyydxx 22 )10(, 3 ≤≤== ttytx

 (Ответ: 21 ) 
6.4.4. , L – первая арка циклоиды ∫ +

L
dyxdxy 22 )cos1(),sin( tayttax −=−= . 

    (Ответ: ) )25(3 π−πa

6.4.5. , L – дуга кривой  от точки  до точки 

. 

∫ ++
L

xydydxyx )( 22 xey = )1,0(A

),1( eB

     (Ответ: 
12
1

3
4 2 +e ) 

6.5. Применяя формулу Грина, вычислить следующие криволинейные инте-
гралы: 

6.5.1. ∫ ++−
L

dyyxdxx )1()1( 22 , где L – окружность . 222 ayx =+

      (Ответ: 
2

4aπ ) 

6.5.2. ∫ +−−

L

yx xydyxydxe )2sin2(cos)( 22
, где L – окружность . 222 ayx =+

            (Ответ: 0) 
6.6. Вычислить криволинейные интегралы, предварительно определив 

функцию , полный дифференциал которой равен подынтегральному 
выражению: 

),( yxU

6.6.1. , где , . ∫ +−+−
AB

dyxxdxyxxy )752()154( 322 )2,0(A )3,1(B

      (Ответ: –2) 

6.6.2. ( ) ( )∫ ++−+−++
AB

yxyx dyeyxedxeeyx )1()1( , где , . )0,1(A )1,2(B

 (Ответ: 143 ) 2 +− ee
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Занятие 7 
 

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ I РОДА 
 

Пусть в точках некоторой поверхности  пространства  определена 
непрерывная функция  Поверхностным интегралом I рода от непре-
рывной функции  по поверхности  называется предел инте-

гральной суммы  когда диаметр разбиения поверхности 

 стремится к нулю: 

S Oxyz
( .,, zyxf )

)( zyxf ,, S

( ) ,,,
1

i
n

i
iii Szyxf Δ∑

=

i
ni

dd
≤≤

=
1
max

( ) ( ) .,,,,lim
10

dSzyxfSzyxf
S

i
n

i
iii

d
∫∫∑ =Δ

=→
 

Если поверхность  гладкая, а функция S ( )zyxf ,,  – непрерывная, то поверх-
ностный интеграл I рода существует. 
Свойства поверхностных интегралов I рода аналогичны свойствам двойных 

и тройных интегралов. 
Вычисление поверхностного интеграла I рода осуществляется путем сведе-

ния его к двойному интегралу. 
Пусть поверхность  однозначно проектируется на какую-либо координат-

ную плоскость, например плоскость OXY , и область  является ее проекцией 
(Рис. 7.1). 

S
D

 
 
 

 
 
 
 
 
 

S

x

y 

z 

D

Рис. 7.1. 

Тогда, если поверхность задана уравнением ( )yxzz ,= , то поверхностный 
интеграл I рода по поверхности S  вычисляется по формуле: 

( ) ( )( ) dxdyzzyxzyxfdSzyxf yx
DS

221,,,,, ′+′+= ∫∫∫∫     (7.1)     

Отметим, что если поверхность  задана уравнением вида  или 
 и однозначно проектируется соответственно на координатные плос-

S ( zxyy ,= )
)( zyxx ,=
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кости , то аналогично получаем: OYZOXZ и

( ) ( )( ) dxdzyyzzxyxfdSzyxf zx
DS

221,,,,,
1

′+′+⋅= ∫∫∫∫          (7.2) 

и 

   ( ) ( )( ) dydzxxzyzyxfdSzyxf zy
DS

221,,,,,
2

′+′+⋅= ∫∫∫∫  ,       (7.3) 

где  и  проекции поверхности  на координатные плоскости  и 
 соответственно. 

1D 2D S OXZ
OYZ

Пример 7.1. Вычислить интеграл ( )dSyxz
S
∫∫ + , где  часть поверхности S

24 xz −= , отсеченная плоскостями 5,0 == yy  (рис. 7.2). 

Решение. Поверхность 24 xz −=  представляет собой верхнюю часть 
цилиндра  с образующими, параллельными оси 422 =+ xz 5,0; == yyOy  
– уравнения плоскостей, параллельных плоскости . Для вычисления ин-
теграла воспользуемся формулой (7.1).  

OXZ

 
 
 

24 xz −= 
 
 
 
 

 
 

Рис. 7.2 

y=0 

x 

y 

z 

y=5 

 

Проекция рассматриваемой поверхности на плоскость  представляет 
собой прямоугольник (рис. 7.3). 

OXY

 

 y

 
5 

D 

-2 

 
 
 
 

 

 

0 2 x 

 
Рис. 7.3 
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.0;
4 2

=′
−

−=′ yx z
x

xz  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) .100255
2
2552

2
222

4

24

4
44

4
14

2

2
2

2

2

2

2

5

0

2

2

5

0

2

2
2

2

22
2

2

2
2

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=+=+=

−
⋅+−=

=
−

+−
+−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
+⋅+−=+

−−

− −

∫

∫ ∫ ∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

xxdxx

dxyxydyyxdxdxdyyxdxdy
x

yxx

dxdy
x

xxyxxdxdy
x

xyxxdSyxz

DD

DDS

 

Пример 7.2. Вычислить интеграл ( )∫∫ +
S

dSyx 22 , где поверхность  задана 

уравнением 

S

.25 22 yxz −−=  

Решение. Поверхность  представляет собой верхнюю часть сферы 
 с радиусом  (Рис. 7.4) 

S

25222 =++ yxz 5=R
 
 z 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.4 
 

Для вычисления интеграла воспользуемся формулой (7.1). Для этого найдем 
( )

( ) ( )

( ) ( )
22

22
22

2222
22

22

2

22

2
2222

222222

25
5

25
25

2525
1

.
25

,
25252

2

yx

dxdyyxdxdy
yx

yxyxyx

dxdy
yx

y
yx

xyxdSyx

yx

yz
yx

x

yx

xz

DD

DS

yx

−−
+=

−−

++−−
+=

=
−−

+
−−

+⋅+=+

−−

−
=′

−−

−
=

−−

−
=′

∫∫∫∫

∫∫∫∫

, где область  – круг  D .522 ≤+ yx

Для вычисления последнего интеграла перейдем к полярным координатам: 

y 

2225z x y= − −  

x 
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.
25

5sin
cos

25
5

2

0

5

0 2

2

22

22
ρ

ρ−

ρ⋅ρ
ϕ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ρ=
ϕρ=
ϕρ=

=
−−

+
∫ ∫∫∫
π

dd
I
y
x

dxdy
yx

yx

D
 

Интеграл ∫ ρ
ρ−

ρ5

0 2

3

25
d  вычисляем с помощью подстановки . tsin5 ⋅=ρ

( ) .
3

25
3

coscos5coscos15

cos5
cossin5

sin2525

cos5sin5

cos5
,00sin0

,21sin5
,sin5

25

32

0

3
3

2

0

23

2

0

3
4

2

0 2

335

0 2

3

⋅
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=−−=

==
−

⋅
=

=ρ
=⇒=⇒=ρ
π=⇒=⇒=ρ

⋅=ρ

=ρ
ρ−

ρ

ππ

ππ

∫

∫∫∫

tttdt

t
tt

t

dttt

dttd
tt
tt

t

d

 

Окончательно получим .
3
545

3
2

25
5

42

022

22 π⋅
=ϕ=

−−

+
∫∫∫
π
d

yx

yx

D
 

Пример 7.3. Вычислить ( )dSzyx
S
∫∫ +++ 53 222 , где  – часть поверхности S

22 zxy += , отсеченная плоскостями 2,0 == yy . 
Решение. Поверхность  представляет собой верхнюю часть конуса 

, заключенную между поверхностями 
S

222 zxy += 2,0 == yy  (Рис. 7.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 7.5 

2

x 

z 

y 

22 zxy +=

D

 
Так как поверхность задана в виде ( )zxyy ,= , то для вычисления интеграла 

воспользуемся формулой (7.2). Для этого найдем 

.
zx

zy;
zx

x
zx

xy zx 2222222
2

+
=′

+
=

+
=′  
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ,54422544

15353

22
22

22
22

22

2

22

2
2222222

dxdzzxdxdz
zx
zxzx

dxdz
zx

z
zx

xzzxxdSzyx

DD

DS

∫∫∫∫

∫∫∫∫

++=
+

+
++=

=
+

+
+

+++++=+++

 

где область  – круг . D 422 ≤+ zx
Для вычисления последнего интеграла перейдем к полярным координатам: 

( ) ( )

.252

2
522542,sin

,cos
5442

2

0

2
3

2

0

2
2

0

22

π=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ρ
+ρπ⋅=ρρ+ρϕ=

ρ=
ϕρ=
ϕρ=

=++ ∫∫∫∫
π

dd
I
z
x

dxdzzx
D

Аудиторной работа 
7.1. Вычислить поверхностные интегралы I рода по указанным поверхно-

стям: 
7.1.1. , где  – часть поверхности ∫∫

S
dSx S 22 yxz += , отсекаемая плоскостя-

ми  .1,0 == zz

7.1.2. ,где  – часть поверхности ( )dSzyx
S
∫∫ + S 21 yx −= , отсекаемая плоско-

стями  .2,0 == zz

7.1.3. , где S  – поверхность, заданная уравнением ∫∫
S

dSz .4 22 yxz −−=  

7.1.4. dSzyx
S
∫∫ ++ 222 , где  – часть поверхности , отсекаемая 

плоскостями  

S 222 yxz +=

.0,4 == zz

7.1.5. , где – часть плоскости ( )dSzyx
S
∫∫ +− 623 S ,222 =++ zyx  отсеченная 

координатными плоскостями. 
Домашнее задание 

7.2. Найти интегралы по указанным поверхностям: 
7.2.1. , где S  – часть плоскости ( )dSzyx

S
∫∫ +− 23 04234 =−++ zyx , располо-

женная в I октанте. (Ответ: 
9
29 ) 

7.2.2. , где  - поверхность ∫∫
S

dSy3 S .4 22 zxy −−=  (Ответ: π16 ) 

7.2.3. ( )dSzyx
S
∫∫ −++ 222 , где  - часть поверхности , отсечен-

ная плоскостью  (Ответ: 

S 2292 yxz −−=

.0=z ( ) 15/2310500 −π ). 
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Занятие 8 
 

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ II РОДА 
 

Пусть в точках двусторонней поверхности  пространства  опреде-
лена непрерывная функция 

S OXYZ
( ).,, zyxf  Поверхностным интегралом II рода от 

непрерывной функции  по выбранной стороне поверхности  называ-

ется предел интегральной суммы , где 

( zyxf ,, ) S

( ) ,,,
1

i
n

i
iii zyxf σΔ∑

=
iσΔ  – площадь проек-

ции  на площадь , взятая со знаком «плюс», если нормаль к выбран-
ной стороне поверхности составляет с осью острый угол и со знаком «ми-
нус» в противном случае, когда диаметр разбиения поверхности 

iSΔ OXY

OZ

i
ni

dd
≤≤

=
1
max  

стремится к нулю: 

( ) ( ) .,,,,lim
10

dxdyzyxfzyxf
S

i
n

i
iii

d
∫∫∑ =σΔ

=→
 (8.1) 

Аналогично определяются поверхностные интегралы II рода, если поверх-
ность  проектируется соответственно на плоскости Oyz  и Oxz  . S

( ) ( ) i
n

i
iii

dS
zyxfdydzzyxf σΔ= ∑∫∫

=→ 10
,,lim,,  (8.2) 

( ) ( ) i
n

i
iii

dS
zyxfdxdzzyxf σΔ= ∑∫∫

=→ 10
lim,,  (8.3) 

То есть, 
( ) ( )( )dxdyyxzyxfdxdyzyxf

DS
∫∫∫∫ ±= ,,,..  (8.4) 

( ) ( )( )dxdzzzxyxfdxdzzyxf
DS
∫∫∫∫ ±=

1

,,,,,  (8.5) 

( ) ( )( )∫∫∫∫ ±=
2

,,,,,
DS

dydzzyzyxfdydzzyxf  (8.6) 

где ,  и - проекции поверхности  на координатные плоскости 
 и Oyz  соответственно. 

D 1D 2D S
OxzOxy ,

Поверхностный интеграл II рода зависит от выбранной стороны поверхно-
сти: если нормаль, отвечающая выбранной стороне поверхности, составляет с 
соответствующей осью острый угол, то поверхностный интеграл II–го рода 
берется со знаком «+», в противном случае перед интегралом ставится знак 
«–». 
Наиболее общий вид интеграла второго рода: 
             ( ) ( ) ( )dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxPI

S
,,,,,, ++= ∫∫  (8.7) 

где  – функции определенные и непрерывные в ( ) ( ) ( zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,, )
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точках двусторонней поверхности S . 
Интеграл второго рода обладает всеми свойствами интеграла первого рода, 

за исключением одного: при переходе к другой стороне поверхности интеграл 
II-го рода меняет знак. 
Интегралы первого и второго рода связаны формулой 

                      ( )dGRQPdxdyRdxdzQdydzP
S S
∫∫ ∫∫ γ+β+α  (8.8) =++ coscoscos

где  – направляющие косинусы нормали, направленной в ту 
сторону поверхности, по которой берется интеграл второго рода. 

γβα cos,cos,cos

Вычисление поверхностного интеграла II рода сводится к вычислению 
двойного интеграла. 
Связь между поверхностным интегралом II рода по замкнутой поверхности 
 и тройным интегралом по объему , ограниченному этой поверхностью, 

устанавливается по формуле Остроградского-Гаусса: 
S V

             dxdyRdxdyQdydzPdxdydz
z
R

y
Q

x
P

SV
++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∫∫∫∫∫  (9.9) 

где ( ) ( ) ( )zyxRRzyxQzyxPP ,,,,,,,, ==  – функции, непрерывные вместе со 
своими частными производными первого порядка в пространственной облас-
ти V . 
Пример 8.1. Вычислить интеграл , где  верхняя сто-

рона плоскости , лежащей в IV октанте (Рис. 11.1). 

dxdydzdxzdydzx
S

++∫∫ S

1=+− zyx

 z 

 
 

 
 A  
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 8.1 
 
Решение. Найдем направляющие косинусы нормального вектора плоскости 

1 

О -1 

1 С 

А 

В 

x 
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( )

.

.0
3

1cos,0
3
1cos,0

3
1cos

.3111,1,1,1 222

∫∫∫∫ ∫∫ ∫∫ ++=++

>=γ<
−

=β>=α

=++=

SS S S
dxdydzdxzdydzxdxdydzdxzdydzx

nn
rr

 
Для вычисления каждого из интегралов применим соответственно формулы 

8.3, 8.2, 8.1 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,
6
1

32
1

0

1

3
22

0

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=+

−

yyydyyy21
2
1

2
1

11
2

11

0

1

2

0

1

0

1

121

0

0

120

+=
+

−

−+++=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=−+=−+=

−

− −

++

−

∫

∫ ∫∫∫∫∫∫∫

dyy

yyydyzyzzdzzydydydzzydydzx
yy

DS
 

где D  – треугольник . 2 BOC

( ) ,
2
11

2
1

20

1

0

2
1

0

21

001

∫∫∫∫ ∫∫∫ =−−=−=−=−=
−−

xdxzdzzdxdzdxzdzdxz
xx

S D
 

где D  – треугольник . 1 AOC

                             .
2
1

=== Δ∫∫∫∫ AOB
DS

Sdxdydxdy  

Окончательно: 

                            .
6
11∫∫ =++ dxdyzdzdxdydzx  

Пример 8.2. Вычислить , где  – внешняя сторона части 

поверхности 

dxdyzyx
S

222 33 ++∫∫ S

22 yxz += , отсеченной плоскостями .1,0 == zz  
z 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 8.2 
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Решение. Поверхность 22 yxz +=  представляет собой верхнюю часть ко-
нуса  Нормаль к поверхности составляет с осью  тупой угол. 
Для вычисления интеграла применим формулу 11.1 

.222 yxz += Oz

 

   ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +−=+++−=++
DDS

dxdyyxdxdyyxyxdxdyzyx ,43333 222222222
 

где  – круг  D .122 ≤+ yx
Для вычисления двойного интеграла перейдем к полярным координатам: 

( ) .24,sin
,cos

4
1

0

3
2

0

22 π−=ρρϕ−=
ρ=

ϕρ=
ϕρ=

=+− ∫∫∫∫
π

dd
I
y
x

dxdyyx
D

 

 
Пример 8.3. Вычислить dxdyzdzdxydydzx

S
++∫∫ , где  внешняя сторона пи-

рамиды, ограниченной плоскостями 

S

0,0,0,632 ====+− zyxzyx  (рис. 8.4.) 
 
 z 
 

 
 

n   
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 8.3 
 

Решение. По формуле 8.4 находим 
 

          

( )

.V
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Аудиторная работа 
8.1. Вычислить интегралы по указанным поверхностям: 
8.1.1. ( )dxdyzy

S
∫∫ + 22 , где  – внешняя сторона поверхности S 24 xz −= , от-

сеченная плоскостями  .1,0 == yy

8.1.2. , где  – верхняя сторона плоскости 

, лежащей в первом октанте. 

dxdyzdxdzydydzx
S

++∫∫ S

4=++ zyx

8.1.3. ( )∫∫ +
S

dydzzx 22 ,где  – внешняя сторона поверхности S 29 yx −= , отсе-

ченная плоскостями . 2,0 == zz

8.1.4. , где  – внешняя сторона плоскости ∫∫ ++
S

dydzdxdzydxdy 5 S 1=++ zyx , 

ограниченной координатными плоскостями. 
 
Домашнее задание 
8.2. Найти интегралы: 
8.2.1. ( )∫∫ ++

S
dxdzyzx 222 3 , где S  – внешняя сторона части поверхности 

22 zxy += , отсеченной плоскостями .1,0 == yy   
 (Ответ: -2π) 
8.2.2. ( )dydzzyx

S
∫∫ ++ 222 773  , где S  – внутренняя сторона части полусферы 

224 yzx −− , вырезанной конусом 224 yzx −−= . 
 (Ответ: π− 32 ) 
8.2.3. , где S  – внешняя сторона сферы 

  (Ответ: 

∫∫ ++
S

dxdyzdxdzydydzx 1222 =++ zyx

π3 ) 
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