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В в е д е н и е

Шщий курс математики является фундаментом матема1 ического 
образования инженера, имеющим важное значение для успешюго 
юучения общетеоретических и специальных дисниплин, предусмотрен­
ных учебными планами.

Основной формой обучения студерпа-заочшжа является само­
стоятельная работа над учебным Материалом, которая состоит го 
следующих элементов: изучение материала по учебной тштературс, 
решс1шя задач, выполнение контрольных работ.

Контрольную работу следует выпояттять в тетради (отдельной для 
каждой работы) чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля 
для замечаний рецензента. Решение задач располагать в порядке 
номеров, указанных в заданиях, сохраняя номера задач. Перед 
решением каждой задачи надо выписать ttOJШocтью ее условие.

Решение задач И примеров нужно Излагать подробно, вычисления 
должны располагаться в строгом порядке. Чертежи Нужно выполнять 
аккуратно и в соответствии с данными условиями. Решение каждой 
задачи должно доводиться до ответа, требуемого условием и, но 
возможности, в общем виде. В промежуточных вычислениях не следует 
вводить приближенные значегшя корней, чисел л, в и Т.д.

Если при проверке решения задач преподавателем будут 
обнаружены ошибки, работа высылается студенту для исправления 
ошибок. Все исправления надо сделать в той же Тетрадй в конце работы 
и представить на повторную проверку.

В номоП(Ь студентам-заочникам на кафедре в течение семестра по 
субботам (с 10.00 до 13.00) проводятся консультации и собессдоваштя по 
контрольным работам, принимаются переэкзаменовки.

Допуском к экзамену является зачет по контрольным работам, 
предусмотренным учебным планом в текущем семестре.

Количество котрольных работ в каждом семестре и их содер­
жание зависит от специальности и приведено в таблицах. Содержание 
контрольных работ в случае необходимости может быть изменено и 
объявлено преподавателем на установочных лекциях.

При выполнешш контрольных работ студент выбирает свой 
вариант, номер которого совпадает с последней цифрой его учебного 
шифра. Преподаватель может изменить правило выбора варианта.
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Тема 1: Линейная алгебра. Аналитическая геометрия

Вопросы
1. Матрицы,основные понятия. Линейные операции над матрицами. 

Умножение матриц.
2. Определители, их свойства, вычисление.
3. Обратная матрица. Ранг матрицы.
4. Системы линейных алгебраических уравнений, основные методы 

их решения (формулы Крамера, метод обратней матрицы, метод
Гаусса).

5. Решение произвольных систем. Теорема Кронекера-Капелли.
6. Однородные системы.
7. Векторы. Линейные операции над векторами. Скалярное, 

векторное и смешанное произведения вектороё, их свойства, 
вычхкление и применение.

8. Деление отрезка в данном отношении.
9. Плоскость. Различные виды уравнения плоскости.
10. Прямая на плоскости и в пространстве.
11. Кривые второго порядка.
12. Поверхности второго порядка.

Контрольные тадання

Задание 1.1. Доказать совместность данных систем и решить их дву­
мя способами; л) по формулам Крамера; б) методом об­
ратной матрицы.

В а р и а н т ы

l . j l x ,  - 3xj + Хэ = -4; 
{Зх1 + Xj + Зхэ = -3; 
V, Х| - Xj + Хз = -3.

3.1'Зх, +4ха + 2хз = -8; 
{2х, -4х,- Зхэ = 1;
V X] + 2ха - 2хз = 6.

5. f'3xi + 8Xi - Xs = 7; 
^2xt - Зхз + 2xs = 9;
IX, + 2хз + Зхз = 1.

2. Г  Х |  +  З х з  -  4х э  =  6;
13xt - Xj + ЗХз = 7; 
V3xi -4хз+7хэ = -1.

4. 1̂ 3х, + 4хз + 2хэ = 8; 
j2xi - 4Xj - Зхз = -1; 
Vxi +3xi+4xj= 11.

6. f 2xi - Xj + Зхз = 4; 
j3x, + 2xj +13хз = 2; 
V 3x i  -  x j  + 4х з  =  - 2.



7. Г ЗХ) - Xj - Хз = 2;
■| Х| + Хз + Хз -  0;
V 2xi )- 2хз + Зхз -  7.

9. (ЗХ) + 2хз + 2хэ “ 0;
{ Xi - Зхз + 2хз -  -4;
\2Х) + Хз - Зхз -  16.

8i ( х̂  'Ь Хз “ Хз ^ 0  ̂
j 2Х| + Зхз - 2хз -  2; 
V ЗХ) - 2хз + Зхз = 12.

10. "̂xi + 2хз + Хз -  -3;
{Зх| + Хз - 2хз = 7; 
Vxi ■ Зхз-Зхэ = 10.

З^щние 1.2. Репцггь систему линейных алгебраических уравнений 
методом Гаусса.

В а р и а н т ы

1. {  Xi - Зхз + 4хз - Зх) - 1; 2. X) • 2х-з - Зхз - Х4 2,
2х, - Зхз + Зхз - 2х, = 2; Х| + Хз бхз 1 3x4 " -3;
4х, - 9Хз + Хз - 8x4 - -3; 2х| - 2хз + 2хз + Х4 - 1;

■ч X] + бкз - 4хз + 8x4 = 4. ч Хз + Хз + Х4 3.

3. " X, + Хз + Хз ч Х4 = 10; 4. Х( + 4хз - Зхз т 6x4 = 0,
2Х| - Хз + 2хз - Х4 = 2; 2х| < 5хз + Хз - 2x4 - 0;
3xi + Зхз + Хз - 3X4 - -2; Xt -|7хз - 10Х;, » 20х4 -0

-.2x1+ 4чз - Х4 = 6. ч X) +10хз- 17хз +34x4 - 0

5. X, + 7х| + Хз + Х4 = 2; 6. 2Х] - 4хз + Хз + Х4 - 3;
2Х) - 5хз + 2хз + 3x4 = 6; X) -+ 2хз + 5хз + 2x4 =̂ 5;

23хз ■ 9хз - 7X4 = 4; 3xi + Зхз - Хз + 8x4 = 2;
ч Зх + 8x3 - бхз - 2x4 - 1 . бХ] - Хз - 6x3 +9x4 - 1.

I  f  X, + Зхз + Хз + 4X4 = 1; 8. (  X) + Зхз +- Хз + 4x4 = 1
1 2Х] ч бХз + 4хз т 8x4 = -1; \ 2xi + 6X3 )■ 4хз + 8xj -  -

4Х, + 9Хз + 2Хз+ 12x4 1; 1 X) - Зхз - .Зхз - 4x4 V4 4

V X, - 5хз - 3 . 1, 3xi +- Зхз +- ЗХ) +4x4 - 0

9.( X, - 4хз - 5хз -t 6X4 = 0, 10. X] + Хз + Хз +• Х4 = 2;
. ЗХ) - 2xj + Хз - 4X4 = 0; X, - Хз 4 Хз - Х4 = 14;

2х, - Зхз - 2x3 + Х4 = 0; Х| + 2хз 4 Зхз - 5x4 = -4;
1 4х - Хз Ч 4хз - 9X4 0. 2xi + Хз • Хз - 2x4 - -7.



в  ар и й н mu:  I. А,(1; 1; I),
2 . А,(0; 3;0),
3 . А,(3; 1;4),
4. А,(6; 6; 2).
5. А,(9; 5; 3).
6 . А,(1;-1;3),
7. А,(4; 2; 3),
8 . А ,0; 1;3),
9. А,(1;1;3). 

!0.А,(1;4;2),

х’ + 2у*

Аз(2.0;6), А,(-2;3;-1). 
А,(0;0;-6), А.(-3;1;-1). 
A,(-1; U6), А4(0; 4;-1). 
А,(2;4;7), Л,(7;3;0). 
Аз(3;7;8). А.(6;9;2). 
Аз(-1;2;0), АД5;1;3). 
А,(0;2;3). А,(1;4;0).
А,(3; 2; 4). 
А,(1;4;3). 
Аз(3;2;4).

А,(0; 4; 1). 
А.(3;3-2), 
А.(2;ЗИ).

Залание 1.3, Даны коордш{аты вершин пирамиды AiAiAjA^. Найти;
1) угол между ребрами AiAj и А|Аз; 2) площадь грани AiAjAs;
3) ур1№Ненив прямой А|Aj; 4) уравнеш»е плоскости, в которой 
Лежит грань AiAjAs; 3) уравнение высоты, опущегаюй из вер­
шины Ад на грань A1A2A3; 6) объем пирамиды; 7) сделать 
чертеж.

Аз(-и2;4),
Aia;3;-4),
А2(-1;6;1),
А,(3; 4; 7),
Аз(-3; 7; 1),
Аг(4; 4;-1),
Аз(0;7;2),
А,(?; 3; 4),
Аз(2; 3; 1),
Aj(3;1;2),
Задание 1.4 

В й р н а н т и
1. Написать уравнение прямой, проходящей через центр кривой 

2х + 12у + 13 = О и образующей с осЪю Ох угол 43®. Назвать
кривую, сделать чертеж.

2. Написать уравнение прямой, проходящей через верхний фокус 
кривой 9х’ +5у* + Збх -1 Оу - 4 = О и отсекающей на оси Ох отрезок
а = 5. Назвать кривую, сделать чертеж.

3. Написать уравнение прямой, проходящей через левый фокус 
кривой 2х  ̂- у’ - 4х - 4у - 6 = О и отсекающей на оси Оу отрезок Ь = 5'? 
Назвать кривую, сделать чертеж.

4. Написать уравнение прямой, проходящей через фокус кривой 
х̂  + 6х - у + 3 = О и точку А(0, -2). Сделать чертеж.

5. Наготсать уравнение прямой, проходжцей через T04txH Пересе - 
четшя кривой X* + у’ + 10х - 23у + 23 = О с осями координат. Назвать 
кривую, сделать Чертеж.

6. Написать уравнение прямой, проходящей через Нижний фокус 
кривой 1бх' - 9у’ + 64х + 18у + 199 = О и пересекающей ось Ох под уг - 
лом 130°. Назвать кривую, сделать чертеж.

7. Написать уравнение прямой,проходящей через правую и верх­
нюю верипшы кривой 9х* + 4у* + Збх - 24у - 36 = 0. Назвать кривую, 
сделать чертеж.

8. Написать уравнение прямой, проходящей через фокус кривой 
х' - 8х + бу - 20 = о и точку ее Пересечения с осью Оу. Назвать кривую, 
сделать чертеж.



9. Написать уравнение прямой, проходящей через центр кривой 
х Ч / - 2 х  = 0 и образующей угол 30° с осью Ох. Назвать кривую, 
сделать чертеж.

10. Нагисать уравнение асимптот кртшой 4х’ -9у’ +24х -54у -81=̂ 0. 
Назвать кривую, сделать чертеж.
Задание 1,5. Построить тело V, ограничетшое поверхностями, и его 

проекцию D на плоскость хОу.
_______. В а р и а н т ы

\.2 =yjx^ + у* ,x ’ + y’+ z -8 -0 . 2.х’ +у^= l ,z  = 0,x + y + z==3.
3. х’ + у* = Z, х=0, у=0, z=0, х-у -1. 4. х̂  + у̂  - ẑ  =0, х’ +у’ +z =3, z=-0.
5. х’ + z’ - у’ = о, у = 3, у = -3. 6. г -  -t-y^ , + у* =R^ z-0.
7. z = X* + у*, X* + у* = R^ Z -  0. 8. к = ,z -  ^Jx^ + у

9. (х -1 )’ + (у + 2)* = Z, Z = о, Z = 3. 10.x’ + у’ = 4, к = ^  + > ’ , z = 4.

Методн*1ескис указания к решению задач 
по геме “Линейная алгебра. Аналитическая геометрия”

Пример 1.1, Исследовать на совместность ирегиить систему 
(  Зх, + 4хз + 2хз = 8;

■( 2Х] -4xj -Зхз = -1;
V Х| + 5Х} + Хэ = 0.

Решение. Вычислим определитель системы:

= 41.

Так как определитель системы отличен от нуля, то система сов­
местна и имеет единственное решение.

IJiPeuum систему по формулам Крамера:

3 4 2
А = 2 -4 -3

1 S I

_ А.' . Х'ч — , ДГз =- -
■ Д ‘ Д Д

где А i - определитель, получающийся из опреОелителя системы А за ■ 
меной i - го столбца столбцом свободных членов.

123.

Вычислим Щ зеделители Ai(i - 1,2 3):
8 -4 2 • 3 в 2 3 4 в

А = -1 -4 -3 = 82;Аг = 2 1 ■3 = -41, А % = 2 -4 -1
0 5 1 -1 0 .1 1 5 0

Тогда . . . л .  г. ' i . - i i  =  3.

2

2 Л



2) Решим систему методом обратной матрицы. Найдем аягебраичес ■ 
кие дополнения:

. И  - 3  
2 1 

2 -31

-  (~V 1+1

= М Г

,4,3= Л-1/

/4з, -
4 2 
4 - 3

= 11;

= -5;

= 14;

= -  4; Ajj = --

1

4
3

1̂\ “

А ц  —

/4j3 - -

4 2
5 1
3 2
1 1 

3 4
I 3

= 6 ; 

= 1;

• 13; Ап

= - П ;

3 4 
2 - 4

= -20.

Следовательно,

2
41

1
л  “

-̂ 11 ^г\ •̂ 31
Л,2 Aj2 Aj2
Ayj А23 Ajj

11 6 - 4 ‘ ■ 8
-3 1 13 -1
14 - 11 -2 0 0

1
41

..V = /T 'Д=.

41

11 6 - 4

-3  1 13
14 -11 -2 0

ll-8  + 6f'-U4-M>»-0 
-3 -8 + l( '- i ;  + 13-0 
i4 -8 + r-iU ( '-u + r-2 o ;-o

t '8 2 ■ 2‘
1

"41
-41 = -1
123 3

Отсюда X, = 2, Х2 = -1,Хз = 3.

ческих уравнений
Пример 1.2. Методом Гаусса решить систему линейных алгебраи- 

2х, + 6x2 + 2хэ + 8х< = 2;
Зх, + 3x2 - Хз + 4х< =• -3;
4Х| 4 9x2 + 2хз +12x4 = 1;

V Зх, + 6x2 + Хэ + 8X4 ^ 0.
Решение. Разделив первое уравнение системы на 2 (на коэффициент 

npuxi), получим уравнение
Xi + Зхг ^  X, + 4х, = I . (* )

Если коэффициент при л, в первом уравнении равен нулю, то на пер­
вое место можно поставить уравнение, коэффициент при xt в кото­
ром огпличен ом нуля. Ес.чи же в системе имеется уравнение, коэффи-



ifuenm при xj в котором равен 1, то лучше на первое место поста­
вить это уравнение.

Далее, используя уравнение ( * ), с помощью элементарных пре - 
образований нужно обратить в нуль коэффициенты при переменной 
XI во всех уравнениях, начиная со второго. Для этого уравнение ( *) 
умножим на 3 и вычтем из второго, умналаш эта уравнение ни 4 и вы­
чтем штретьего и, наконец, умножим уравнение ( “̂) на 3 и вычтем из 
четвертого уравнения исхосЗной системы. В результате по.чу'нш сис­
тему (  Xi I 3x2 *■ + "fxt -  1;

 ̂ - 6x2 - ‘fxj ■■ S-Xj -  -6;
I -Зх2-2х2-4х4=-3; ( *'*)
V -3i2 - 2xi - 4x4 -- -3,

равносильную исходной.
На втором шаге метода Гаусса первое уравнение системы ( ** ) 

оставляют без изменения, а с помощью второго уравнения обращают 
в нуль коэффициендзы при неизвестном Х2 во всех уравнениях, начиная 
с третьего и т.д.

Описанные выше преобразования упрощения записи проводятся 
не над уравнениями системы,^ над строками ее расширенной .матрицы . 
Для исходной системы эти преобразования примут вид

2 < 2 Я 2 1 3 1 4 Г
3 3 -1 4 -3 0 -6 -4 -8 -в
4 9 1 >2 1 0 -3 -1 -4 -3
3 б 1 » 0 0 -3 - J -4 3

1 3 
о 1

1 4
2 4
3 3

0 0 0 0 

0 0 0 0

После знрвх шагов метода Гаусса два последних уравнения систе­
мы имеют вид 6 = 0. Если бы среди этих уравнений было уравнение 
вида О = ЬиЬ4еО, то система вы.ча бы несовместной.

Последней матрице соответствует система
д:, + it j  + дсч1з + Axi -  1,

2 4

Решая ее, находим Х2 = 1 - 2/3 х, ■ 4/3 Х4, Xt ■' -2 л х,.
Введя обозначения Xj = Ci,X4 ~ С’2, получаем общее решение 

системы:
XI =~2 + С,, Х2 = 1- 2/3 (Cl 3 2Ci). xj = С ,, дг, = С2, 

где Cl и Сг могут принимать любые действительные значения.
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Пример и .  Бериимы треугольной пирамиды находятся в точ - 
KoxAi(l, 3, 3), A}{3, 4, 1), As(2, 5, 5), A iil, 4, 3). Найти: 1) угол между 
ребрами А/А] и AtAj! 2) площадь грани A/Aylj; 3) уравнение прямой

4) уравнение плоскости, в которой лежит грань A iA ^t;
3) уравнение высоты, опущенной ui вершины А4 на грань A/Aytj;
6) объем пирамиды.

Решение. Найдем векторы 
—> —> —> —► —>

A^A^ = (0. 1 - 2 ) .

1 ).Угол ip мс.жду ребрами А/Аз и А/Аг^то угол между векторами 
—̂ — >

А^А2 , А^Ау. Поэтому 
—> —>

f A , A 2 , A ,A j )  2-1+1-2 + Г-4;-О 4 4
cos т =  !—=  = Т - = , СЕ' = afVCOS—̂ j^= .

-* ^47иТб-д/1 + 4 V103 Vl05—► ->
A^A2 /IJ/I3

2).Ппощадь грани A/,4jA}равна половине площади параллелограмма, 

построенного на векторах A^Aj , A tA^ too есть

S = 1/2 !{А'^А2 , А^АуЛ- Найдем f  А^А2 , A^AyJ: 

i j  к 1 -  Ч ■
i -А^А2.Ау,А2 2 1 - 4  

1 2 О

1 - 4
2 О

2 4 
1 О

->
J  +

= 8 i - 4  ;  + ЗЛ.

Поэтому S  = j^6 4  +16 + 9 =

3). За направляющий вектор 5 прямой АlAj примем вектор А,А, . 
Тогда канонические уравнения этой прямой примут вид 

X - I _ у - I _ г - 5  
2 1 -4  ■

4;,5а нормальный вектор искомой плоскости можно принять вектор - 

ное произведение векторов [A\Ai , /4j/4j /=  8 1 - 4  J + 3 k .
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Тогда уравнение искомой пяоскости можно записать в виде 
8(х- 3) + 3(х~3)  •= О или 8х- 4у  + Зх - } 1 ^ 0

• —4
5ХТак как нормальный вектор п (iS, -4, 3} плоскости A/Ayii является

направляющим вектором высоты, опущенной из точки А4 на грань
AjAiA}, то уравнение этой высоты будет иметь вид

х - 1 _ у - 4 г - 3_ _ _ _  _  ,

б).06ьвм пирамиды равен 1/6 объема параллелепипеда, построенного
—4 *

на векторах AyAj, А^А^, A^A4 , объем которого равен модулю 
смешанного произведения этих векторов. Вычислим это произве­
дение:

2 1 - 4 2 1 - 2
(A^Aj, Â A- f̂ А]А^) — 1 2 0 • 1 2 4

0 1 - 2 0 1 0
i, - 2
1 4

= -(8 + .2 )= -10

Следовательно, V -  10/6 = 5/3 (ед.у.

Пример 1.4. Написать уравнение прямой, проходящей через 
центр щзивой ИХ" + 4у^ + 2^х - 20у + 11 -  Ои образующей угол 6(Т 
с осью Ох. Назвать кривую, сделать чертеж.

Решение. Приведем уравнение кривой к каноническому виду: 
8(х  ̂+3х +9/4)+ 4(У -5у +25/4) +11-18 - 25 -  0;

8(х + 3/2У + 4(у - 5 /2 f = 32\
4 8

Это эллипс с центром в точке 0i(-3/2, 5/2).
Подставляя значение координат точки Oi и углового коэффици­

ента k - t g  3(f -  Уз в уравнение прямой, проходящей через заданную 
mo4)Q> в заданном направлении, получаем уравнение

у -5/2= УГ(х + 3/2) или 2 УГ-2у + 5 + ЗУз =0.
Введем новые переменные X  -  лс + 3/2, ¥=  у  - 5/2, получим кано­

ническое уравнение эллипса ХУ/4 + Г /8 = 1 С полуосями а -2, Ь=2УТ.
Построив старую и новую систему координат (началом новой 

системы координат является точка О,), подучим требуемый рисунок 
(рис.1).
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Пример l.S. Построить тело У, ограниченное поверхностями 
у^Х -' + / . х - 0 , у - 0 . 2 ^ 0 .  и его проекцию на плоскость хОу.

Решение. В декартовой системе координат строим поверхности 
фис.2), ограничивающие тело: у  '=з^ + - пераболоид вращения с
осью Оу и вершиной в начале координат; х  О- плоскость yOt; z = 0- 
плоскость хОу; у  I - плоскость, параллельною плоскости xOt.

На плоскость хОу оно проектируется в область, ограниченную 
параболой у  - х ’ и прямыми х  - О и у  -  1 (рис.З).

Рис.З

п



Тема 2: Рэедемие и математический ацалих 
Дн||>ферс|1иироваиие функции одной иеремеииой

В о п р о с ы
Введение в математический анализ

1. Понятие множества. Основные операции над множествами. 
Множество действительных чисел и его подмножества.

2. Ограниченные множества. Верхняя и нижняя грани множества.
3. Комплексные числа.
4. Полярная система координат.
3. Функция. Способы задания функции. Гиперболические функции.
6. Обратные функции, их свойства.
7. Числовая последовательность, ее предел. Число е . Натуральные 

логарифмы.
8. Предел функции а точке. Предел функг/ии в бесконечности. 

Односторонние преде.пы.
9. Основные теоре.кш о пределах функции.

10. Бесконечно малые функции и их свойства.
И. Бесконечно большие функции. Связь между бесконечно мтыми и 

бесконечно большими функцинхш.
12. Сравнение бесконечно малых функций. Символы "о" и "О".
13. Замечательные пределы.
14. Непрерывность (функции в точке. Свойства непрерывных в точке 

функций. Непрерывность основных элементарных функций.
15. Точки разрыва функции^ их классификация.
16. Функции, непрерывность на отрезке и их свойства.

Дифферащировапие функции одной переменной
1. Производной функции. Ее геометрический и механический смысл.
2. Дифференцируемость функции.
3. Дифференциал функции, его геометрический смысл. Инвариант­

ность формы, применение дифференциала в приближенных вы - 
числениях. f

4. Правила дифференцирования функций.
3. Дифференцирование сложной и обратной функций.
6. Производные элементарных функций.
7. Логарифмическое Оифференцирование.
8. Дифференцирование функций, заданных неявно и параметрически.
9. Производные и дифференциалы высших порядков.
10. Теоремы о среднем значении: Ролля, Лагранжа, Коши.
И. Правило Лопшпаля.
12. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа.
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13. Разложение по формуле Тейлора элементарных функций: е‘,
COSX, sinx, ln(I +  х), (1 + х)“.

14. Условия возрастания и убывания функции.
15. Точки локального экстремума. Необходимое и достаточные 

условия.
16. Наибольшее и нашленьшее значения непрерывной на отрезке 

функции.
17. Исследование фунтрлй на выпуклость и вогнутость. Точки пере­

гиба.
18. Асимптоты кривых.
19. Общая схема исследования функций и построения их графиков. 
Векторные и комплексные фу/тции действительного переменного

1. Векторная функция скалярного аргумента. Годограф вектора. 
Производная вектор-функции..Геометрический и механический 
смысл производной.

2. Параметрические уравнения кривой в пространстве.
3. Многочлен в комплексной области.Теорема Везу.
4. Корни многочлена. Основная-теорема алгебры. Разложение много­

члена на линейные и квадратичные множители.
Контрольные задания

Задание 2.1. Дано комплексное число Z. Требуется: 1) записать чисш 
Z в алгебраической и 1рз1Гонометричсской формах;2)найтм все корни 
уравнения - Z = 0. В а р и а н т ы

1. Z
2V2
1+ I

2. 1 =
1+.V3'

3. X -4

,  ,  -2л/2“ . 2л/23. аг = ------ ; 6. ж ---------;
l+ i  1 - /

ж -

1- ,V3 ’
4

4. ж

8. ж

- 2>/2 
" 1 -Г '
, -4  
^ Ъ - 1

9. 10. *  =
yjb+t  ̂  ̂ >/3-<

Задание 2.2. Найти указанные тгределы (не пользуясь правилом Ло-
пнтшшу в  а р и а н т ы
4 11 - — 2 I l f  ■I. а ) В т ---- :----------- ; b)l tm-2л^+7л*-2  . . .  л*+д;-12 ... VSt - jc

*-»" 6дг^-4д: + 3 
.1 ^

*-*Здг* -Зд: + 6
c)lim

г-и jr_5

stn
d) lim- e)lim(3~2x)'~*.X->1
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2. а) lint
1 + Л х -х *

d )  limr-*0

3. a ) lim

Ш *11» _ . t
Д + 3,t + 2д 
I -  cosix

b) lim
x^ I Д -  12 ^̂ x'  ̂ + 4 -2

Л-.-4 X + 2д -  8
c)lim-y^ ,

И 6 - 4

e) lim (2x  + 3){ln(x + 2 ) -  Inx).

d )  lim

3x^ +4x - 5 
^ x ^ - 2 x + l  ' 

1 -  cosx

b) lim
Зд + 2

* -г 2 л - -  5x + 2
гх

с ) lim
Зл

x-+> -J5 +  X ~  V5—.

Х-И) xsinx
e)lim(2 -

x-<l

4. a )  lim
4x’ -  3x  ̂+ 8

*-*" 2x + 2x -1
; 'b )  lim

3x -  4x + 1
*->' X -3 x  + 2

/ 2 Х + 7 - 5
x~»9 3 — y jx

x->o 5x
e) lim ( 3 x - 2 ) ( l n ( 2 x - \ ) - l n ( 2 x +  UXX—И«о

5. d ) lim
3x'‘ -  7x^+4

*-»” 3x + 5x -  2 

cos 3x -1

b) lim
2 x  - 9 x - 4  
x^ + X -  20 '

3x
'-»4  v'x -  T -  -ч/З

d)  lim
Х-Л x tg lx

8x^-4x^  + l l

e) l tm (2x-\)^- '^ ,
x-*\

a ) lim ; ^b) lim
2 x -  15

— : c)lim
2 -  Vx

2 x - + 2 x ~ 5  '^ - 'S 2 x --7 x -1 5 ' л/б7+I -  s '

d )  lim
x-tO

7. a ) lim

c o s x - c o s  X 

xs in 2 x  '
3x^ + 8x -  2

3 '

e)  lim (x  + 2)( ln{2x-131-ln{2x -41,Х-»-ИО

«->* x  ̂ -  2x* + 1

d) limX'Ctgbx;
x-*0

b) lim
2x‘‘ + 5x -  7 c i l i m i Z ^ - .

x-3 v3x -  X

8. a J limX-*»
7x* -  4 x 4  3 

x^ + 1 '
1 — Г0.5ЙХ

d j  lim .
j  f-»o 1 -  cosAx

3x- - x - 2
5x

e ) l i m ( 3 x ~ 2 ) ^ ' .X->1
. . ,. 3x* -  x - 2  , , .  Vi + 3x-  \/i - 2xb)  h m ---------------; c ) l im ---------------------- ,

x-*i 3x' -  4x + 1 *-»o X + x^

e) lim ( 3 - x ) ( l n ( { - x ) ~ l n ( 2 -  x)).
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„ , Зл’ -5л  + 1 x^ +JC-29. a ) h m — ------------, о) п т —:---------- ,
*-+®6л  ̂+ З л -4  - х - 6

и
J)  lim.xsin2xctg^3.x; е)Ит(2х-Ъ)‘‘~ .̂

X—»0 х-*1

in м- 4дс® -л:̂  + 2д: х ' + х - б10. a ) l i m ---- —;--------; о) пт

,,, vat+ 1 -2  
с) пт  — ; 

*-♦3 ^ 1 х - 2 - \

2х -1
,, , arcsin 5х а ) пт  —

,, ^k + i x ^ - Iс)ит-
*-*-^2х^ - х - 2 1  х~ + х^

е) lim (х  -  4)(1п(2 ~ Зх) X- 1п(5 -  Зх)).
Здс х-»-«

За;|ание 2.3. Фунюдая у -  /(х) задается разжгшыми аналитическими 
выражениями для различных областей изменения независимой пере - 
менной. Требуется найти точки разрыва функщш, если они существу- 
1от. Сделать чертеж.

В а р и а н т ы

1.

3.

5.

7.

( -X, если X ^ 0; 2.
у =  ̂ х \  если о < X ^ 2; 

1х+1,если х>2.

Г X - 3, если X < 0; 4.
у =  ̂ х + 1, если о < х ^ 4 ;

13 + х ’̂ *, если X > 4.

(  2х’, если X < 0; 
у  -■{ X, если о <х ^ 1;

V 2, если X > 1.

6.

f  COSX, если х <  л/2; 
у = S о, если п/2 < X < л ;

I п/2, если X г п.

Гх^+1, если х>3 ;  
у - { 2х, если 1< х^  3; 

к X + 2, если X > 3.

^ '(l-x)''^  если х^О ; 
у =  ̂ О , если 0< X ^ 2; 

W -  2, если х>  2.

Tsin X, если X ^ 0; 
у = { X, если 0< X < 2;

V О, если X > 2.

8. f X -1, если X < 0; 
у =  ̂ х \  если 0< X < 2; 

'ч 2х, если X > 2 .

9. f Зх+1, если х<0; 10. f  О, если х ^  0;
y ^ 'l х^+ 1, если0<х<1; у - ’  ̂ tgx, если0<х<л/2;

I О, если х г  1. 1х + 2, если х^л/2.
Задание 2.4. Иа».ги производные следующих фушащй;

В а р и а н т ы

I. а)у -М х^  i 3 x - y ( 6 x - 1)^; Ь ) у ~ - — с) у= arctg^Jx -  ■Jx;
I -е*

j;



d ) y —x * ;  e ) x s in y  -  y c o sx  = О 
. 2x
' л/1 + JT

d)y  = x^ ';

:+X
Ъ. a )v  -  'Л 

' y i - j "
d j y = x ‘̂ \ -

4 j l  + x; Ь)у-5т^Ъх; c ) y  -  xarcsinx + x ^ ;

e j e ~  - x ~  + V* =0.

b ) y  = + x; c )y -a rcco s  — ;

4. a ) y - J x  + J x ;  

d )  у  = ( c o sx f° ’

e) y s in x  c o s ( x -  y )~ c o sy .

b)y=-
\ - l n x '

e jx s iny  - y c o s x  i-у  = 0.

5. a ) y  = л1х* + l + \lx^ + 1; b ) y  = ^ t e ' x - 1 ^  + x; c jy  = a r c c tg j -—j ,  

d ) y = ( l n x ) ' ‘; e ) x -  у  + e^arclgx = 0.

6. a ) y - x - y l l  + x ^ ;
Igpc

■ x; c ) y  -  arctg{sinx);

d ) y  = r - e - “; e ) ln y  -  arcsm — .
У

7. а ) у ^ ^ А х  + Ъ - -
. , , I I -  sinx , ,; b ) y  = ln. ----------,■ c) у  =arccos(tgx);

* V i* ' —"Л х ^ + x + l  ' V * + ««-"•
d)y:=x^e'^"‘; e)x  + y  + e ^  =2.

8. ajy = 3^x^ + 5x^ -  Ь) у  =ln(e‘ + Vl + ): c)y-
arccosx

d ) y  -  (cosx)'‘ ; 
19. a ) y = -

X + y l [  +  X^

e)2x^ + x y —y^  = 0. 
, Inx
b ) y - ~ f

f « Лd ) y  = x

s x ^  -  1
X

c )y  -  arccose^;

e) In у  = arclg
У

10. a )  = X + b j  y  =  t g ^ ( x -  + i;; cj y - a r c tg
i

1 -^  
1 + X
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d )  y--^ e) xv + arcj//i(jc+> ')=  0.

Задание 2.5. Найти ~ , — функции.
dx dx^

В а р и а н т ы

1. jc = atcost; 2. x ~ c o s - ; 3. л = t -s in t \  4. д: - 5, x  = cosat,

у  -  at Sint, у  --t sint, y - l - c o s i ,  y = - t  - ' 0  y-s inat ;

6. x= sin-', 7 . x ~ e ^ \  S. x = tgt + ctgt; 9.x = t^ + V, 10. jc = 3co«  ̂/ ,

y~cost,  y - co s t ,  у - 2 'lnctgt, y - e  , у=2л>» t.
3a;]aiiiie 2.6. Вычислить пределы, используя правило Лошггаля. 

В а р и а н т ы

\ .a ) l i m -------- -̂------;b) lim . l .a j i tm ----------- : b) lint tgx ^
' x~>0 v"' x-»0f0 , , ЯХ* ■

' I - S i n - -  
2

3 , a ) l i n i ~ ^ ^ ^ ^ ; b )  iim x ’'’\  4. a) Hm* ^ - b) . lim (cos2xP
x -iO  1 — C O SX  x-jO+O x-*o X -  sm x

5. a ) lim 3-T̂ +2л -  1
; b) lim x-c tg ix . 6. a) lim b i  Итх^“ .

x-va _ -  ̂  ^ X + 2 *->0+0 CtgX *-»l

7. a) lim —r;b) lim (ctgx)^"’̂ -Яа) lim (I -  cosx }ctgx;b) lim (ctgx)‘'”̂ .
x -* K  X  *-*0+U x-tO  Х-+Ю+0

9, aj lim —~ b )  lim (tgx)' °̂’ .̂ IQ.a) lim - — - ; b) lim
X-+--I) ^  X-+0+0 x

г
Заланне 2.7. Исследовать фу1шцш методами дифференциальною 

исчисления. На основашш резузштатов исследовазшя построить 
храфики этих функций.

В а р и а н т ы

1 у - ........... , 2 . V
1 + дг

1 - е . V  ,  1Т-. 3. у -  — . 4. у = д: -с * . 3. у =д:

б.у = 1п(1 -  2х).7.у-х1пх.  8.у = —- — .9.у = /«(дг* - 9).10. у =
3 - х^  ' ' '

1-лг‘
1пх
X
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Задание 2.8

1. Из бревна, имеющего форму усеченного конуса, надо вырезать 
банку в форме параллелепипеда, поперечное сечеш1е которого 
представляет собой квадрат, а ось совпадает с осью бревна. Найти 
размеры балки, при которых объем ее будет наиболыш1м, если диаметр 
большего основания бревна равен 5 дм, диаметр меньшего основания 
равен 4 дм, длина бревна (считая по оси) равна 6 м­

2. Сосуд, состоящий из щошндра, закатршвающегося сгаоу 
полусферой, должен вмещать 18 л воды. Найти размеры сосуда, при 
которых на его изготовлешге пойдет ианменьщее кощ1чество материатш.

3. Требуется изготовить из жести ведро даштого объема V 
цилиндрической формы без крышки. Найти высоту щтшгндра и радиус 
его основания, при которых на ведро уйдет наименьшее количество 
жести.

4. Требуется поставить палатку данного объема V , HMCiouiyio 
форму прямотх) кругового конуса. Найти отношетше высоты конуса к 
радиусу его основаштя, при котором на палатку уйдет нзимеш.шее 
количество материала.

5. Через точку А(2, 1) провести прямую с отрицательным угловым 
коэффициентом так, чтобы сумма длин отрезков, отсекаемых на осях 
координат, была наимеш.шей.

6. На странице кшп'и печатный текст (вместе с промежут камгг 
между строками) должен эайимать 216 см Вер.чнее и нижнее поля 
должны быть По 3 см, правое и левое - по 2 см. Каковы должны быть 
размеры страницы для того, чтобы ее гшощадь была наименьшей?

7.Окно имеет форму прямоуголышка,заверн1ешюго полукругом. 
Периметр окна равен 300 см. При каких размерах сторон 
прямоугольника окно будет пропускать наиболГ)Шсе коштчество свега?

8. В прямоугога>иый треугольник с поютенузоЙ 10 см и углом 30'' 
вглгсан прямоугольник, основаште которого расположено на гинотенузе. 
Каковы должны быть размеры прямоугольника, чтобы шющадь его 
была Наибольшей?

9. Найти высоту прямого rq^ynioro конуса наимеш>шего обьема, 
огагсаниого около шара радиуса R.

10. Найти основания н высоту равнобочной трапеции, которая при 
дашюй ллощади. S имеет наименьший периметр; угол при ботгынем 
основании Трапеции равен ix.
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Методические указания к решению задач по теме 
"Введение в математический анализ. Дифференцирование функции 

одной переметюй”
Таблица производных основных элементо[тых функций 

\ .у=с;  у =  0.
3, V = а“; у '-а'*-1па и'. 

,  , , м'
ulna

1. у= sin м; у '  = cos и- t i .

о ,9 .y= tg u ;y '  =
cos *м

2.у=и'‘ ,а  eR ; у - ш “ V .

4 . у= е“; у ' = е ‘‘ -и'.
1 _

6. v - in u :  v' = —•«'-'
' и

8.y=cosu;y '=-Stnu и'.
и*

I0.y=ctgu; у '  = -
sin * и

и . у -  arcsinu; у '~  

\3. у  = arctgu; у '-

д/l -  м ‘
и

1 + м
\ 5 .y - shu; у ' =^chuu'.

и'

1'

П . у -  ihu; у ’ =

\ 2 . y -  arccosu; у ' -
^1 -  и ‘

\4.v=arcctgu;y'~-- . 
' 1 + м

I6.y=chu;y'  = shu- и‘.
и'

18. > = cthu; у ' = -
sh^ и

Пример 2.1. КЬмппексное число! -  записать в алгевраи -
ческой и тригонометрической формах. Найти все корни уравнения 

- I  = 0.
Решение. Запишем число z  в алгебраической форме х=  х  + iy. 

д ,_  t 1 + < 1 \
1- « ~ ( 1- » Х 1 +  * ) " '  2 ' 2 ^ 2 '

Чтобы записать комплексное число г в тригонометрической 
форме, надо Найти его модуль и аргумент:

I .г \= ^ х ^ + у ^ =
' ' ^  \ 4  4 л

Значение щ удовлетворяющее системе
^ Уcos<p = , stn р  = ---------  и условию о :Sq) < 2п,

Л *  +У^
и будет главным значением аргумента комплексного числа х .

21



„ 2 у/2 \f2В нашем случае c o s ip -- --  = , sin ip = — a поэтому (p = тс/4.

.  Л
Следовательно, тригонометрическая форма комплексного числа 

имеет вид 2 -  •^^сол'-^+ i sin—̂ . Найдем корни уравнения w*-2 -  О

или W —Xfz . Для этого воспользуемся формулой
„п г,—гГ (Р + 2кл ф + 2кл
\2 =  Vi ------------*■  ̂ -------'• и п

, к -  О, 1, 2 , п-1.

Подставляя вэту формулу | г  1= -р -, д> -  - - , п  = 3, получаем
' \12 4

Wj = Vz = ^
il2

л 2к л
COS- i ism

~ + 2 к  л  
4

откуда при к ~ О, 1,2 получаем три корня уравнения - 2 ~ 0:
' i f  п  . . л '\-г7=\ COS— + is in— I, 

12 12.̂

1 fИ>, = - 7=ri COS----  + I Sin
i l 2 \  ■

3 Л

T
1 17

W, -■= СОЗ— Л  + is m — я  ,

4 J ~ V2V 2 2 ) ~ ~  2 ^  2 '
17

' 1 2 '  12
Пример 2,2. Вычислить пределы, не пользуясь правилом Лопиталя:

а) В т Ь )  l i m i — - ;  с) Пт 
*-*” 2х~ + * + 7 х" -  Здг *-*<'

•Jx + 4' -  2

d)lim 1 -  cosSx
е) lim (Зл-  \){ln(2x~ ] ) - ln(2x + D).

x-#0 X*

Решение, a). Предел представляет собой неопределенность вида <xV<xx 
Разделив числитель и знаменатель дроби на старшую степень х , т.е.

« 3 5_ ■> - 5 -4-. —■ + —г -
2 ' , + Зл- + 5 ,, X 5на х  ., получаем: Itm lim

х-»« 2х^ +  jr + 7 X-»® - , . 1 7Л т .---^
Z ж‘

Ь), Предел представляет собой неопределенность вида 0/0.
П

X



Разложив числитель и знаменатель на множлшели, имеем:

*-*з X 3Пт-
*-*3 x ( x - ' i )

сД Предел представляет собой неопределенность вида 0/0.
Умножим числитель и знаменатель дроби на сумму (х^4)‘'̂ -̂ -2 :

(>/1 + '4 -2 ){л /Г + 4  + 2) л г + 4 - 4  , I . 1
Urn  ------ ------------- г-----Um — -===.=---------= пт -----= - .
х-40 xiVjc + 4 “f ?.1 x\/jr + 4 2  V Jf-4-4-f 2 2

d). Предел представляет собой неопределенность т^да 0/0.

получим:

2 5д

применив формулу sin ^

, - Ism\ -co s5 x  . 2Um------^— =• Um---- -—
*-♦0 х-чО

Используя первый 1 ал%ечательный предел itm 1,
а(х)-.с а(х )

^ 5лг> sin —
lim 2 
х-«0

25 _  ̂ 25 _ 2^

е).Прео6разуем выражение, стоящее под знаком предела, используя 
свойства логарифмов.

Нт ( З х -  l)(Jn(2x- { ) - Infix  + l)J -  lim (Зх -  '< =
х-н« х_>+« 2jr +1

== 1,т W
x-»t« \1 хЛ -\ /

= lim ln\ ■— -------
X—  ̂ 2днЬ1 /

-  In lim
х-н^( ' - ~ 1V 2х + и

Зх~1

= 1п lim
X—

2 х + 1 \

1 +  -
I

2х + 1
2 2

-0x1-1/
2х + 1

• , 3x4-1 3-I ---- _2-f
=  h e  =  i„e  ̂ =

= h e - ^ =  -3 .
При вычислении использован второй 1(шечате.ипый предел:

' V
lim I 1 + I = е.

х /
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Пример 2.3. Исследовать на непрерывность функцию 
- зС , если. X  .< 0;

/ ( х )  = /(it- i f  , если о <х <21 
Ы  - X ,  если х>  2.

Сделать чертеж.
Решение. Функция /(х) определена на всей числовой оси. Так как 

мш  функция задана тремя различными формулами для различных 
интервалов изменения аргумента х , то она может иметь разрывы в 
точках х -  О и х = 2, где меняется ее аналитическое выражение. Во 
всех остальных точках своей области определения функция /(х) 
непрерывна, поскольку каждая из формул, которыми она задана, 
определяет собой элементарную фуню^ию, непрерывную в своем 
интервале изменения аргумента х.

Исследуем на непрерывность функцию в точке х -  0.
ДО) = (1 - х^) 1хшо -  1, Kt.e. функция определена при д' 0.
Найдем односторонние пределы функции при х —> 0. 

lim f ( x ) =  Urn ( l ~ x ^ \  = l, lim f ( x ) ~  l i m ( x - \ f - { .r-~»0“0' f _ Г-+0-0 X—
Так как односторонние пределы при х —> 0 равны значению 

функции в точке х = 0, то функция Дх) непрерывна в точке х ~ 0.
Исследуем на непрерывность функцию в точке х = 2 .

Д2) = (х- i f  -  1; функция определена при х =2.
Найдем односторонние npedej^ функции при х  >2 

hm f ( x ) =  l i m ( x - \ f  = \; lim f ( x ) =  lim (A - x)=2.x-^2-0 r-t2-0 л-ч2-<-0 x-»2-*0
Так как односторонние пределы конечны, но не равны между собой, 
то функция терпит разрыв первого рода.

Строим схематический график даной функции (рис. 4).
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Пример 2.4. Вычислить производные следующих функций:

а) у - ( ln x f" " ‘; b ) y ^ - x ^ + l n - .
'  X

Реше/ше. а).Логарифмируя это равенство^получаем 
!пу-1п[1пхУ"‘‘ ^ ln y -s in x ln ( ln x ) .  

Дифференцируя обе части, имеем

У = и cosxln(lnx) + ̂ ^ - 1; 
V xlnxj

—  C O SX  1т1пх)+sin X -------
V I n x  X

у ' ---(1пхУ’"‘ I С05х1п{1пхУ\ sm .1
 ̂ '  '  x - lnx j

Ь). Так как зависимость между переменными х  и у  задана в 
неявном виде,то для нахождения производной достаточно продиффе - 
ренцировать обе части уравнения, считая у  функцией от х  , и из 
полученного уравнения найти у

,  2 . ,  1 У ' х - у  , 2 , . лг у ' х - уiy  у  = г.х ^ ------- 1— .. -V У = --------1— ,
У JT* У
X

,  v ' r  -  V ,  v' I г у '  1
3 v y = 2 x  + ^ — i-; Зу^у' = 2х + - - - ;  З у ^ у ' - = 2 х  -  - ;

ху у х  у х

2 л  2 л * - 1  / З у * - ! " !  2л * - 1 , > { 2 л * - 1 )
У у  = (Зу*-1)л'

.. \x~lnt;
Пример 2.5. Найтиу'г, у'Д„ если \  ̂  ̂ tB(Q;+<X)).

“ *(
Реишше. Производная функции, заданной параметрически 

находится по формуле у ', = у \ / х \ .  ^
В нашем случае л'/ = l / t , у \  -  3t  , а у \ -  3i*’/(l/t) -  Jf*
Запишем первую производную как функцию, заданную парамет­

рически: ' I е(0, + ®). Тогда у 'Д  = O'V '< ̂ х \  = 9i*/(l/t) = 9t^
[ л =/и/,

Следовательно, вторая производная имеет вид У /е(0, >л).
[ л =lnt,

Пример 2.6. Используя правило Лопиталя,вычислить пределы:

b > u „ L - . , r
Г-»0 Y’ Х->0* '
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Рещенце. а).Имеем неопределенность вида 0/0, которую раскры­
ваем по правилу Лопиталя:

' 1
x - a rc tg x  {x-arctgx)'

Um------ = hm ------- ----= I tin
X -.0x-*0

1 - ­
__1 + л:'

X- .0  2x
= Um

x-»0
1 +  -  1

\2x

= hm —]-------0.

Ь).Имеем неопределенность вида У” . Пусть у  = /е~ + х) 
Логарифмируя это равенство и используя правило Лопиталя^находим

Ц е ^  + х) tln(e^ + xj)' + О
Ит 1пу = lir~ —-̂------ - = Ит  ------------ - -  lim — -------- -
Х-+0 Я“*0 X xf • 1

+ 1= l im l---- i. = 2.
x-tO t *  + X

Пример 2.7. Определить размеры открытого бассейна с квадрат- 
ньш дном объемом 32 м^ так, чтобы на облицовку его стен и дна по - 
шло наименьшее количество материала.

Решение. Обозначим сторону основания бассейна через х  , а вы­
соту через у  . Тогда его объем будет равен V = х^  у  -3 2 . Выразив у  
через X, получаем у  =■ 32/(х ̂ ), а площадь облицовываемой поверхности 
бассейна равна S = + 4ху ^4х ■32/(:(‘) =дг ̂  + 128/х, Исследуем
полученную функцию на экстремум в промежутке (0; +а?);

'  S ' =2х-128/(:^); 2х - 128/(J) = 0; х = 4.
Найденная единственная точка дает наименьшее значение функции 

S, так как наибольшего значения у  нее нет (она неограниченно воз­
растает приX —̂ 0 и X -^сс).

Ответ. Искомые размеры бассейна х -4  м, у - 2  м.
Пример 2.8. Провести полное исследование функции у  = х/(х+i f  

и построить ее график.
Решение. Общее исследование функции удобно выполнять по 

следующей схеме:
1. Найти область определения функции.
2 Выяснить, является ли функция четной, нечетной или периодической
3. Найти точки пересечения графика с осями координат.
4. Исследовать функцию на непрерывность, найти тачки разрыва 

и выяснить характер разрыва.
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5. Найти точки экстремума функции, вычистть значения ф^’нкции в 
этих точках. Найти интервалы возрастания и убывания функции

6. Найти точки перегиба графика функции. Установить интерва­
лы выпуклости и вогнутости графика функции.

7. Найти асимптоты графика функции.
8. Используя результаты исследования, построить график функции. 

При необходимости уточниб отдельные участки кривой, можно 
вычислить координаты нескольких дополнительны^ точек.

1. Область определения функции у~  х/(х+ i f : Д (/)~  (-сц -1) и{-1;  ̂оо),
2. Фу1<кция не является ни четной, ни нечетной^так как

f ( - x ) = ----- = ---------------— - ;  f ( - x )  f ( x ) ;  f ( - x )  * - f ( x ) .

3. Найдем точки пересечения кривой с осями координат: х  -  О и у  ~ 0. 
3начит^0(0; 0) - точка пересечения.

4. Функция имеет разрыв второго рода в точке х  = -Г.

lim -1 + 0
x.^\^-Q(x+lf  ^_1 + 0 + 1 /

lim
-1 ,
+0

Следовательно, прямая х =  -1 является вертикальной асимптотой. 
5, Определим точки экстремума и интервалы возрастания и убывания

, (л:+1)*-2(л:+1)сс 1-:с
функции: у'= ------ ------- +-----— = ------- J . у  =0 при х  ~ 1

(д:+1)' (дг+1)
X  -  1 - критическая точка первого рода. Производная йе определена 
в точке X = -1. Однако эта точка не является критической, так как 
в ней не определена и сама функция.

ТочкиX -  -1 и х  ~ 1 разбивают числовую ось на три интервала. 
Исследуем знак у* на каждом из этих интервалов, результаты 

поместим в таблицу.

X ( - щ 1 ) ( - J ;  1 ) I (1 : + 'Х ^

у' + 0 -
У Ч у ' ш Ч

m ax

Из таблицы видно, что функция убывает при х e(-oat l )v( l ;  + <xi, а 
возрастает прих е(-1: 1). При переходе через критическую точку 
первого рода х ~ 1 у  ' меняет знак с плюса на минус. Следовательно, 
в точке X  ~ 1 функция имеет максимум: /(1) -  1/(1+1)^- 1/4.
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Найдему": _у*=-

6. Определим точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости.
~(лг +1)^ -  3(.у+ 1)̂ (1 -лг) _ - X -  I -  3+ Зж _ 2л- 4

(д+1)^ ■ (х+\)*  " (л + 1 )* '
у"  = о при л = 2 =»х = 2 - критическая точка второго рода.
X = -] и х  ~ 2 разбивают числовую осе на интервалы (-oq -1), (-1; 2), 
(2; + <х>). Определим знаку*' на каждом из этих интервалов. 

Заполним таблицу:

X (-<м J) (-U 2) 3 (3; +ад1
у " . . 0 +

у выпуклая выпуклая 3/9 вогнутая
/П и

При переходе через критическую точку х -  2 слева Hatxpaeoy" ме­
няет свой знак. Так как Д2) = 2/(2+1/ -  2/9, то точка (2; 2/9) являет­
ся точкой перегиба графика функции,

7. Определим наклонные асимптоты. Уравнение такой асимптоты 
имеет вид у  = кх + Ь,

где к = lim - ■■■" - = Urn---- -— т ~ lim — ^ = О;
X . *~**’°х(х+ 1)  *->±*('л+и

Ь~ l i m i f ( х ) - к х )  = 1 т ------- г 0.

Следовательно, прямая у~0 является двусторонней горизонтальной 
асимптотой.

8. Построим график функции (рис. 5).

Рис. 5

28



Тема 3: Неопределенный и определенный интегралы

Вопросы

1. Первообразная. Неопределенный интеграл и его свойства.
2. Таблица основных интегралов. Замена переменной и интегрирова­

ние по частям в неопределенном интеграле.
3. Интегрирование простейших рациональных дробей.
4. Разложение рациональной дроби на простейшие. Интегрщювание 

рациональных дробей.
5. Интегрирование тригонометрических функций.
6. Интегрирование иррациональных функций.
7. Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции.
8. Задачи^ приводящие к понятию дпределенного интеграла (задача о 

тющади криволинейной трапеции и работе переменной силы).
9. Определенный интеграл как предел интегральных сумм.
10. Основные свойства определенного интеграла. Теорема о среднем.
11. Производная определенного интеграла по верхнему пределу. 

Формула Ньютона-Лейбница.
12. Зал(ена переменной и интегрирование по частям в определенном 

интеграле.
13. Приближенное вычисление определенных интегралов: формулы 

прямоугольников, трапеций и Симпсона.
14. Вычисление площадей в прямоугольных и полярных координатах.
15. Вычисление длины дуги линии.
16. Вычисление объемов тел вращения.
17. Вычисление статических Моментов, моментов инерции и коорди­

нат центра тяжести плоской щгивой.
18. Вычисление статических моментов, моментов инерции и коорди­

нат центра тяжести плоских фигур.
19. Несобственные интегралы с бесконечными пределами и от неогра­

ниченных функций.
Контрольные за;]ання

Задание 3.1. Найти неопределенные интегралы.
В а р и а н т ы

•jr +Д^+ I1. а) \х^ •Jlx*-5 d x ;  b) \xln3xdx ; с) f 

(1) 4х ■ cos^ 4х dr.

dx;

Я’



2. а) f —j ---- iJx; b) f  xcos(2x-  l ) iJx ; c ) j -----~X
4л:’ - 2  

d) |coj*3A iic.
v6

(x + 2)(x  t дг-t 1)

3. a)  -  4j dx; b) j x  e ^  dx ; c) j

dx;

d ) ( / - ^ ~ ^ - d x .
■’ sin 2x
-  4 ,

4. a ile '^^  -x^ dx: b) \ylx lnxdx;  c ) \ ~ - ---- -—
' '  ^х ’ -6л + 5

d)  \sin^ — • cos^ - dx.
’  2 2

5. a jj  ^  dx; bj f  (3x -  4J/nxdx ; c) f  ~^-. .̂:::=^— dx;
cos X \fx^ - 5л + 1

dx
d ) \  —

2 ‘-5cosx+ 3sinx
,-di

6. a Я ~ -̂ -d x ;  b ) \ x i i r i ' - d x ;  c) ( - ; = = = ■ - u!x,-
2 ’ ^ 4 x U 4 x + l

d j  j  sinx sin3x dx.
_____  X H* 1

7.i a ) f \ / c o s 2 x -4 s in 2 x d x ;  b j j j n x ^ d x
V2x+ 1

dx
2sin x+ 3cos X

8. a) f — - dx; b j  l (2 x~ 3)s in3xdx  ; c ) f dx;
■’ л '  '  Л' + л ' + 2л

dJ j  cos3x ■ cos5x dx.

\ l e ^ - 3  

d) j ig*2x  dx.

Л— X Л'*
9. a) f-p^==£jbc; b) \ a r c s i n - d x ; c ) \ j - ---------- ^ ----- -dx;■' r i r ~ ;  '   ̂ 4 > |д.2 +
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10.  а) f '1.!.? ^ —^dx; h) \arctglxdx ; c) ( dx

d)  f-

cos i t  
dx

' 5 - 4  stnx

\lx + Ух

Задание 3.2. Вычислить несобственный гачтеграл или доказать его 
’ расходимость.

7 " <ir 1  dx f xdx I dx ? ^
1. 1 ------ . 2. 1 -------r. 3. | - p = .  4. 1-------Г-. 5. |дс

\ x h t x  Л.4 + Д:* iV T tV  2( ^ - 2)’ L

dx
■ Ф 1- 2 . fy . .  .Л -r -r X

8.Г dx 0
. 9. f A o l ^

^x ^  + 2x+5  .■'„1 + x+x* \ V x - l

За.даннс 3.3. Вычис;шть площадь фигуры, ограниченной линиями:
В а р и а н т ы

1. у = 2х - x^ у = X*. 6.Г == 4(1 + созч^.
2. ху = 1, у = X, X = 2, у 0. ( р г  = 5 sinSqx.
3. у = х ^ 2 х + у - 3 = 0. 8.r=2cos3(fx
4. у = (х - 4)^ у = 16 - х^ у = 0. 9. г = J iinlqx
5. у = ( х +  l )^x + у = 1, у = 0. 10.г cos2^

Задание 3.4. Вычислить длину дуги кртшой.
В а р и а н т ы

1. г = 2(1 : соз<р).
1.х = 3(t - sin t),y = 3(1 - cos t),U S  t < 2 7t
3. r -  3(1 - cos q>).
4. x = 2 cos* t , y  = 2 sin* t, 0.< t < n/2.
3.x = f/6, у  -  4 - 1*/4 меаду точками ее пересечения е осями 

коордашат.
6. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох 

фшуры, ограниченной линиями у 4 - x^ 2х + у - 4 = 0.
7. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох 

фигуры, ограниченной линиями у -  х*/2, у -  х̂ /8.
8. Вычислитъ объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох 

фигуры, огратшченной линиями у = -х* + 8, у = х^
9. Вычислитъ объем тела, образованного вращением вокруг оси Оу 

фиг>'ры, ограниченной линиями у = х’, х = 1, у 0.
10. Вычислить объем тела, образовазшого вращением вокруг оси Оу 

фигуры, ограниченной линиями ху = 9, у - 3, у = 9, х = 0.
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Методические укошння к решению юднч цо теме 
“Неопределенный и определенный интегралы”

Таблица основных неопределенных интегралов

.c-ei
I  f u“du = + С ( a x - 1). Ю. f —  = Jn\tg(- + -1

" a + \  '  ̂ 'c o s u  rV 2  4J
+ C.

9. i — =In
sm u tg -

г C

-JL 1
2. f a “du = ----- h C ('a > 0, a I /  11. [ —̂------ -  — arctg — + C(a * 0 ).

a |в“Л = е “ + c.

4. f — = /иУ + C.
■’ и ■ ■

a  J j«M<ab = -co4«+C,

6 f  I p ., icojuau — Sinu-i-L,*

7 ./ - ^ -  = /gM+C.
COS и

8. j - ~  -= -c tg u  +C.

- f C ,

du 1
a- +M* a a

f 1 Д + И
a - u  2e a - a

13. /  = arcjrw -  + C(H < |a|).
\ a  - u  “

14. f-7= = i^ i= =  =  /n l« +  т/й* ± e^ l +  C.
^Iu^±a^ ‘ . '

15. |^ А м = с А и +  C.

16. J cAw ^ jA u +C.

17. f - ~ - / A M + C .
*ch^u

18. [ - ~  =  -с т А м + С .
 ̂s h \

П рнш р 3.1. Вычислить штеграл J (Зх - 4\sin5xdx.
Решение. Применим формулу интегрирования по частям:

J udv = MV - J vdu.

Положим и=Зх-4, dv=sin5xdx, Ыогда du-3dx, v= | sm5xdx~-^cos5x.

■ 1 3f (3x - 4)sin5x d x = - -  (3x- 4)cos5x + - f cos5x dx ~f Э i '

(3x-4)cosJx + — sin 5x + C.
5 ‘ ' 25
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* - —2 .Пример 3.2. Иаити интеграл J ------- -̂---------ах.

PtmcHue. Подынтегральная функция яаляется рациональной, т.е. 
отношением двух многочленов. Поскольку степень числителя дроби 
выше степени знаменателя, то нужно выделить целую часть. Для 
этого разделим числитель на зна.ченатель по правилу деления 
.многочленов.

л"* + лг̂ + 8у- 2 [хЧ 8  

ж 4 1+8ж
jt’ - 2

-? i± L _
-К )

в  результате деления получаем
x* + x^+ ? ix -7  i  + l7 l0  . ФО

--------S-----------= — ^ ----=: Х + 1  -
4 8 хЧ+%

Следовательно,
f X* 4-д^+&Г-2 , ( .  , , ,  dx
J ----- - 7 - 1 ------Л  = |Г Х 4 - 1 ;Л :^ Ю |^

Jt 1 -n  . jt  +  О

dx

Дробь I
X" + 8

I

2 ' x"4-8
разложим на сумму простейших дробей:

I А Вх+С
■ +  -

х'’ +8 (х + 2)(х^ -2 х + 4 )  х+ 2  х ^ -2x4-4
I = <4с'х* -  2х 4 - 4^4- ( "х  4 - 2^('5х 4 -С /

Найдем А, В, С, приравнивая коэффициенты при одинаковых сте ■ 
п е н я х  X.

А + В  = 0 I
X  2В + С -2А  -  О > = > / !  =  I/I2, В =  -1/I2, С =  I/3. 
г” 2С + 4А = I )

J3



dx 1 г (ir
1 I-Д-+- x - 4■ ----  = — i ------+ -----~ J r ~ - - ln \x + 2 \-----f - ; -----------

^jr-+8 n ^ x ^ 2  ' x ^ - 2 x + 4  12 ' 1 2 4 ' - 2 x  + 4
dx

= --/«[* + 21-- i f  12 ^ *'>/!-»
2x-S

- Jx — — Itix + 2i-----[
I 12 ' '

1 f I t - 2 - 6
24-'j c ^ - l r + 4  12"' 24'»л^-2д:+4

2jc -  2 . I f  dx 1
Л  + " I -----

dx =

=  - i  /и Ь г+  2 l ------ J
12 ^ ' 24^

-  2д -+  4I +  -  f ------------------ = i 2| — i  Inlx^ -  2 a  +  4| +
24 ' ' 4 V a - 1 /  + 3 12 ‘ ' 24 “ '

a ‘ - 2 a + 4  
dx

+ - I - —---------- =  — ln\x+ 2j -
4 ^ a* - 2 a +4 12 '

1 x - \  ^
+  -----p o r c / g — 7= -  +  C .

4v/3 л/З
Итак,

f Â  + a’ + &t~ 2 , x ‘ 1 . I ,1 1 , I j - .1
J a^+8 2 12 24 ' I

+ - ^ ^ a r c t g * ~ - ) + C = - x ' ^ + x - - l i i \ x + 2 \ ^ ~ ~ l n ( x ^ - 2 x +  4)- 
4v3 v3 2 6  12

5 . x - l  ^-----T=arcig—p- t C.
i S  s

Притер 3,3. Вычислить несобстеетый интеграл
dx m u  доказать его расходимость.

Л.ДС' +  •ЧА+ 9
Решение. 

1 dx (h dx lim f-л„̂ еь * J
dx

* + 4 a + 9 _„а * + 4а + 9 qa* + 4 a + 9   ̂(a + 2) ‘ + 5

dxUrn f
4ч_. *

, 1 A + 2= lim -y= arc lg —/=-
0 ( a  + 2) + 3 <«-»-> V3 v'5

1 2  1 я  1 я  1 2  _  я

Интеграл сходится.

I * J ^+ 2+ h m —porcig—yr 
ь-*« л/З /3

Пример 3.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 
г — а sin 3 <р

34



Реншше. Фигура, площадь которой нужно найти, представляет 
собой трехлепестковую розу (рис. 6). В силу ее симметрии достаточ­
но вычислить площадь половины любого лепестка и результат умно­
жить на б.

Площадь гриволинейного сектора в полярной системе координат вы­
числяется по формуле

. 0
6'=

Следовательно, искомая площадь
П ~

2^. ' ■ • 1 ■ 2 V 6 /

2
л
6

п а

Пример 3.5. Вычислить объем тепа, образованного вращением 
вокруг оси Ох фигуры, ограниченной ттиямиу ~ х ',х  * у  ~ 2, у=0.

Ретение. Найдем абсциссы точек пересечения параболы у  = х‘ и 
прямой у  ~ 2 - X Решая уравнение = 2 - х  находим Xi = -2,x'j -  !.

Данная фигура (рис. 7) состоит из двух частей: первой - ограничен 
ной сверху параболой (О <х s  i), и второй - ограниченной Лрху пря­
мой (.1 <х ^2). Снизу фигура ограничена прямой у  -  0.
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Поэтом)!

Рис.7

V = V, + Vj =

= я^х*ах + я^(2 - х У  dx = я
(  5 

ДГ (2 - х ) ^
2^

 ̂ 5 3
и J

[I  П 8г,- -  +  -  I _  —  ;г . 
45 1/ 15

Тема 4. Функдии нескольких переменных

В о п р о с ы
1. Определение функции двух и более переменных. Предел и непрерыв­

ность функции двух переменных.
2. Частные производные, их геометрический смысл для функции двух 

переменных.
3. Полный дифференциал функции нескольких переменных. Дифферен­

цирование сложных функций, инвариантность формы полного диф­
ференциала.

4. Дифференцщгование неявных функций: /(х, у) = О, F(x, у, г) ~ '0.
5. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Геометрический 

смысл полного дифференциала функг^ии двух переменных.
6. Частные производные высших порядков. Формулировка теоремы о 

независимости частных производных от последовательности диф­
ференцирования.

7. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимые условия 
эксМремума:

8. Достаточные условия экстремума для функции двух переменных.
9. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа.

iO. Наибольшее и наименьшее значения функции двух переменных в 
замкнутой области.
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и .  Эмпирические формулы. СЬгредепение параметров эмпирических 
формул методом наименьших квадратов.

Контрольные таланин

Задание 4.1. Найти пошшй дифферешшал функции.
В а р и а н т ы

’л*
1. i + —• L 2 .Z - i in ^ iZ x -у). 3 .x= /«fg-~ .

\ y j  ' '  -г

4. X = arctg — .
X

l j z  = 1

.... ■ ..... 1 т
co ^2x - y ) .  6. z = e * .

8. x = /g^^2x - ^ j .  9.x=coj^(x*

10. x =

Задание 4.2

1. Дана функция z = - .  Показать, что х  — = 0.
у  вкду Зу

^ х  ^ z1. Дана функция z = sin( х + ay). Показать, что — = а * — .
4-* А*

3. Дана функция z = о'^ Показать, что

у
4. Дана фунюцгя z = - .

I 3^z 2

.
Показать, что х ' —^ ч 2xv----- ч- v —г = 0.

Зеф  4 *

5. Дана фytIкция Z = In - ч-х - у .
У ■

Показать, что х ~  + у ~  = Э[х  ̂- у %
с* 4  '  ^

6. Дана функция z = у In х +х In у.
Показать, что х — ч у — = х + у + х,

«Зг 4

Э7



7Л а̂иа функция z=  cos у +(y-x)sm у.

Показать, что ( х -  у )

8. Дана функция z = Показать, что у

9. Дана функция

и  Z (Я (Я-3

Показать, что х^ -  2ху — ^  а >>' — ~ + 2хуг -  0.
а-

10. Дана функция z = е*"'.

а  У  З с У

с у

Показать, что ~~(х^ -  у^  —^ 0.

Метиднмескне указания к решсннш примеров по геме 
“Функции нескольких переменных’*

Пример. Найти полный дифференциал функгнш

Реишше.
Z = tg(3 - 2у д9.

, c i  , дг аг = — ах + — ау. 
Зс ^

-2 У дс -4лу
Зс соУ (Ъ ~2у^х) ^  cos^ (3~ 2у^ X)

d z - - 2 / 4ду
cos" (Ъ -2у^ х) cos^ {Ъ~2у~ ^^

,‘̂У-

Твма 5. Диффере11циалы1ые уравнении

В о п р о с ы
1. Дифференциальные уравнения (ДУ). Основные понятия.
2. Д У  первого порядка. Задана Коши.
3. Уравнения с разделяющимися переменными, однородные,
* линейные, уравнения Бернулли.
4. Метод Эйлера решения задачи Kouui для ДУ первого порядка.
5. ДУ высиасх порядков. Задача Коши.
6. ДУ второго порядка, допускающие пони-жение порядка.
7. Линейные ДУ высших порядков.
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8. Линейные ДУ  с постоянными коэффициентами.
9. Системы дифференциальных уравнений.

k’oiripaibHbie 1адан11Я
Заланне 5.1. Найги общее решеш1е или общий интеграл дифферен­

циального уравнения первого порядка.
В а р и а н т ы

1. xy ' - у -  у \  6. (X + х^)у' - (1 + 2х)у = 1 + 2х,
2. у ' - ysinx-sinx-cosx. 7,>idy - ydx = ydy.

V У 2(3. xy'cos -  = ycos —̂  X. 8. у - xy' = 1 + x ^ '.
X X

4. e '  (1 + x*)dy - 2x(l + e’')dx = 0. 9. y' - у = xy*.
Л i

5. 3xy '-2y=  — . 10. y ' - 2xy = 2x e' .

Задание 5.2. Решить дифференциаш.ное уравнение второго 
порядка, используя методы понижения порядка.

В а р и а н т ы  ■
1. у" у’ = 1. 6. 2уу"  = 1 + ( y ' f  .
2. (X + 1)у" - (X + 2)у' + X + 2 = 0. 7. у " tg у -  2(у')*.
3. у* = (1+(у')^)^. 8. у " + y 'tgx  = sin2x.
4. х*у" + ху' = 1. 9. = (у')*.
5. х-1пх -у",- у' = 0. 10. ху" - у* = е*.х*.

Заланне 5.3. Найти частное решение днфференштального уравнения, 
удовлетворяющее заданным начальным условиям.

В а р и а н т ы
1.  у " - 4 у '+.5y = 2xV , • у(0) = 2, у'(0) = 3.
2. у " + 4у = 2sin2x - 3cos2x, у(я) = 0, у'(я) = -3tj/2.
3. у " - 5у' + 6у = (12х - 7)е'‘ +12, у(0) = у'(0) = 2.
4. у " - 2у' + 10у = sin3x + е’ , у(0) = уЧО) = 1/9.
5. у " - Зу' = е*‘ - 18х, у(0) = 0, у'(0) = -2/3.
6. у " - 5у' + 6у = 13sin3x + 1, у(0; = 3/2, у'(0) = 1.
''f>y" + y = COSX + cos 2х, у(л) = -1/3, у'(п) = 0.
8. у" + у -  е * + 2COSX, у(0) = у'(0) = 1/2.
9. У" - Зу' + 2у = Зе** + 2х*. у(0) = 3, у'(0) = 5.

10. у" + Зу' - 4у = е +хе у(0) = 0, у'(0) = -11/30.

Заланме 5.4. Найти общее решение системы ДУ и ее частное 
решегше при заданных начальных условиях.
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= х -5 у , x(Q)=5',

= 2х - у ,  у (0) ^ \ .

= 1 х -  Ъу, х( 0)  - 1;

—  
dt

dt
dx 
~di

^ = 2х + 2у,
ili'
dx—  = x + 5y, 
dt
dv^  = y (0)= \ .
dt

i':! Д1 ili Ы

dx jr+v, x(0)--0( 
dt

— = -2дг + 4у, y (0):^~l.
dt

A.

dx
7t
dy
7t
dx

3 x -y ,  JCfO)-l;

10л-4_у, y (0 ) -S .

-  - X  -t- y , л-(0,)=0;

7.;

dx
I t

dt
dx
7t

iL
dt

■ x-y , x(Q )= 2;

4x-3>>, X 0; = 2,

dt 
dv-
-^.- = ~ x ~ 2 y .  у ( П ) г - . - \ .
at
dx

= ^x-y, xfo; = o,

8,

10.
= -4x+ 4y, y (0)  = i.

dt

± .
dt '
dx
dt
tfy
dt

~ 3 x -2 y ,  л(0^ = 1;

4х + Уу, y ( 0)rr.Q,

= 2x-5y. 

= 5*-6>,

x(Q )-0\

y ( 0 ) ^ -3 .

Методические указании к решению здчач по теме 
“Диффереициа)1Ы|Ь|е уравнения*’

Пример S.I. Найти общее решение Д У  первого порядка: 
дгу' + у = /  In X.

Решение. Разделив левую и правую части уравнения на .г, по.пучаем 
, у  Ы х-у^

у ' у  -  = -------- ----  •
X  X

Это уравнение Бернулли. Применим подстановку у  = uv:
. . 1

( V

1пх 2  2
---------и  V  ;• W V  -

X
V  . 1пх 2  г

--------- V  ,

X л:
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функцию v(x) выберем так, чтобы выражение, стоящее в круглых
у

скобках, обращалось в ноль: v' + — = 0.
X

Так как последнее есть уравнение с разделяющимися переменными,
dv dx edv е dx , I I , . I , 1mo имеем : — = -----, j — = -} — => /«|v| = -/« jx | => v = —,
V X  ’ V '  X  X

Подставив значение v в уравнение (* ), получаем для u(x) уровне- 
ние с разделяющимися переменными:

, 1пх  2 1 ^
X  X  и "  х ^

Интегрируя это равенство и применяя формулу интегрирования по 
частям к интегралу, стоящему справа, имеем:

1 1пх  г dx Inx . i + С и =
и X ' х ‘ X X  1 + 1п'х-Сх

Следовательно, общее решение исходного уравнения имеет вид 
у  - U V  = 1/(1 +1п X - Сх).

Пример 5.2. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 
уу" + у '^  = 0.

Реше/ше. Это уравнение вида Р(у, у', у") -  0. Оно не содержит неза­
висимой переменной х. Вели положить у '  = р(у), а за новую перемен - 
ную принять у, то порядок данного уравнения понизится на единицу. 
Производную у"  находят по правилу дифференцирования сложной

функции: у"= — у'=  — ■ р.
dy dy

Подставляя значения у ' и у "  в исходное уравнение, получаем ДУ  
первого порядка относительно функции р( у) вида 

урр' + р ‘ = О или р(ур' + р )  ~ 0.
Пусть р  е̂ О. Тогда ур ' + р  = О или у  dp -  -р  dy. Разделив обе час­

ти уравнения на ру  и проинтегрировав полученное равенство.

получим I ^  - f => iti г)\ = ~ Ы у\ + /и(С,I,
Р У

• d\
У

Так как у '  = р. то у ’ = СП У ydy ^  С/ dx.
Проинтегрировав последнее уравнение, получим общий интеграл 

исхоОного уравнения: ^ /2  - Cix + Cj или У  -  2 (CiX + Cl).
В ходе решения мы делили ни р у , предположив, что р  О, у  гг 0.
Если же р  -  О, то у  ' = О =>у = С. Это решение исходного уравнения 

может быть получено из общего интеграла при С; = 0. Частное 
решение у  -  О тоже входит в общий интеграл при Ci ~ С] -  0.
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Пример 5.3. Найти частное решение Д У  у"  + у  -  cosx + е‘ , 
удовлетворяющее начальным условиям: у(п) -  е", у  ' (п) -  - я /2.

Решение. Это линейное неоднородное ДУ  с постоянными коэффи - 
циентами и специальной правой частью.Находим общее решение 
соответствующего оОнородного уравнения у "  + у  -  0. Его харак­
теристическое уравнение + 1 - 0  имеет корни k i~  i, к-, -  - 1.

В этом случае общее решение однородного уравнения имеет вид 
• у  -  Cl cosx + Cj sinx.

Так как правая часть исхоОного уравнения представляет собой 
сумму двух функций fi{x) + специального вида, то его частное 
решение У ищем в виде У -  у  j + У з,

' cosx.
+ У= /̂з(х) = е‘.

где ' у  I - часпшое решение уравнения у ” + у  -  /](х,‘
а у  3 - частное решение уравнения у

Вид частных решений у  \ ,У  г определяем согласно таблице:

Правая часть Дх)
ДУ

Кор»ш
характерисппес- 
кого уравиишя

Вид частного 
решешгя

У
Р^х) Число 0 не явл.корн. 

харэетер.уравн.
R,.(x)

Число 0 - простой 
корень характ.урапн.

xR„(x)

Ав“ Число а  не явл.корн. 
харакгсрист .уравн.

Ве'“

Число а-корень 
кратности “к" 

харакг.уравнеюы

Вх‘е"

с”*Р.(х) Число а  Не явл. корн, 
характерист уравн.

e'“ R„(x)

Число а-корень 
кратности “к” 

харакг .уравнения

x'e -̂RnCx)

e“ (Pn(x)cospx + Числа а  ± ip не явл. e‘“(Rv(x)cospx +
+ Qa,(x)sinpx)- корн.харакг. уравн. -г Sv{x)sinpx), 

V ^ max(n, m).
Числа а ±  ip ■ корни xe""(Rv(x)cospx 4
харакг ерист.у|тавн. 4 Sv(x)sinpxJ
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Так как /i(x) = cos х ~ е" ’ cos (1 -х), т.е. а  = О, jJ -  t, Р„(х) = I,
Q„(x) -  О, V = max (О, 0) -  О и числа a ± i f i  -  ±  i являются корнями 
характеристического уравнения, то У t ищем в виде 

у  I -  x(Acosx + Bsinx).
Тогда у  'i -  (А -*■ Bx)cosx + (В - Ax)sinx;

y"i = (2В - Axjcosx - (2А + Bx)sinx.
Подставляя эти выражения в уравнение у"  + у  = cosx, мы должны 

получить тождество
2(Bcosx - Asinx) = cosx => В ~ 1/2, А = О, т.е. у  i~  1/2 х sinx.

Далее, так как f t  (х) = е* = 1- е '”, т.е. А -  I, а  — 1 и число а  -  I не 
является корнем характеристического уравнения, то у  г ищем в виде 
у  2 -  Се'- Подставляя это частное решение в уравнение у"  + > = е', 
должны получить тождество 2Се‘ гее', оЩкуда С -  1/2.̂

Таким образом, у  -  у  i + у  г ^  П2 (xsinx + е'). а общее решение ис­
ходного уравнения имеет вид

у  -  у  ^  у  = С/СОЛЗС.+ C2SU1X + 1/2 (xsinx + е').
Найдем теперь частное решение исходного уравнения, удовлетво­

ряющее заданным начальным условиям. Продифференцировав общее 
решение, получим:

у '  = C2C0SX + (1/2 - Ci)sinx + 1/2 (xcosx + е').
Подставляя в выражения для у  и у ‘ начальные условия х  -  п, у  ~ е”, 

у ' ~ -л/2, получим систему уравнений

-С, + - « ” 
' 2

= е

-Сг
к  е к

Следовательно, искомое частное решение имеет вид 
у  ^  1/2 e" (̂sinx - cosx) + 1/2 (xsinx + e'J.

Пример 5.4. Найти общее решение системы дифференциальных 
уравнений и ее частное решение при заданных начальных условиях

^ = 4 х - у ,  X(0J=1:

dv _— = 2>>+л, >fo;=o.
. а/

41



Решена*. Сеедем систему к уравнению второго порядка относиме.яь- 
но функции x(t). Чтобы исключить y(t), продифференцируем по I

d^x , dx dyпервое уравнение системы: - j j  ~ А -----

Отсюда и ш  первого уравнения системы имеем:
dy , 4дг, 
dt

dy _ d^x ^   ̂dx
dt dt^ dt 

Подставляем выражения у, dy/dt во второе уравнение систе.мы:

■^■ .AxV
dt )

Таким образом, для функции x(t) получи/ш уравнение
dt^ dt V

+ Jf,

d^x
'd T

6^+9д-=:0, 
dt •

Его характеристическое уравнение - бк + 9 -  О имеет /у?атныи 
корень kj 2 -  3. Следовательно, x(t) -  (Cj •+ Сн)г’‘ ; 

y(t) = - dx/dt + 4х -  -i{C, + СгОе^‘ - + 4(Ci + Сз^е^‘ -~=
= е^‘(-Сз + С] + Сit) - общее решение исходной системы.

Найдем также частное решение, удовлетворяющее заданны.» началь­
ным условиям. Подставляя о общее решение начальные условия t ~ О,

[С, =̂ 1; '
X -  1 , у  = 0, получим: < г  -  с, ^  -  !■ Q  -  1.

Следовательно, искомое частное решение имеет вид 
x ( t)  = (1  + t )e ^ ‘, y ( t )  = te ^ ‘.

Тема 6. Кратные шпеграны. Криваиинейные н поверхностые
интегралы

В о п р о с ы
1. Двойной интеграл и его свойства.
2. Вычисление двойного интеграла в прямоугольных координатах. '
3. Геометрические приложения двойного интеграла: вычисление пло­

щади плоской фигуры, вычисление объема тела.
4. Замена переменных в двойном интеграле. Двойной интеграл в по - 

лярных координатах.
3. Физические приложения двойного интеграла: масса, центр тяжес­

ти и моменты инерции.
6. Тройной интеграл. Вычисление тройного интеграла.
7. Замена переменных в тройном интеграле. Тройной интеграл в 

цилиндрических и сферических координатах.
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S. Приложения тройного интеграла: объем тепа, масса тела, коор 
Оинаты центра тяжести тела.

9. /{ривопинейный интеграл первого рода, основные свойства, вычис­
ление.

10. Криволинейный интеграл второго рода, основные свойства и вы 
числение.

П. Формула Грина.
12. Условия независимости криволинейного интеграла второго рода 

от пути интегрирования.
13. Приложения криволинейных интегралов: длина дугй, масса дуги, 

координаты центра тяжести, работа.
14. Повер.хностный интеграл первого рода, вычисление.
15. Поверхностные интегралы второго рода; вычисление.
16. Вычисление величин посредством поверхностных интегралов: 

плоирадъ поверхности, масса, координаты центра тяжести.

Контрольные шдания

За/диние 6.1. Измеюггь порадок интегрировагадя в интсфалах:
В а р и а н т ы

л X г е-х
I ld x jf(x .y )c fy - 2 . \d x  lf(x ,y)c fy .

0 1 л 2jc
2"

} / х  i 3r
4. \d x \ f ( x ,y )d y .  5. \ d x \ f (x,y)dy.

“ l x  0 Jx
3

\ 4

3. \d x ] f(x ,y )d y .
0 1̂

3
4 X

- X

1 2-x̂
9. ]dx \f(x ,y )d y .

0 X
\< iy\f(x ,y)dx . 8. \d y \f(x ,y )d x .
-г yi 1 2

У
! г-у

10. \d y \ f ( x .y )d x .
0 у

Задание 6.2. Вычисдть с помощью дооГшого интеграла площадь 
области, шражгдетюй линияьш.

В а р и а н т ы
1 у ■■ х" - 1, у -  2 - 2х б^у - б X ,  у -- 7 - X
2, у‘ 1х. X ■ 2 ( jy y  -  о, X 1. у - х^
3 у " х ‘ 14. у  -  -х^ 14. x  2
4 V 12. у - -х̂  +2. X - 3
5 V ( X - I V, v! -  X - I

8 . X ■ о, у  = о, X 2 , у  “  с '
9 X ■ о, у I. V -  3, V ■- I X 

10 у ’ ~ X • г .  X -  2
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Задание б.З. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, 
ограниченного поверхностями.
В а р и а н т ы :  1.2 = x’+y’ -z ’ = 0.

2. y - x ^ z =  1 - у, 2 - 0.
3. Х* + у’ = 1,2==X* + У^2 = 0.

с  помо1щ>ю криволинейного интеграла 1 рода вычислить длину линии L. 
f x= 2a c o s t-  act

4. L:
\^y=2a s m t-a s i

5. L : p = a(l + cosep),

, x= 2a c o s t-  acos2 tt 
В а р и а н т ы :  A. L: \ 0 £ / < 2л.

[ y = 2a s m t- a  sin it,.

\ x = 2acos i;
6. L;  ̂ 0 ^ i  Л.

\ y = 2asin^ t.

x = 6a cost;
7. L; ■ y = 6asint; 0 <: T ^ 2л. 

z = 8aT,
C помотцью поверхностнот'о интеграла 1 рода вычислить площадь 

поверхности S.
В а р и а н т ы ;

8. S; 2 = х̂  + у \  вырезанной цилщадром х̂  + у’ = а’.
9. S: полусферы радиуса R, вырезанной цилиндром х̂  + у̂  -  / 4.

10. S: 2  ̂= X' + y^ заключенной между z = 0 и z = 1.

Методцческие указания к решению задач по теме 
“Кратные интегралы. Криволинейные и noBcpxHOCTiii.ie Hiiiei ралы”

Пример 6.1, Изменить порядок интегрирования в интеграле

X о
Решение. Здесь область интегрирования ограничена прямыми у  — /,



При интегрировании в другом порядке, вначале по у, необходимо раз­
бить область ABCD прямой В К на Ове части, т.к. нижняя линия гра­
ницы этой области состоит из двух частей АВ и ВС, которые имеют 
различные уравнения: у  -  1 , у  -  х/2 .

Вследствие этого интеграл 3  при изменении порядка интегрирова­
ния будет равен сумме двух интегралов:

J 1у 2 3  б . 33  - J 4 -1 f(x .y )d x  = J J f(x .y )d y  t  /  dx\ f(x.y)dy-
1 0  0 1 2 I

i
Пример 6.2. Вычислить площадь плоской области D , ограниченной 

линиями у  -  2,у  -х ^  • 1 .
Реиииие. Область D имеет вид (рис, 9),

Рис. 9
Область D симметрична относительно оси Оу, поэтому доста­

точно вычислить площаОь правой половины области D и результат 
удвоить. Согласно формуле для вычисления площади плоской области 
D на плоскости хОу

S -  JI Jxtiy
D

площадь искомой области равна
2 jrn * _  ̂ i -

S = 2 \ j y  f  Л — 2 1 Jy 'i 1 dy 2 1 Гу + I »»d{y И ) = 4>/3.
1 0  -I 'I

пример 6.S. Haumu объем тела, ограниченного поверхноапями 
/  - 2х, у >  О, 2 - 0 .1  = 2.

Решение. Для вычисления объема тела воспользуемся формулой 

И :г- III dxdydz.
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Тело Т имеет вид (см.рис. 10).

Перейдем к цилиндрическим координатам. Уравнение поверхности 
дГ* + У “ 2хв цгсишдрических координатах имеет вид ~ 2р  соз<р 
или р  -  2созщ где О < <р < т̂ 7 (см.рис.П ).

У

т
х^+у-2х

- > Х

Рис. и

п/1  3 n / i
г  ~ III dxtJydz = III f^pd(pik = I di}y I pdpj Jz = 3 j

T T 0 0 0 0

ICOi
d (p  =

п/г
=  6  \  C 03^ <pd<p =  б )

n 2 ^ 2
1 3/r
о " T '

Пример 6.4. Вычислить O'luiiy дуг^ одной арки циклоиды
X ~ ait - .иШ/. V - ai I - co.tt).

Peiuetme. Длина дуги плоской линии, ладанной параметрически, вы­
числяется с noMoufbK) криволинейного интеграла по формуле

/. !' <//. ,Л . if !■ ( ' Jt
: V  ̂d i ' • л  '
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Дифференцируем по I параметрические уравнении циклоиды: 
dx/dt ^  а(1 - cost); dy/dt “ aeinl.

Параметр t меняется от t •“ О до I •• 2 л  Следовательно, имеем 
tn .......................

L = I “ cost)^ -f jw* / Л -  J а^Щх -  cost)d t =
о о

^ i V 2 д.о  ̂ о * о

I» I  ̂ ]» J t S С\
= а I jAsin^ — dt = 2a js in —dt —

«V 2 f . 2  * 2 '  22

~ -  Aacoj- = 8a.

Пример 6:5. Вычислить площадь части поверхности параболоида 
jr‘ + У -  2г , вырезанного цилиндром + У -  / (рис. 12).

Решение. Площадь поверхности S . заданной уравнением г  =■ /(х, у), 
находят по формуле

Из уравнения параболоида находим: z = + У V2; Л/Зс =■ х ;
З/сУ -  у. Область Dxô  есть круг У + /  <Г ].

.5-- и ^ 1 + Z* ч jdg)\ J] у . pdp =

Пи
= i  f </̂ 4̂ 1 + p^.)''^d(\ ^ р - )  = (I + р ’ =

 ̂ о о ■'О
i ( i 4 i - \ )
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Тема 7. Векторный аиалнт

В о п р о с ы
1. Скалярное поле, лишш уровня, поверхности уровня. Производная по 

направлению.
2. Градиент скалярного поля.
3. Векторное поле. Векторные huhuUj векторные трубки. Поток век - 

торного поля череч поверхность.
4. Дивергенгрт векторного поля. Формула Остроградского.
5. Линеиныи интеграл и ч'/ркулячия векторного по.яя.
6. Ротор векторного поля, теорема Стокса.
7. Потенчиальные и соленоиОальные векторные поля.
В. Chxepamop Гамильтона, его использование в векторном анализе.

Ко1пр№1Ы1ые тадання 

Зад1шис 7.1
1. Дано скаля15Нос поле и -  4х’ - Зу' и точки М(1 ;1 ;0) и N(4;5;0).

Найти производную поля м в точке М по направлештю, идущему к 
точке N.

2. Дано скалярное поле и =х^ + -Зх + 2ун  точки М(0;0;0) и 
N(3;4;0). Найти производную поля и в точке М по направлению, 
идущему к точке N.

3. Дано скалярное поле и -ху  + уг i и точки М(0;2;4) и N(12;-5;-8). 
Найти производн)^ поля и в точке М по направлению, идущему к 
точке N.

4. Дано скалярное поле и =ху + уг + хг и точки М(2;1;3) и N(5;5;15). 
Найти прощводную поля и в точке М по иаправлетшю, идущему к 
точке N.

5. Дано скалярное поле и ~гг - у  + г  и точки М(0;1 ;2) и N(0;3;6). 
Найти производную поля и в точке М по направлению, идущему к 
точке N.

6. Дано скалярное поле и ^х^ + У + - 2xyz и точка
Найти граднент скалярного поля и в точке М и наибольшую 

' '  скорость возрастания поля.
7' Дано скалярное поле и =2х  ̂-еЗ/ - г ' и точка М( 1 ;-1 ;2).

Найти градиент скалярного поля и в точке М и наибольшую 
скорость возраста1ШЯ поля.

8. Дано скалярное поле и ~3х^у - Зху' + у  и точка М( 1 ;2;0).
Найти традиент скалярного поля и в точке М и наибольшую 
скорость возрастания ноля.
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9, Дано скалярное поле и ^хуг н точка М( I ;2;-2).
Найти граднет скаля1М1ого поля и в точке М и наибопьптую 
скорость возрастания поля.

10. Дано скалярное поле м =5л-' + /  + /  и точка М(1;0;-1),
Найти градиент скалярного поля и в точке М гг nanGo/TbiiiyTO 
скорость возрастания поля.

Задание 7.2
1. Найти ноток векторного поля а = (8х + 1)/ т (zx - 4y)J + (е* -z)k 

через внетшаою сторону поверхности S: х* т у̂  з z* ~ 2у.
2. Найти ао-гок векторного поля а - 8х< + 1 1у  ̂ з- |7гА через внеш-

шою сторону тшрзмиды с вергшшами я точках 0(0; 0; 0), Л(1; 0; 0), 
В(0,1/2; 0), С(0; 0; 1/3). _

3. Найти ноток вскторггого поля а -  ху’г т J н гх'к  через внеш - 
икно сторону поверхности + у ‘ з z‘ - R*.

4. Найти ноток векторног о поля а = х‘г + z* / через внешнюю сторо - 
ну поверхности тела, расположенного в 1 октанте и ограниченног о 
коордшгатггыьиг плоскостями и гговерхностью z’ -  1 - х - у.

5. Найти ноток векторног о поля а~ з у* / + г’Л через часть по - 
нсрхпости 3 у̂  + Z* ~ 1, расположсгпгой в 1 октанте (соз у > 0),

6. Найти цнрк)'ляцию векгорггого ггогтя a ~-x^yi  з xy^j  вдоль кривой
),: I- у̂  -  а̂  ( в положшелыгом ггаггравггегши) по г}юрмуле Г рнггз.

7. Найти ггнркуляцнюлекгорггого поля в -  - шу; з<в х j  вдоль кривой
( х - а  cost;

L: -!
\у- asm !

8. Найти циркуляцию векгорггого поля а у'г • х'у з  гк  вдоль крггвой
I., т1огг>'’Г',гюгцеНся пргг ггс|)ссечегшгг гговерхггости (у з z)̂  4 - х с ко -
ордшгатнммгг ггггоскостями.гго формуле г.’гокса,

9. Н..;;ти гтггркуггяцгоо векгорггого гголя а~ - x 'y 'i з4у з хА вдоль
X- 2 cost: 

xpimoil V , ^ y - 2 smt;
2~ 4.

10. Найтгг циркуляциго векгорггого поля а - yi - x j  + ак (a-corrst) 
вдоль крнггой L: х’ з у’ - 1, z 0 (в гголожшеггыгом наггравлсгшгг) по 
((юрмуле (Стокса,

(в гголожгггеггьггом ггаправлешог).
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}8данпе 7.J. Показать, что ве!яорнос поле а потетгцпальнос, и найгп 
его потешшал.

В а р и а н т и
\ . а -  О ' z)i + (X +  z)J +  (X ч у )к .
2. а “ х 1 л ( 1  ь у ^ ) /  H - ( y x V ( l  + У ^ ) У -

3. й -  yzi ч XZJ + хуА .
‘1. а - 2xyi + (х’ - 2yz)J - у 'А .
5. а = (х̂  - 2yz)/ ч (у  ̂- 2xz)J + (ẑ  - 2ху)А.
6. а~  (Зу  ̂+ 2ху ч 9y;i + (9х ч- х’ ч- 6\ y ) J .
7. а=2х(у '-2х ')| + 2у (х '2 у ’)} ,
8 . й  -  - x ^ i  ч- j  +гк .
9. а= -yi - ху ч z‘A.

10. a = (.lx + 2yz)/ ч (-3y + 2xz)>' +(-2z + 2xy)k.

Методические у катании к peuieimro задач но теме 
“Векторный анализ”

JMafiirT-L ffaHmu градиент скапярного поля и ^ - z u  наибольшую 
остереги мзрастания в точке М(2; 2; 4).

Решение. Градиент скалярного поля определяется па формуле
, (9и <9и- S u xgrad и = —  I ч- —  j  + — А. 

а х  д у  d z
Наибольшая скорость возрастания поля в данной точке определяет^ 

ся подформуле

В нашем случае
а!

ди
д х

ди
Т у

ди
T z

'м. = 4;

=4/и2;

=  -  1.
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Поэтому gr«i/w(A/^)-4i 4-4 //j2 7 -А , а искомая наибольшая 
скорость возрастания поля

т а х ^ ^ =  lg ra J u { M a ) l - j4 ^  + (4ht2)^  t  f^ - l /  = у1и  ♦ 16/и* 2 
o l

Пример 7.2. Найти поток векторного поля а ~ (х  ̂ у)/ t (z t  у)к 
через епешнюю сторону замкнутой поверхности S : (х' ♦ У -  9; г -  0;
X = у  (г ^ 0) }.

Решение. Д т  вычисления потока через внешнюю сторону замкнутой 
поверхности S , ограничивающей объем V , удобно применять теорему 
Остроградского

II jjj JtvaJv.
s и

Ja.
Так как — 1; -  I; = О ,то diva = I + 1 + О -  2

Ja
Dx ' д у  дг 

а поток векторного поля I I _ l\\[dv .

Здесь V -тело, ограниченное поверхностью S .
Дгя вычисления тройного интеграла перейдем к цилиндрическим 

координатам:
jr = р  cos Ip;

y-psinip;
г=г.

Тогда

П ̂  2[}} dv 21 dipj p d p  I (/г ^ 2 | smq>dq>  ̂р* dp =

...1»/-< Р
"f-'io "Т 3

Пример 7.3. Дано векторное поле а -  XI + y^j ■ 2^к . 
Показать, что поле потенциальное, и найти его потенциал.
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Решение. Найдем rota по фор.иупе
i J а

го! а - ^  £
«•Эг Л  <3г

Р  Q  R

В нашем случае Р(х. у, г) -  х, Q(x, у, г) -  У, R(x, у, г) -  
Поэтому

го! а =

J  J  и  

д  ^  ^  
<Э (к

X У  ̂ -2 ^

Л* <3t'i 
Зс ^

Следовательно, поле потенциальное. 
Потенции! поля найдем по формуле

к ^  <к)  КЗ: ск /

Зе „ -----Л=0 .

и (х ,у ,г)^  j P(x,y^,2^)dx+1 в(х,у,2(,)<1ул- \ R(x,y,z)(h ^С..
«« П Ч)

выбрав в качестве точки (Хо,уо, 2о) точку (О, О, 0).
Тогда

ч у  • х^ *
u(x,y,2) = jxd x  + jy^dy  + J ('-7^ )<£r + C' = —- + — -  — + с .

о 0 0 3 4

л* у^ 2*Таким образом, функция и(х,у,2) ~ — +—----^  является

потенциалом поля а .

Действительно, g ra d u -x i + y ^ J - 2 4 c - a ,
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Гема 8. Р я д ы .
В о п р о с ы

1. Числовые ряды. Сумма ряда. Неооходимый npu3nai( сходимости. 
Дедствия над сходящимися рядами.

2. Знакопостоянные ряды. Достаточные пршнаки сходимости.
3. Знакопеременные ряды. Признак Лейбница. Оценка остатка ряда
4. Ряды с комплексными членами.
3. Фунмщональные ряды. Область сходимости. Равномерная сходи­

мость. Свойства равномерно сходящихся рядов.
6. Степенные ряды. Теорема Абеля. Радиус, интервал и круг сходимос­

ти степенного ряда.
7. Ряды Тейлора и Макларена, их приложения.
В. Тригонометрические ряды Фурье. Сходимость тригонометрических 

рядов Фурье.
Контральные аадания

Зц;Лаиие 8.1. Исследовать на сходимость числовой знакополозигге;», - 
иыи ряд.

В а р и а н т и
‘Л  - - f i t  41

2, 3. у . 1

4. У  n-sin —
Г*. 2"/1=1 *

•» . . П

5, У -

; ^ t a n - \ } ( 2n-bi)

^  -  !6 У arc sin" — .
я̂ 1 ”

П = 2п 1п П
8. I n ' / g '  ^

/1=3
9, y ^ : m .

-.(Л)'*
-п J

10. у

Задание 8.2. Исследовать ряд на а6солюпг/к> и условную сходимость

1 ,

+1;

В а р и а н т ы
/ Ти - г ̂ "

2 j ; , J - ; . -
/1=1 V 5п I 1̂

3, у (-1)"
,t',r2/i+U//iv''2«+l



“ Vi -  2 sin^ п
 ̂- 3 • л»1 f*

' - - 7 ’ .л-1
■" е"

8. V r-U ” ^ .
Ч.|
- 1-1)" ' 10 . у  '

^Г,/н"(2п+и

6 V f - l / Inn

n*l

9, У
~1 n{» + V

Задание в J .  Найти область сходимости стоиенного ряда.

В а р и а н т ы

1 у  +
„ . I  3"^^и + 1)

4. У -
( - i r 'x "

7 У (2лг^1Г 
З п -2

3 7 * + и" 
+•2, — ~ —  пн Vn

('-Ю Г*”
'^t(n+ \ )1п(п + 1) 5 S

П*\ у/п

g ^ r - i / 7 * + 3 / ’

*■ 1 
J- ’Л I + - J  

п

1 0 . у
»т»1

п*1 W
(СО.ЧП+ 1 ) ( х - 2)''

6. Х (Зм + П Г '*-и”
»Г"1

9 . 1 : ™ * '’rr»t п/

и/

Звдаияе в.4. Разложить функцию /(х) в ряд Фурье на зада(пюм про­
межутке и исследовать его на сходимость.

В а р и а н т ы

1./(х) = 4х-3, -5 ^ х < 5 .
, , Г -3, -  2 < дг < 0; 
- / Г * ; - |  о^ л-!4 2.

Л J’ у \ • ^ J (Л/

5. f ( x )  

?• /Г*;

f-

2. Дх) -  1х|, -2 S X < 2.
7 4  1, - 2 < дг 5 0;
[  -  1, о < дг S 2.

_ |-1 .^2 , -6 5 x 5 0 ;

I 1-
6, /■ (л)

о < X <6.
-  л 5 X < 0;

[ е*. 0< X < л.

J-2  -  X, -  2 < X < 0;
[ 2 -X , 0< X < 2.

9./(х)= 3 - |х | ,  -5<х<5. 10./<х)= 2х-3, -3 *--х<3

П. /  ( ХУ = Х . -  п  <  X < 71.
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Ме?одическне ^кашиня к решевию задач во ?еме 
“Ряды”

Пример 8.1 . ИсспеОовать на сходимость чисдовой знакоположитель­

ный ряд I VЯ = 1 *

Решение. Для исследования ряда V  м„ , и„ гО, на сходимость еле •
Я = |

дует применить какой-либо ш  достаточных признаков сходимости 
числовых знакоположительных рядов. Применим признак Даламбера.

М» + 1 = i m l L .  ^  =
Л-4«0 |г'* ’ * - ft'

U m { ~ ~ ]  . - =  Urn
я 9 Л-4С0

1
<  1.

« в
Отсюда, согласно гуризнаку Даламбера, следует, что данный ряд 

сходится.
Пример 8.2. Исследовать на а6солютну1д и условную сходимость ряд

(-1) л+1

l n ( n f l )
Решение. Данный ряд знакочередующийся.
Проверим выполнение условий теоремы Лейб1шца, согласно которой

т '
знакочередующийся ряд ХЛ-I J" *н„ сходится, если выполняются

пТ»
условия: Dun-^u.*, .  Vn eN: 2) l tmu„'^ 0.

ti нашем случае и „ = ---------- . и ~ ---------- .
I n(n^ \ )  ' 1п ( п * 2)

Выполнение первого условия следует из неравенства
1

1п( п + \) 1п( п + 2)

Так как lim и ,  -  lim ---- -̂---  -  0. то выполнено и второе усло-
п >05 п -е -п  1п (П  + 1}

вне теоремы Леибшща и, следовательно, исходный знакочередующийся 
ряд сходится.
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Чтобы выяашть, ятяется ли эта сходимость абсолютной или 
условной, исследуем на сходимость соответствующий ряд с положи-

ю I
тельными член ими У  ---------.

^l/r>(n + lj

Гак как /п(п + 1) < п  у- I ,
1 1

I
Но поскольку У  -----

1п(п+\)  м + 1

есть гармонический ряд и он расходится,

1 также расходится.mono признаку сравнения ряд 53  ̂ ^

Таким образом, исходный ряд сходится условно.
Пример ё.3. Найти область сходимости степенного ряда

^  (x + l f
2̂  П

*0
Решение. Радиус сходимости степенного ряда V ■(х-Хд)”

Пя \
находим по форму.пе

R = Пт

где am , а„ц - коэффициенты п ■ го и (п+1) - го членов ряда 
соответственно.

Имеем а„ -  1/ (п -Т), = I / (п-е1)Т^‘ ,

R = Ит = Ит
я->сг п-2'

= 2 П т ( Ы - ) = 2 .
П-+0О П

Так как Хо = -2. Хо- R ~ -4, Хо + R -  0. то данный ряд сходится при 
X  е  (-4, 0) и расходится при х е  ( -cq -4) lj(0,

Исследуем сходимость ряда на концах интервала, т.е. в точках 
х ^ -4 ,  X  -  0.

При X  - - 4  получим ряд У ---- —̂ = У — , который сходится
« .г"  «

условно, так как удовлетворяет условиям теоремы Лейбница:
Ит 1/п -  О и члены ряда монотонно убывают. Следовательно, точкуЯ—*4) '
х ~  • 4 включаем в интервал сходимости ряда.
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при X “ О получим ряд 2 ) —, который расходится,
п = \ п - 2 ‘ л = 1 "

поскольку является гармоническим. Следовательно, точка х -  О 
не входит в интервал сходимости ряда.

Таким образом, окончательно получаем, что исходный ряд сходится 
прих е[-4, 0) и расходится прих s  (-00, - 4} ujO, + «3!.

Пример 8.4. Разложить вряд Фурье функцию
fO, -3<;дг<0; 

f ( x ) - \
0<;jr<3

и исследовать его на сходимость.
Реиш ии Продолжим определение функции /(х) на всю числовую ось 

“периодическим образом ", те. так, чтобы /(х) “ /(х  + б) для Vx e R .

-9 -6 О
^ Z _ Z

Так как/(х) кусочно-гладкая на отрезке f-3, 3J, то она разлагается в 
ряд Фурье:

f ( x ) = ~  + ■*) + К  ■*]]■
/Is 1

где / - полупериод фунпрнс 
Коэффициешпы ряда определяются по формулам:

J ^

<*„ -  -J/fK-Jdx;

-/ ‘
В рассматриваемом примере 1 - 3 .
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Следоватчпыш. 
1 ?I f ,  , ,  If  , 1
J j  0 • ’

.1  .3I f , ,  m i x  1 fя„ -  - 1 / ( x ) c o s ---- ax ~ - 1 X{uj
3 ',  3 3f,

1 Здг тех
■г •ч 33 г WJX 1 3 тгх

— — хт---- — — 1 sm ---- — —— ----cos----
3 упп 3 0 3 J ;от да 3

. тк .
M =  X ,  dv ~ cos~~^ ax

. 3 m x
ш -  dx,v -  si/t---------

m  3

- ^ ( c o j  д а  -  1 )  -  - - - j  (f - 1 / '  - 1 )  -
rr - ft * -r M ' •Л n

если я-кецети»; 
О, если п - чёткоч.

Ь„ = [ f(x)dx  J Xs in- - -dx
-3

'  3

/
Ъх mix 3 3 3е тгх ,

— cos— + — 1 cos----dx
3 n 7т

, . ^  .
и  -  X , I1V ~  s i n ----- а х ,

3
-3 тх'аи -  ах, V = — cos----
т  3

1 3-3-------- cosm  +
3 тп

1 Г 3 V  . 3 3 ( - I f+ - 1 — I sin---- = ------ cosm  —------------- ,
3 \-т^ 3 |ц да л  п

Подставляя найденные коэффициенты в ряд, получаем

лл:')

f ( x ) -
„  с о я  ( 1 п - \ ) —  ^  .

6 ^  V 3 ^ 3
п  л=1 ( 2 п - \ ) 7V

ПТОС stn ------- ■
П 3

Этот ряд сходится к зиачеш^ям исходной функции /i[x) в точках не • 
прерывности, т.е. прнх g(-3, 3).
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в  точке X »-3 сумма ряда S(x) определяется по формуле 

/ ( - Ъ - й )  + / ( -Ъ  + Ч) 3 + 0 3
S ( - v ^

2

Тема 9. Теория функций комш;|ексно10 нсрсм«нно1-о

В о п р о с ы

/ Функ1{Ш комплексного переменного (ФК11), ее предел, не>ц>ерыв • 
ность.

2. Элементарные функции комплексного переменного.
3. Производная ФКП. Условия Коиш Римана.
4 Геометрический смысл модуля и аргумента производной.
5. Гармонические фунт^ии, их связв с аналитическими функциями.
6. Понятие конформного отображения. Простейише конформные 

отображения.
7. Интегрщ'ование функции комплексного переменного.
8. Теорема Коиш.
9. Интегральная формула Коиш.

10. Понятие о рядах Тейлора й .Порона.

Контраньньк 1ишшия

Задание 9.1.11редстав1{ть зада1а1ую фуюсцию н» “ f(z}, где г = x ± i  у, 
ь виде W ~ и(х, у) + 1 >̂(x, у)-, проверить, явлжгся ли она аиалтичемсий в 
некоторой области. Если да, то найти /'(х) в этой области.

В а р и а н т ы

\ . w - z ‘ + 3z- i.

4. w -  2z^ - tz.

7.w = e‘- ^ \

2. TV -  a *  + 1 I.

S . w= I/  2z.

8.w = e ‘ -^'‘.

10. w = cos 7 z.

3.W -  i(l -z^)~2z.

6. w =°z Re z.

9.w = z e '
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3<vv»iMe 9.2. Пользуясь теоремой Коиш и интегральными формутгами 
Копш^>ычислить задзшгый иитегра;!.

В а р и а н т ы

1. f ~ ~  di; IГI -  3; IП -  1. 2. I <*;
•  * _ *?г : i

3. .+1
1/1-2,

,  [ cost , 1 1  ,
5. I - -----

п~
„ г cost , , , ,7. J:-------  du 1.

9, 4.

4, f (i/;, - 1
6. I ------- .

8. l -  ^̂ -̂ -з^/; 

t dt10. J ------;
i / 4  2/

| / | - 2. 

|/+ 1 |-1  

!/ + /! = 1. 

1/1 = 3.

Методические указания к решению задач по теме 
‘̂ Теория функций комплексного неременного”

Пример 9.1. Представить функции w -  sin z  и w = 2 в виде 
W = и(х. у) + iv(x, у): проверить, являются ли они аналитическими в не­
которой области. В случае положительного ответа Найти их произ - 
водные.

Реииние. а) и* = sin 2 -  sin(x + iy) -  vin x cos iy + sin iy cos x ~
-  sin x c h y  + i sh у  cos x => u(x, y) ~ sin x ch y;

v(x,y) - s h y c o s x .
Проверим выполнение условии Коши-Римана:

cU/дс -  cos X ch у  :, лУчЗк- = - sin х  sh у;
ch/А  -  sin X sh у: бЯ’/<5' = cos х  ch у.

Условия Коши-Римана выполняются во всей комплексной плоскости, 
и функции и(х, у), v(x, у) дифференцируемы. Следовательно, функция 
>v = sin 2 является аналитической для всех z.

f ( z )  ~ (sin г ) ' ~ eh/Sc г icKvcx ~ cos z.

6) w — г = X - iy -•=> и(х. у) = х; v(x, у) = -у.
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di/ 3c -  1: Д'/ot = 0:
di/c^ -  0; = -I.

Условия Коши-Римана не выполняются ни в одной точке г. Значит, 
фунюц1н W — Z не будет аналитической ни в какой области.

Пример 9.2. Вычислить интеграл . f —dt, если:
[ г +9

1) тонка Z  -  31 лежит внутри контура L , а точка г  " -31 - вне L;
2) точки Z -  ± 3 iлежат внутри контура L;
3} точки Z  -  .-tSi лежат вне конту{Уа L.

Решение. ЛТак как i- 9 ( t + 3i)(t - Зй. то
I

t + 3i

Функуия /(Z,) -  --------- аналитическая внутри контура!..
г + 3/

Помпому, применяя интегральную фор.иулу Коши к интегралу
i m , i , . iIra------ = л.

.» > ii
------, ПОЛУ'«Ш ---dt

[ , - 3 i  ■ { , ^ , 9
2).Точкиz -  ±3i лежат внутри контураL  

Тогда

-dt =
t  + ' f Д (i + 3i)(I - 3i)

2 ' / + 3/ 2 ! / - 3 r  ' '2 V
Здесь к ка.ждому из интегралов применена формула Коши.

Z3).В этом случае функция f(z) “
(-9

внутри контура L .

I /  +9

является аналитической

Следовательно, 0.
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Гема 10. Операционное исчисчение

В о п р о с ы

1. Оригинал и шибражеиие. Otu'pamop Лапласа.
2. Теорема о сущестчопании изображения.
3. Изображение простейиии оригиналов: sin{>*'0, cos(yvt), sh(wt),

<:h(>el), {'.
4. Линейность преобразования Лапласа.
5. Теорема подобия.
6. Теорема смещения.
7. Teope.ua запаздывания.
8. Дифференцирование оригинала.
9. Дифференцирование изображения.

10. Интегрирование оригинала.
11. Интегрирование изображения.
12. Свертка функции. Теорема Боре ля.
13. Интеграл Цюамеля.
14. Решение дифференциальных уравнений и систем операционным 

методом.
Кошрачьные щ/цтин

Задание ЮЛ. Методом операююшюго исчисления найти частное ре­
шение дифференц11аяьиого уравнения, удовлетворяющее заданным на - 
чальным условиям.

В а р и а н т ы

1. х” - X = 4sint + 5cost; х(0) = -1, х’(0) -  -2.
2. х” +2х’ + X = Зе'; х(0) = 0, х’(0)= 1.
3. х’” - 4х’ = 2; х(0) = 2. х’(0)=1, х”(0)=--0.
4. х” + X = е'' + 2; -хГО) = 0, х’(0) = 0.
5. х” - х’ - 6х = 2; х(0)- 1. х’(0) = 0.
6. X”  - х’ = х(0) = 0, х’(О)- 1.
7.x’” -х ” -6х’=0; _ х(0)= 15, хЧО) = 2, х”(0) = 56.
8. х” - х’ - 2х = 4е’ ', х(0) = 0, х’(0) = -1.
9. х’” - х’ = соз t; х(0)= 1. х’(0)= 1, х”(0) = 0.

10. х” + X = t cos 2t; х(0) = 0. х’(0) = 0.

Задание 10.2. Методом операционного исчисления найти частное ре ■ 
шение системы дифференциальных уравнешщ, удовлетворяющее на - 
чальшлм УСЛОВИЯМ.
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В а р и а н т ы
Гдг'- 2x~4y=cost, л^0;=0; ^ |л ' = 3дг+4у, 

|у'=4дг-3у,
x (0 )^ l;

|у'+дг+ 2y=sint, у ( 0 )  = 0. y{0 j= i
х ’ = - х  + у л  Z, x{0J = 2; x' ~ y - x =  0, x(0J = 1;
у ' - х - у  + г , yfOJ=2; 4.' y ' - 3 x - z  = 0, >̂ 0> == 0;
i-' = ,*-*-у f,T, zrO J= -i j ' -  3jf-y= 0, z{0)=^ -1 .

у ' + 5у - 2 х-е* , xfOJ = 0;
6.

(X'=:y. xfO) = O;

х ' - у  + 6 х = е y(0J = 0, [y' = - j t  +  e 'ч e ■ '.yio>=o.
ijf'  + 3y+x~0,
]д ’ - > -( д = о,

[л'= дг + 2у, 
|_у'~ 2х + у  + I,

х(0 )^1 ;  
У(0) = 1.

х(О)--^
10.

x ' - i 7 x - y  = 0, х(0)=\:
у ' +2х  + 5у=:0, у(0)=1.

Till) = 0;

д-' + 4>> + 2л = 4/+ 1, >(0д = 0.

У' -У + Х=̂  j f  ,

Методнческне укашния к решенню 1а;|ач по теме 
*Ч)перацно1111ое нсчнсленне"

Таблица изображений основных элементарных функций.

Пример 10.1. МетоОам операционного исчисления найти частное
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ptwemte диффереициапьногоуравнения 4х"' -8х"х'Л-Зх- - 8 ^  , удов- 
пгтворяющее нанаяьнымусловиям х[0) ~х'{0) ~ х"(0) -  1.

Решение. Пусть х(О fX(P).
Тогда x'(t) +pX(jy) - х(0) -  рХ(р; -1,

x"fl) +р‘Х(р) -рх(0) -х'(0) ~рХ(р)  - р - 1; 
х'"(() ^-р^Х(р) -р ‘х(()} -рх'(О)-х"(0) =р^Х(р) - р ’ - р -  !■

Так как е ' 1/(р-1), таргерсходя к операторному уравнению, получим
4fp’X(p) -р ‘ -р  -1) - Sij/X(p) -р  -1) + рХ(р) - 1 + 3X(p.i)= -8 1/(р-1) 

или
Х(р)(4р‘ - 8р‘ р  + 3) ~ - 8/(р-1) + 4р^ - 4 р - 3  =;>

8 4 р * - 4 р - 3Х ( р ) = -
<Р -  -  Нр^ +Р+ 3) Ар" -  8р^ f р  + 3

2 1

i P - y ) U p - - ) ( P ^ ^ )  Р ‘
Разложим первое слагаемое на простейшие дроби:

( P - I ) ' l

Дпя нахождения коэфф1щиентов /I/, / t i , А4 подучим систему

А\ ^4

2 2

+ Aj + А, ^0;

-2.4, 3 7
+ .-1,-у.4з - 5 ^ , - 0 .

+ АА^ = 0;

3 3 . 1 3
-  -4i —  И ,  + -  л . -  -  А. =  -2.
4 ■ 4 * 2 - 2 ’

Решая эту систему, найдем, что /4, = -г = -А,А^ =

Следовательно, Х(Р)  = - -  ——̂ + -  - ^
9 р - 1 3  ̂р -  i;

4 4 1
2 ■ -- + ^ -у

р —  Р+ — 
2 2

Переходя к оригиналам, окончательно имеем 

x(t) = 41/9 е ‘ + 8/3 te‘ - + 4/9 е
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Пример 10.2, Методом операчионного исчисления наити частное 
решение системы Оиффергнциальныхуравнении 

[ж'= - 2 x - 2 y - A z i  
• у ' = -2л- + V -  2z; 
z'= ir-e 2>+ Iz,

удовлетворяющее начальньшусловиям: х(0) -  I, у(0)-2, z(0)= -I. 
Решение. Пусть х(1) ■/-Х(р), y(t) Y(p), z(/) + Z(p).
Тогдаx'(i) +pX(p)-l,y'(l) +pY(p) - 2,z'(t) *pZ(p) + 1.
Переходя к изображениям, получаем операторную систему 

\ р \ ' ( р } - \  = - 2 X ( p ) - 2 Y ( p ) - 4 Z ( p ) ,
• pY(р)~  2 - 2 Х (р) + Y(p )~2Z(р), - f
pZ(p)+\  = i X ( p ) *  2Y(p)+ lZ(p)

Up 3- 2)X(pj  f 2Y(p} + AZ(p) = I,
=>■ 2X(p)3 (p~ \ ) Y( p )  * 2Z(p)  = 2, =>

5X(p) i 2Y(p)~(p~  VZ(p)  ~\

X(p)  ■ p - 5
( p -  \ ) i p -  2)

4 3 „ 2---------------------■ =
P - 1  P - 2  p -

Zfp> -
p - 5

{ p ~ l ) ( p - 2 )  p - 1  p - 2

Пилыуясь таблицей изображений, находим решение системы 

х(1) ~4е ' - Зе^и yil) -  2е‘ , z(ii = ‘ 3e‘'

I ' c M a J J  Уравнения математической фитнки

В о п р о с ы

1. Предмет математической физики. Дифференциальное уравнение в 
частных производных, его порядок. Общее решение.

2. Линейные дифференциазьныеуравнения в частных производных 
второго порядка и их классификация.

3. Погтшювка основны.г краевых задач д.зя .пинейных дифференциаль •
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пых ypatiueuuii в частных производных второго порядка.
4. Уравнение коле6ани12 струны.
5. Уравнение теплопроводности, 
б Метод Дазамбера.
7. Метод Фурье.

Контрольные тадапня

Задание 11.1. Методом Даламбера иаНти уравнение и -= и(х, t) формы 
однородной бесконечной струны, огфеделяемой волновым уравнением 

- а̂  д , если в начальный момент времени - О форма 
струны и скорость струша с абсциссой х определяются соответственно 
таданнымн фу1гкциямн:

dt
~ F(x); а = 1.

1 .fix) ~ х(х 2); F(x) ^ е \  

3. f (x)=e": Fix) -Vo.

5. fix) =x(2-x); F(x) = e". 

7.fix) -. finx: F(x) -Vo. 

9. f ix)=x'M; F(x)-2

В а р и а н т ы

2.fix)~x^: F(x)~sinx.

4. fix) -  cos x: F(x) - sin x.

6. f ix)~x; F(x)~cosx.

8. fix) - e F(x) ~ исс.

10. fix) ■■■■ cos x; F{x) -  >vjt.

Задание 11.2. Методом Фурье iiaihii уравнеште u ~ u(x, t) формы од­
нородной струны, определяемой уравненнем d^\iJd\^ = д ^u/бx  ̂ecJDi 

струна закреплена на концах х - О, х ~ /. Форма струны и скорость стру­
ны с абсциссой X в начальный момент времени t, = О определяются со - 
ответственно заданными фу’нкцням1т:

-  F i x  i :a -
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1 /(д-; =
'л^
2

1.}{х)  0;

\ И х )  =
I'

X,
2
3-х .

дг.[0,2(;

т -^х. Д е[2.5],
И(х) -  0.

1 д; де(0,5(, 
Fi x) ^ . \  ‘ ^  

[Зт- 10,- д е[5;«(.

де(0 ;2(,
F{x} -  0.

де(2;Э]^

-д, де[0;4 |.

12-х . дб|0;|[^ 
[ 1, Д«:[1,'б[,

F/x) = 2д', д е [0;4[.

4. / (х) - -0;

Методом Фурье определить функцию и = щх, t) распределения темпе­
ратуры в юнком однородном итолнрованном стержне длиша / ,  началь­
ная температура которого равна_/(х), а на котщах стержня поддерживает­
ся leMiicparypa, равная нулю.

6. f  (х) = -  д X е [0,3|, 1-3.  1./ (X)  ~ ^x i2  -  х) ,х ^ (®' Н 1-2.

f 2 „ .
I п ч- ^  о < д < 3;д, о -с д < 2 i 1« ’

Ч , 9 . / ( х ) ^ -  / = 5! 4 - д, 2 е д <: 4, 1 -, 3 д < 5,
5

i
l o / r . , .  , > , ^

- Д  I . > .----, -  < Д IS -7 '

/ =  1.

Метолические укашиии к реи1ению шлач но теме 
“Уравнения ма1ема1Нческой фи тики”

Принер 11.1. MemodqM Дапа.'л()?ра найти уравнение и-щх,1) формы 
однородной бесконечной струны, определяемой волновым уравнением 

- д \ь'(Эх*, если в начлпьный момент времени 1а~0 форма
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стропы опреОепяется функг^чеи и(х,0) ^  sin х, а ее начальная скорость 
сЪ
С !

- cosx: а -  \ .
1,̂ 0

Решение. Уравнение колебаний струны опреОеляетсн по формуле Да-
1 • 1

ламбера: ш х , 1 ) ~  - ( f  ( х  a t ) \  f  ( х  ♦ a t )) ( — f f ( r ) J r .
2 ' ■ 2u ■X-гД

В наше.м случае f{x) -  sin .х, F{x) = cos x, a ~ I. Поэтому искомая 
фуню{ия

u ( x , i ) - ~  sin(x -  t ) t sin( X I t) + jcosrJr

-  -■ X -  t) t .si>i{x + l) + sin (x  У !) -  sin(jr -  / jj -  .vi>i(x + t).
2

Пример 11.2. Методом Фурье найти уравнение и = и(х, I) формы од - 
народной струны, опреде.яяемойу/швнением и^и/йС = а’ д^и/йк.  если 
струна закреплена на котках х -  Ои х ~ I. Форма струны и скорость 
струны с абсчиссой х в нача.льныП момент времени to=0 определяет­
ся функция.ми

ШхД)^

2- л ,  Д- 6
5

О,
2 У

I .'l ей\ 
- т д *  д.;1 Г.1 ; '' ̂. д 1 1 ,.,

( 5  5 )
Решение. Обратимся к формуле Фурье

к л а  . к п а

Щ  =0.

ктг

г д е

14(х,{)- > cos---- / 4- Pl stn----- / \sin —  x,
Г"Г- I 1 ) 1

2 f - .  , ктг . , 2 f к  jz= -7 1 f  ( x ) s i n — xdx: ~ ---- \ b ( x } s i n — Xiix,
I 2 I kmi \ I

Вычислим коэффиг^ыенты t4

J ' ? 2  [ 2 2 )flj -  2i j --X sinkrcuix у J ( - - x  + -  is tn k x x d x \ =
 ̂ 0  ̂ 1,’2  ̂  ̂t

= — j xsinkxxJx ~ jxsinknxdx^  ̂stnknxilx\.
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Применяя формулу интегрирования по частям, найОем, что

ixsinkmJx -  — ^  f xiiicoskia) = -х  -t- -L  [ coskmdx -
■’ kn ’ kn k n '

cos km  sin km

I sinkmdx -  - cos km

Подставив чти вырамсения неопределенных интегралов в формулу 
для коэффициентов а , , получим

[о, к -  2т:
8-  —V— 5Н»Л—.

Ъk^n^ 2
5А-̂ л-̂

Г-1Г.Х: = 2« И.

Все by -  О, т.к. F(x) -  О. 
Окончательно 1шеем

8 ^ЩХ,!}- ---у 21, Г-1,Г sin( 2/л + 1̂) л-Jt • cos( 2т + 1 у» Л
5лг т-оГ2ш + 1Г

Пример 11.3. Методом Фурье определить функцию и -  и(х, I) рас - 
пределения температуры в топком однородном изолированном стер­
жне длины I -  1, начальная температура которого равна и(х, О) -  
■= 5х(1 - х). а на концах стержня поддерживается нулевая темпера •
тура.

Реше/ше. По формуле Фурье

к т  *; т )  ' .  ̂ Г/■ , клх. .> bi( sin----е ; о*. = - I f  {x)sin----or
 ̂ 'о  ^

t
Йнашем случае by - I 0 ^ ( x —x ^ )sinkmdx.

Применяя формулу интегрирования no частям, получим, что

к -  2т:

Тогда

20
Ь к = - г г - .к л

(coskrt -  I)
о,

40
(2т-  I )’ л^

к -  2т -  I.

40 stn(2m + I )т
(2т^\ )^
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Тема_12 . Теория пероптносгей и миге1матическая статистика

В о п р о с ы

1. Основные чадачи теории вероятностей.
2. Пространство эяементарн1лх сооытий. Классификация событий.
3. Относитеньная частота и ее свойства.
4. Вероятность события. Аксиомы теории вероятностей.
3. Методы задания вероятностей.
6. Классическое определение вероятностей. Перестановки, 

сочетания, размещения.
7. Теорема с.ю.женич вероятностей и ее следствия.
8. Условная вероятность^ теорема умножения вероятностей.
9. Фпр.-лула полной вероятности.

10. Формулы Бейеса.
И. Случайные величины (СВ). Закон распределения вероятностей 

дискретной СВ.
12. Функция распределения и ее свойства. Вычис.ление вероятности 

попадания СВ « заданный полуинтервал с помощью функции 
распреде.ления.

13. Плотность вероятности непрерывной СВ и ее свойства. Вероят - 
постный смысл плотности вероятностей. Выражение вероятнос­
ти попадания непрерывной СВ в заданный интервал через ее 
плотность.

14. Математическое ожидание СВ. его смысл и свойства.
15. Дисперсия и среОнее квадратичное отклонение СВ и их свойства.
16. Повторные испытания. Формула Бернулли. Биномиальное распре - 

деление и его числовые характеристики.
17. Распределение Пуассона и его чис.ловые характеристики.
18. Непрерывные распределения (равномерное, экспоненциальное) и их 

числовые характеристики.
19. Нормальное распределение. Параметры нормального распределе - 

ния. Нормированное нормальное распределение и его свойства.
20. Кривая Гаусса и ее свойства.
21. Вероятность попадания в заданный интервал нормально распре - 

де.пенной СВ. Вероятность отклонения нормально распределенной 
СВ от ее математического ожидания. Правило трех сигм.

22. Закон распределения вероятностей дискретной двумерной СВ.
23. Функция распределения двумерной СВ и ее свойства. Вычисление 

вероятности попадания двумерной СВ в прямоугольник с помощью 
функции распределения.
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24. Плотность ьероятности двумерной СВ, ее вероятностный смысл 
и свойства.

25. Выражение вероятности попаОания Овумерной СВ в пря.иоуго.пышк 
и произвольную область с помощью плотности вероятностей.

26. Числовые характеристики двумерных СВ (математические о.жи • 
Оания и Оисперсии составляющих/ и их свойства.

2У. Ковариация, коэффициент корреляции. Коррелированность ц зави­
симость составляющих двумерной случайной величины (СВ).

28. Закон больших чисел. Теорема Бернулли.
29. Локальная и интегральная теоремы Лапласа.
30. Предмет и чаОачи математической статистики. Генеральная со - 

вокупность и выборка.
31. Графичесте методы изображения статистических рядов (поли­

гон, гистограмма).
32. Эмпирическая фуню/ия распределения, ее свойства и график.

k'uiiipojibiibic шлапии
iib'iiHiiir 12.1

I, Рлбочии обслу>»шас1 ipii станка, работакпцпе нставнсимо друг or 
друга. Верояшосгь того, что п гечеиие часа первый станок не нотрсбусг 
ремонта, равна 0,9. Для второго и третье!о станков эш вероягносги 
равШ)! соответственно 0,8 и 0,7. 7ребуется: I) затесать пространство 
элементарных событий; 2) записать распределенне вероятностей 
элементарный событттй, 3) найти вероятности того, что в теченне часа: 
а) ровно 2 станка потребуют ремонта; 6) не более двух станков 
потребуют ремонта.

, 2. На четырех карточк-ах написаны буквы Н, Я, Т, Ь. Карточктт 
тщательно перемешивают н кладут последовательно ря'том. Требуется
1) .заннсать нространстно эле.ментаршах собьшй!, 2) записать 
раенределенне всрояпюстей элементарных событий; .3) найти 
вероятноеГь того, что. а| первые две буквы со1лас|[ые; 6) получится 
слово “ПЯТЬ”,

.3. Monel а нодбрасываегся до тех пор, пока не появится герб. 
Требуется 1) спстатиь пространство ;)лемснтарных событий; 2) запи­
сать распределсч1нс вероятностей; .3) найти всроят ность того, что: а) герб 
выпадет впервые при четвергом броске мопе!ы, б) герб выпадет при чс- 
гырс.х подбрасываннях,

3 Из четырех орудн11 прои'л\слн тали но цели. Вероятность попада­
ния в цель для каждого орудия равна 0,6. Требуется: 1> записать 
пространство :тлементарных событий; 2) заннсать распределение 
вероятностен злемен1арны,х событий; .И намтн верояиюсгЬ гою, что:
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а» два снаряда пошит в цель; 6) не м.-̂ нее трех снарядов попало в цель.
5. В семье трос дстеГт Оптгая iNcporruocTb рохгдення мальчнтса и 

девочки одинаковой, 1ребустся: I) записать пространство элементарных 
событий: 2) записать рас1фсделенне вероятностей элементарных собы­
тий; 3) найти вероятность тою, что. а) в семье два мальчика; б) не более 
дн>'х мальчиков.

6. Стрелок, имея три патрона, стреляет по мшисни. Верояттюсть 
попадатлтя в цель при каадом выстреле равна 0,6. Требуется: 1) :таписать 
пространство элементajirnTX событшй, 2) записать распределение 
вероятностей элементарных событий; .3) nairni верояттюсть того, что:
а) стрелок попадет в цель впервые при втором выстреле; 6) стрелок не 
пора;лп цель.

7. Для дого'ска к сессии студслг должен сдать 3 зачета. 
Вероятность того, что студент сдаст кахсдьгй из этих зачетов равна 
соответствеюю 0,9; 0,8; 0,8. Загпгсагь: 1) пространство элементарных 
событий; 2) раснределеинс вероятностей элементарных событий, 3) най - 
тн верояпюеп. того, что: а) студент будет донутцен к сессии; б) студеттт 
сдаст 2 зачета.

8. Устройство содерлзнт три незавненмо работаюитнх элемента. 
Вероятность отказов каждого нз элементов равна 0,05. Требуется:!) эа- 
нисать пространство элемент а]жы.\ событн!!; 2) найти вероятности 
элсмстаршлх событий; 3) naiiTii: а) вероятность безотказной работы 
устройства; 6) вероятность того, что откажет ровно одтш элеметгг.

9. По каналу свя:ш передается четыре сообщения. Каждое нз тшх 
незавненмо от других с вероятностью 0,1 искажается ттомехаьш. 
Требуется: 1) заннсать пространство .элементарных событий; 2) записать 
распределение вероятноеггей элементарных собт.пттй; 3) найти 
вероятность того, что: а) все события будут пришны без искажений;
б) будет искажено не более одного сообтення.

10. Проводятся три незавнеимых измерештя некоторой фнз1Г1еской 
велттчины. Вероятность допустить онлтбку при ечтывашти показаний 
прибора каждый раз равна 0,1. Требуется: 1) затшеать простраттство 
элементарных событий; 2) запнеагь раенределенне вероятносгей 
элементарных событии; 3) найти вероятность того, что: а) измерения 
будут проведены безошибочно; б) ошибка будет допущена только одтш 
раз.

Задание 12.2
Электрическая цент, между точками М и N составлена по схеме, 

изображенной на соответс-гвующем рисунке. Элементы А, (i = Т8) 
работают независимо др\т от друта. Определить вероятность работы
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цеш1 и всроягмосгь отказа, ec;ut 1шесткы всроятмосги рабты з^|емешов
А,.

В а р и а н т ы
1.Р(А,) -Р(Аг) -Р(Аз) =0,8, P(Au)=P{A,)= 0,9, Р(А̂ )=Р(А7> =Р(А,) = 0,75.

М

)■ " —(^)—

— — —li4f ̂ —

— (4.)— •~ЧА5>— —-<А| У—

2. Р(А; ■-= 0,7, ( = 1,4, Р(А,) -- 0,9, j = 5.8.

М

...А<) - - ' 6 '  -
— (Af)—

—

-  ЧА,}-— —'Ajh...

N

3.P(AJ = 0,8,/= l,4,P(Ay) = 0,7,j= 5.7, Р(А,) = 0,9.

I"—(Af)----< Af У-1

м1 —(Л.>~ Ч/1*)—I
(Л,)-

N
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4. P(AyJ = 0.7; / = 1,4, l’(Ay) = 0,8, j = 5,8. 

■iA,y-
1. . . . . . . . - - A A f b  -

i 4 j ) — i  ■

- 1
- - - - - - - - - - ( , A < ) - - - - - - - — V U ) —

M

3. P(A, ; = 0,75;» = M ,  P(A^) = 0,8, j = ^8.

M

!—-'.A, )--T p4A ,V -

— (^})—i L p ^ - v -

— -(Aj)-------- i Ag)—

N

6. PiA/у = 0,9; I = 1,.4, P(Ay) = 0,8; j ~ 4,8.
/

I------- (A,h"-(At)— ,̂Aj)------  ̂ p—(Aj)—

M

~‘ '̂ кУ—

-(A,)—I
-<A«U

N
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7, Р(Л; = 0,6; / -  1,4, Р(Ау) = 0,7; j = 5.7, Р(Л,) = 0,9,

М

4A,V-

— Г-- 

—'Aj)—

N

S. Р(А|) -  0,7; / -  1,4, Р(А,) = Р(А,) = Р(А8> = 0,9; Р(А«) = Р(А,) = 0,8,

г* "(Ai)—

V...1-- -(Ajy-
М

I I-lAj) -( - t  A | ) •—

N

-̂--y ..J

9 P(AJ -0,75;» ~ 1,6, P(A7) - P(A«)=̂  0,7

Г~^АЛ.......
J

Mi—"a.) ■■-iks)--(At)-
- 1

r - 'A ,)~ ]
' I ____

'....-f N
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10, = 0.7;« = i,2, P(Aj) - Р(Л4) -  P(As) = 0,7; j = 5,7, P(A;) = 0,6.

M

r—-((Aj }- 

-lA .)-

■-Щ)-

■ % y

N

3a;tiiH H e 1 2 .J

1. Имеется две урны: n первой находятся 2 белых и 3 черных шара, во 
второй - 3 белых н 2 черных шара. Из первой урны во вторую перекла­
дывают два шара, после чего нз второй урны извлекают одтат шар. Най­
ти вероятность того, что нзв.чеченный шар белый.

2. Из двух орудий пронзполится стрельба по цели. Вероятность попа - 
датшя в цель для гаждого орудття ]тавна 0,8. Если в цель попал один сна - 
ряд, то цель поражается с вероятностью 0,8. Вероятность поражеттия це­
ли при двух попаданиях равна 0,95, Найти верояттюсть того, что цель 
будет поражена.

3. Имеется две урны: в первой находятся 2 белых и 3 черттых шара, во 
второй - 3 белых и 2 черных шара. Нетао выбирает на>тад урну и выни­
мает из нее шар. Этот шар оказался белым. На1Ни вероятность того, что 
этот шар вынут из первой урны.

4. Прибор состоит из двух узлов. Работа каждого из тшх необходима 
для работы прибора. Вероятность безотказтюй работы в течение време­
ни Т первого узла равна 0.8; для второ! о узла эта вероятность равна 0,9. 
За время Т прибор вышел нз строя. Найти вероятность того, что отказал 
только первый узел.

5. Имеется две партии однородных изделий. Первая партия содержит 
10 изделий, среди которых 3 дефектных, вторая - 15, среди гаос 4 дефект­
ных. Из первой партш! случаГшым образом выбирается 4 изделия, из 
второй - 6; эти изделия перемешивают ся. Из новой партии берется одно 
изделие. Найти вероятность того, что оно будет дефектным.

6. На сборку поступают дета!ги с двух автоматов. Производительность 
первого автомата в т ри раза больше производит ельности второго. Среди 
деталей, поступающих с первого автомата, 3% бракованных, со второ - 
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J O - 2%. Постушшшая на сборку деталь стандартна. И 1Йтн веронтность 
того, что она изготовлена первым автоматом.

7. Для участия в школьных сорсвнованттях выбрано 4 учсшога 9-го 
класса, 6 учсш1ков 10 класса н 5 учеников 11 класса. Вероятность но - 
пасть в сборную школы для учсшшов каждого класса равна соотвстст- 
ВС1ШО 0,9; 0,7; 0,8. Случайно выбраншай ученик в результате сорсвно - 
ваютя попал в сборную. Какому классу вероятнее всего принадлежал 
зтот ученик?

8. Имеется три урны. В первой из них 3 белых н 2 черных luapa, во 
второй - 2 белых и 3 черных, в третьей - тол|,ко белые шары. Некто под­
ходит к одной нз урн и вьишмает из нее два шара. Пайтн вероятность 
того, что оба вынутые шара белые.

9 Имеется две партии по 15 изделий. Среди изделий первой нартнн 2 
бракованные, среди второй - 3 бракованные Из первой нартнн выбира - 
ют 7 изделий, из второй - 8; их нсрсметштают. Среди них снова выбира­
ют издетше, которое оказалось бракованным. Найти вероятнттсть того, 
что оно принадлежало первой партнн.

10. В урну, содсржан;>'ю 3 шара, бросают белый шар, luapbi перемеши 
вают и снова извлекают одттн шар. Найти верояпюсть того, что нзвле - 
чеккый шар белый, ecjai все предтюложення о нервоначатшном числе 
белых uiapoB в урне равновероятны.

Зтьтание 12.4
Сл>'чайная величина X задана гшотностью вероятности f(x) Иайгн:

1) козф(|)ицнеш а; 2) фугаоцоо распределения F(x); 3) М( X), Д(Х), а(Х ),
4) 1Ха< X р); 5) Ноетрошь |рафнкн функцшт 1(х) н 1'(х).

В а р и а н т ы

- V   ̂ (1 .И1 / М  =
о , дгг(1'»),

f а COSX, X ь'(0. п!  2]',

I

•V

4 . / W -

лцО. 

3];

а  -■ о, Д - к !  4.

а  о, 2.
(о , 3).
1а(2~\х]), x s [ - 2 , 2 \ ,

хгА-2. 20̂
5. У(х) -  i:i г/=-1, Д=1.

тт = ~1. Д=1.
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6 f { x ) -
0. дгб[0, й]. ^

a  = Q , p = - .
1 --,д гб |0 ,а 1  2

а   ̂ ‘ I

■ [ 0. Д £[-220.220],

b. f (x)  =
о . -г «[ -  а, й ] ̂

[ 0. дг£[0,2|^

[«(>-•* >. Ы й 2 ;1и  ̂(XI--,
i о, ^ > 0 ,

. • л  *
и  =  —  I ,  р -  I.

Эаланне 12.5
]. Вероятность появления успеха в каждом из 625 независимых испы - 

таний равна 0,8. Haihii вероятность того, что относительная частота по- 
ЯВЛСШ1Я успеха отклонится по абсолютной величине от его вероятности 
не более чем на 0,04.

2, Вероятность появления события в каждом из независимых испыта - 
ний равна 0,2. Найти вероятность того, что событие наступит 20 раз в 
too испытаниях.

3. Испытания проводятся по схеме Бернулли. Вероятность того, что не­
которое событие наступит 2 раза в трех испытаниях,равна 0,9. Найти ве - 
роятность того, что это событие наступит 4 раза в б испытаниях.

4 Вероятность наступления события в каждом из независимых испыта­
ний равна 0,8. Сколько нужно произвести испытаний, чтобы с верояг - 
ностью 0,95 можно было ожидать отклонение относительной частоты 
появления события от его вероятности не более чем на 0,02?

5. Среднее число заявок, поступающих на предприятие обслуживания 
за 1 час, равно 3. Найти вероятность того, что за 2 часа посту1тиг. а) четы­
ре заявки; б) менее трех заявок. Предполагается, что поток заявок про - 
crettunifi.

6. На надежность испытывают 400 трансформаторов. Вероятность вы - 
держать Испытания для каждого из них равна 0,9.1]зйти вероятность то - 
го, что ЧИСЛО трансформаторов, выдержавишх испытание, находится в 
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пределах от 250 до 400.
7. Отдел тех1ИР1сского контроля проверяет 900 деталей на стандарт - 

ность. Вероятность того, что деталь стандартна, равна 0,9. Найти с веро­
ятностью 0,9544 границы, в которых будет заключено число т стандарт­
ных деталей.

8. Среднее число вызовов, поступаюшт на АТС за одну минуту, рав­
но 2. Найти вероятность того, что за три минуты поступила) менее трех 
вызовов; б) 5 вызовов. Поток вызовов - просте)Ьш1Й.

9. По цели производится 5 независимых выстрелов. Вероятность по - 
ражсш1я цели при каждом выст реле равна 0,8. Для поражетшя цели до • 
статочно трех попадагасй. Найти вероятность того, что цель будет пора - 
жена.

10. Случайная величина X подчит(ена показательному закону распреде­
ления с параметром А,:

о, лс< Oj
/  lx)-

Л А i. 0.
Найти вероятность тог о, что СВ X приметэтичетше меньшее, чем ее 

математическое ожидание.

Методические зисв шния к решению шдач по теме 
** Георнн вероятностей и митематнческая статистика”

Пример I2.I. Устройство содержит три элемента, работающие 
независимо друг от друга, вероятность безотказной работы за время 
Т элементов равна соответственно 0,9: 0,7: 0,7. Требуется: I) соста - 
вить пространство элементарных событий: 2i записать распределе - 
ние вероятностей элементарнглх событий: 31 найти вероятность то­
го, что в течение времени Т: а) все элементы будут исправны: б) не ме­
нее двух элементов будут исправны.

Решение. Обозначим через А) событие, состоящее в том, что в те - 
. чение времени Т i - й элемент будет исправным, i -  1,3, А - все элемен­
ты исправны. В - не менее двух элсмешпов исправны. /1» - i - й элемент 
вышел из строя.

I Запишем пространство элементарных событий
A j A ^ A j ,  А /  А^ A g , А 1 А 2 Аз I А /А уАз , A j A gA g ,

А /  А 3 А 3 /.
2), Найдем вероятности элементарных событий. Так как события 

А/ , /1}, ,4 независимы, то
.Р,  ^ - - P M j - A p A j )  Р Ш ' Р ^ А г ) - Р ( А , )  0 , 9 - 0 , 7 - 0 , 7  =■ О . Н
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Аналогично находи»: Р} ~ P(A/Ai^1 >} — 0,9-0,7-0,3 = 0,189.
Р , = Р{А, А : А 0  --■- 0 ,9 -0 ,7 -0 ,3  = 0 ,189.
P , - P ( A h A } A , )  0,081.
Р , - - Р ( А , А Л < )  ^ 0 ,0 4 9 .
Р , - Р ( А , А , А , )  =0,.021.
Р- = Р ( А , А Л О  = 0,021 .
P , - P ( A , A j A j J  = 0 ,1 -0 ,3 -0 ,3  = 0,009.

Я). а).Иа0де.м вероятность события А  - все элементы исправны.
А = Ai Af Ai  . П оэт ом уР (А ) = Р / = 0.0441.

6} Находим вероятность события В - не j^enee двух элементов 
исправно. В -  /.'t/.IjA I, AiAjA j , Ai A j A s , A lAyis }. Так как элемен - 
тарные события несовиестны. то Р(В) = P(AiA]As) PfA/AjA j j + 
t P(A, A  } A , ) + P( A  ,A y tj  ) = 0,441 + 0 ,189  + ti, i » v  + 0 ,049  = 0,868.
Пример 12.2. Электрическая tfent между точками M  и N  составлена 

по схеме

М

■—{^)—

—

— ' У — — iAj)— — —

N

Элементы А ,, i ~ 1,8,работают пезааисимо. Заданы вероятности 
P i , 1 = 1.8, работы элемента А ,: Р, = 0.7; Pi = 0,8; Р, = 0.5. i = 3.6. 
P(Ai)=P(As)=0.75.

Решение. Пусть А - событие, состоящее в том, что цепь работает, 
А-цепь неработет. Клок, содержаирлй элементы Aj и A i , обозначим 
В). Аналогично, пусть блок В] состоит из элементов А ,, i = 3,6; блок Вз 
■ из элементов Аг и Ag. Для любого события С С будет обозначать 
противоположное событие. Цепь работает, если одновременно рабо­
тают последовательные блоки Вi , Вг и В з, т.е. А = В/ глВз п В з . Так 
как элементы А ,, i = 1,8, работают незавиашо друг от друга, то неза­
висимо друг от друга работают и блоки В , , Вг и Bj .
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На основании теоремы умножчшп веронтностеи ()ля незаа^симых 
событии имеем:

PiW-F(Bi  п В , п В , )  - I ’(B,) P<B})-F{B,),
Вероятности Р(Вс  ̂и P(Bj  найоем по теореме сложения вероят­

ностен:
Р(ВР =^P(A,lA i} -Р(А,)   ̂P(Ai) P(,ip P(Ai) -  0,7^0,8 0.56^0.94.

Аналогично определяем Р(ВВ'.
Р(ВВ =-Р(Л,уЛер- 0,75 + 0.75 - 0,75 0. 750,9375.

Для нахождения вероятности работы блока В} перейдем к противо 
положиому событию, т.е. найдем вероятность Р{В}) того, что блок 
Bj не работает. Но уто возможно тогоа и только тогда, когда не 
работают все блоки А ,, i -  3.6. По условию Р(А, ) -  0.5. i -  3.6.Поэто­
му Pf А,) 1 -Р(.4,) ---1 ■ 0.5 =-0.5. »■ = 3.6.

По теореме умножения вероятностей
Р{ В , )  - Pi А , п  А , п  As п  4» -  (0.5/ -- 0,0625.

Значит. Р{В>) -  1 -Pi Bi )  -  0.0937. а вероятность работы цепи равна 
Р(.А) --- 0,94 0.9375 -0.9375 ■= 0.8262.

Тогда вероятность разрыва цепи
Р(А', ■= I -Pl.-i) = / ■ 0,8262 = 0,1738.

llpimep 12.3. Имеются две урны, в первой урне находятся 2 белых и 
3 черных шара, а во второй - 3 белых и 2 черных. Из первой урны во 
вторую перекладывают два шара, после чего из второй урны извлеки 
ют один шар. Извлеченный шар оказался белым. Найти вероятность 
того, что извлечен переложенный шар.

Решение. Пусть .4 - событие, состоящее в том, что из второй урны 
и:ишчен белый шар. Выдвинем следующие гипотезы: Н/ - извлечен пе­
реложенный тар, И; - извлечен тар, первоначально принад.пежавишй 
второй урне После перекладывания во второй урне стало семь шаров, 
поэтому PlHf) J/7, Pi ИЗ ~ J/7

Иа.\одим условие вероятности: l ‘i . i'Hp - 2/5, Р( .’t'Hi ) -  3 5.
То.’Оа по фпрмте Рейеса

А
; PiH

Р(А>
5
5 4 I 15

4
19
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f i x )

Пример 12,4. Случайная величина задана плотностью вероятности
д г е ( -и ) ;

[ О . л-г[-1 ,1 |.
Найти: 1) коэффициент а ; 2) функцию распределения F(x);

3) М(Х), ДОС). а(Х); 4) Р(0<Х < 1/2);
5) построить графики fix), F(x).

Решение. 1).Для нахождения коэффициента а используем условие 
«

нормировки Фунюшя fix) на различных участках задана
-•О

, f дг, ж ^ О;
разными формулами. Учитывая, что Ьп ~ < , разобьем интег -

' [-ж,ж< о
рал на сумму интегралов:

-I
I f  (x)dx -  I О - «ir -t I a(\ н jt’ )dx-̂ - j a(\ -  x^ )dxУ j 0-<ir

'■ ( ' ■ I  '( X*-  ai ж -) — 
V 4

, 1 . 1 . За= а { \ - - ) у  a { \ - - }  — -  1
4 4 2

a = -  :=> f  (x) -  
3

i|;

0, жг[ 1, 1].
ИНайдем фугоашю распределения Р(х).

X

F ix)  -  F t - o o < X  <х) ~  \ f  ( t ) d t .
..«О

Рассмотрим несколько случаев.
X

а) X е 1-оа -1  ]. F(x) =

_ I О • Л + I f 1 + /Ъ л  = 1̂/ +
6) ж е (-1, О ]. F(x)

2 ж= -  (ж + — +
3 4

I 2 .т“ 1; 1--L):. -ГЖ+: --) -
4 3 4 ' 2
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в)х е (О, I].
"I 2 7 ^

F(x)  I 0 Л+ -  | (1 I )dJ+ -  j f  l -  )dt

г )  X  €  f  1, + 09I.

/■*1/ ч —
4 j

21'
31 4

1 2f X* ]= -  + - л -----
2 31 4 )

f' (*) =  I  О-  л  +  -  J f l  +  / ’  М  + -  J ( I -  i ’  л й  t I  о  <л

. г : . ) 1 1 
2 2

О н о п ч ш т .ч ы ш  им еем :

F(x)  =

О, л e l -cn, -1]"

Л1. 1

2 ?3).ЛУ(А’> = j x / ( x j d x  -  j x ( l  + х^  )са + - j х{1 - х ^ )d x  ■

2 о ^ 1

= - J (л + л"* + - I (л - л"* > А =
-1
/ ,

зК  2 5} V 2 5 ,

2 /  1 1 1 1 )

з1 2'*'5 '̂  2 52

д д а  -Ш " ';  - ГА//Л7/ =
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Пример 12.4. Случайная величина X  задана плотностью вероятности 

[ О , ,гв(-1. 1).
Найти: 1) коэффициент а ; 2) функцию распределения F(x);

3) М(Х), Д(Х>. о(Х); 4) Р(0<Х < 1/2);
5) построить графики f(x), F(x).

Решение. 1).Дпя нахождения коэффициента а используем условие 

нормировки I /('x)cix-l.  Функг^ияДх) на различных участках задана

разными формулами. Учитывая, что | --­

рал на сумму интегралов:

дг, дг г О;
-х.х<  о

, разобьем интег -

j / ( ' x j d x -  f O-dx^  f  a(l x^)dx+I  afl -  x^Jdx-t f О-d x -

(-  a Л Ч —
I 4 )

•r» a - -  => f ( x )  = 
3

( Д-М+ ai ДГ----- I
I 4

. 1 . , r  3a .
=  a (  1 —  /  4-  a i  1 — ;  —  —  = 1

4' 4 2

- ( 1 - |д |’),д:е(- 1. 1);

О,
ИНайде.м функцию распределения F(x).

X

F ix) - = F ( - o o < X < x l ( / f t j d t .
. . t o

Рассмотрим несколько случаев.
X

a) x e  f'-oq -1]. F(x) = jO-di~0.

-I 24
6 ) x e ( - l , 0 ] ,  F(x)

I O-iZ/f -- |П + /^)Л = - I /  + — I
= i  3v 4.)

,4 1 42 X-  -  ( '.r + — +■
3 4

1 , 2  -T’ 1-  -rjr+ - t- -
4 3 4 ' 2

M



в )х  е (О, I ) .
• I 'Л О ^  X

F(x) ■- I О Л  j ( l  I I" )dt+ -  \ ( \ ~  )di -
-  ’ -1

з1 4 j  з1 4 j  2 з1, 4
г)х е f l ,  +051.

- I  2  °  2  '  *

f ( x )  = | 0-1Л+- | ( ' 1  + / ’ М + - | ( 1 - / ’ )<Л»|о<Л=^
-«  ^ - 1  I

2 Г ̂ -  г----
31 4

1 Д = 1 ,
2 2

Окончательно имеем:

F(x)  ■■

X  £( -СП, - ij J

1 2(  х^
2 '̂  з [ ^ ~  4

1, х> 1

, ;гб(0,1| ;

З) .М(Х)  -  j x / ( x J J x  = -  |л( 1 + х ’ )dx + -  jx{l  - х ^  )dx ■■

= j  (X + X* idx -е '  х“ )iit =

2([ж*
ЗЦ 2 ЗУ

г s\
X  X

Д{Х) -  Л/(А'"У - (-iV/ay/

I, 2 5 I
J L I . i . i J j . o ,

3v 2 3 2 зУ
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Ио

М ( X  |.1г* = -  I j ’ f i  ̂ )tlx + - j x ^ ( I  - x ^ ) d x
_ t  ̂П

2
( (x^ 4 J f / r  f  -  f -

-I

з К з  6

6 Гд' д")
Гз 6 j о/ З'.З 6 3 6 / 9

D 6A ') = - .  щ Л - } ^ уГ [ ) ( Х )  =  ^ - - - ^ - y

4). Р(0 С X  < И2) = Ft 1/2) - FrO) = F’2  > 2/3(1/2  - ( I /2 )V  4) - 1/2 = 31/96. 
Замечаиш. Искомую вероятность можно также найти через

плотность вероятности: 
I I

Р(0£Х<1 ' 2 )  = I Г ( х ) ( 1 х Л- ( \ - х ^ ) <1 х^ ~ .
л 3 96о о

ЗКСтраи» графики fix) и F(x).

Пример 12.S. Вероятность выхода из строя за время Т одного кон - 
денсатора равна 0.2. Найти вероятность того, что за щ̂ е.мя Т из 
строя выйдут из 100 конденсаторов: а) ровно 25: 6) от 14 до 26.

Решение, в). Найдем вероятность того, что за время Т из строя 
выйдет ровно 23 конденсаторов. Воспользуемся локальной формулой 

Муавра-Лапласа:
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Р» (f  ̂> “ jf = ;
ф ч ч  фч^ч

в  нашем случае имеем:
yllrt

JtiP4 = ф т  ■ 0,8.0,2 = 4; ——  = 1,23.

Но таблице функции{(х) находим: f ( 1,25) = 0,1826 Значит.

тяоА
Р,ро (25) = -  0,0457.

6).11аИдем ьгроятность того, что число вышедших из строя кон ■ 
денсаторов будет находиться в пределах от 14 до 26. Применим ин~ 
тегральную формулу Муавра-Лапласа:

фц’Ч .1 фч’Ч ■'

I * -
\е   ̂ ib.

Ч2п о
В нашем случае имеем:

Р(14 <Х„ < 26) ==>Ф((26-20Ь‘4) - Фц14-20)/4) - 
= Ф1!.51-Ф(~1:5) -  2Ф{1,5)

Значение Ф( 1,5) находим по тап-'/ице лначенш) функции Лапласа: 

ФП,5) 0.43319

Окончательно имес.н

Н { 1 4 < Х „ < ^ 2 6 )  ^ 2 ' 0 , 4 3 3 1 9  = 0 . 8 6 6 4
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П р и л о ж е н и е

Сод«ржяние коятроЛкНкп работ oiipo^eiunca согласяо твблнмоЯ  ̂
Специалтосгт: олеатротаергетнаа (Т.01.01), полная форма обу|ення, 
таплоэнергетнаа (Т.01.02), автоматитапня я управление эноргетнчесаиня 
процессанн (Т.01.03)

Ковтр. раб-ти I I  I 2 I 3 I 4

МиаданиЯ I 1.1; 1.2; 1.3; 14; I 2.1; 2.1; 2.3, 2.4; I 3.1; 3.2; 3.3; 3.4̂  I 5.1; 5.2; J.3; 5.4 
115; 12.7; 2.8; 14.1; 4.2 I

Контр раб-ти I

Клаааний I 6.1; 6.2; б.З; 7.1; I 8 1; 8.2; 8.3; 8.4 I 10.1; 10.2; 11.1; ! 12.1; 12 2; 12.3; 
17.2; 7 3; 191; 9 2 III.2 112 4; 12.5

Электроэнер1етнаа (Т.01.01), соаращенявл форма обучения '

Контр раб-ти I I I 2 I 3 I 4

Мтадвний I 1 I*; 1.3; 1.4; 2.1; 13.1 а; 3 2: 2.4(а, I 4.1; 5.3; 6.1; 6.2; I 8.3; 10.1; 12.1; 
12 2 I а,с); 2.6; 2.7 17.1 I 12.4; 12.5

Професснонап>ное обучение (П.03.01~С)

Коатр.раб- T U I I I 2 I 3

Мпдаинй I 11*; 1.3; 2.1; 2 2; • 3.1;3.2; 6.2; 5.1; 5.3 I 8.3; 12.1; 12.3; 12.4; 
I 2 4(а.а,с) 1 ! 12.5

* - Заданную систему ллнейиых алгебраичесаия уравнений решить по формулам 
Крамера,матрнчным способом п методом Гауссп
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