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ПРОГРАММА 

I. Ряды 

Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Действия над ря-
дами. Необходимое условие сходимости. 

Достаточные признаки сходимости рядов с положительными 
членами. 

Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость. 
Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница. 

Функциональные ряды. Область сходимости. Равномерная 
сходимость. Признак Вейерштрасса. 

Степенные ряды. Теорема Абеля. Интервал и радиус сходи-
мости степенного ряда. 

Ряды Тейлора и Маклорена. Разложение функций в степен-
ные ряды. 

Применение рядов к приближенным вычислениям. 
Ряды Фурье по тригонометрическим системам. Разложение 

функций в ряды Фурье. Условия поточечной сходимости и схо-
димости в среднем. Применение рядов Фурье. 

II. Интегральное исчисление функций 
нескольких переменных 

Определенный интеграл по фигуре, его механический смысл. 
Свойства интегралов по фигуре. 

Вычисление кратных интегралов повторным интегрировани-
ем. 

Замена переменных в кратных интегралах. 
Вычисление криволинейных и поверхностных интегралов I и 

II рода, их приложения. Формулы Грина, Стокса, Остроградско-
го-Гаусса. 

III. Элементы операционного исчисления 

Преобразование Лапласа. Теорема существования и единст-
венности. Класс оригиналов и класс изображений. 

Основные теоремы операционного исчисления. 
Определение оригинала по изображению с помощью таблиц 

и второй теоремы разложения. 
Решение линейных дифференциальных уравнений и систем 

операционным методом. 
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1. РЯДЫ 

1.1. Числовые ряды. Основные определения. 
Признаки сравнения 

Выражение 
00 

Щ + И,+...+«„+...= YuUn > (1) 
/ 7 — 1 

где {ип) - последовательность чисел, называется числовым ря-
домчисла Mj ,м2 ~ членами ряда, м л - общим членом 
ряда. 

Суммы 
= Мр S2 = ц +м2, S„ = ц + w2+,..+wn, . . . (2) 

называются частичными суммами ряда (1). 
Если существует конечный предел 

lim 5/г = S , 
7J—>00 

то ряд (1) называется сходящимся, а число £ - его суммой. Если 
же lim Sn не существует или lim Sn =оо, то ряд называется расхо-Л—>00 /I—>ос 

Если в ряде отбросить первые к членов, то получится ряд 

П= I X = W*+1 + > О) 

называемый к-м остатком ряда (1). 
Необходимый признак сходимости. Если ряд (1) сходится, 

то 
lim ип = 0 . П—>00 

Следствие. Если lim ип Ф 0 , то ряд (1) расходится. 
я—>Q0 

Ряд — называется гармоническим рядом. Для него 
Я=1 п 

lim ип = 0, но ряд расходится. 

Признаки сравнения. Рассмотрим числовые ряды с неотри-
цательными членами 

со 
2 Х ; (4) 



£ v „ . (5) 
л=1 

Теорема 1. Признак сравнения. Если, начиная с некоторого 
номера, выполняются неравенства О < ип < vn, то из сходимости 
ряда (5) следует сходимость ряда (4), а из расходимости ряда (4) 
следует расходимость ряда (5), 

Теорема 2. Предельный признак сравнения. Если 
ип > 0, vп > 0 для всех п > п0 и существует конечный предел 

и 
lim — = / ф 0 , то ряды (4) и (5) сходятся или расходятся одно-/I >00 у П 
временно. 

Замечание. При использовании признаков сравнения часто 

применяется ряд ^ — , сходящийся при р > 1 и расходящийся я=1 ПР 

00 

при р < 1 и ряд aqn~l , сходящийся при \q\ < 1 и расходящийся 
>7=1 

при > 1 . 

Примеры. Исследовать на сходимость ряды и в случае схо-
димости найти сумму ряда. 

I 

/?=1 3 
Решение. Данный ряд - геометрическая прогрессия со знаменате-

I - ' 4 " 
3 ) 3 

лем q = - . Следовательно, = — , S = lim = - , ряд 
~ J __ /?—>оо 2 

" 3 
сходится. 

1 
2. Z 

4п(п + 1) 

Решение. Так как дробь представима в виде 
4и(и + 1) 

1 i f i 1 1 
ТГ^Т 7 Ь т о частичная сумма ряда имеет вид: 

4я(я + 1) 4 ч л и - 1 / 
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1 1 1 1 
s„ = — + Т-Г + • • • + — — - + -4-2 8-3 4n{n-\) 4n(n + l) 

4 ( I 1 - 2 ) ~ + и + l ) ) 

- I 1 
4 V n +1 

Следовательно, lim 5 = — limf 1 — ) = \ , ряд сходится и его 
п~»со 4 Л + 1У 4 

cyiviMa равна 1/4. 
3. 2 + 5 + 8 + 11 + ... . 

Решение. Данный ряд - сумма членов арифметической прогрес-
сии с разностью d = 3, поэтому 

+ -1) 4 + 3(л -1 ) (I + Зи) п S =— п = -п = , 
2 2 2 

r с (1 + 3 п)п 
lim S„ =- — = оо5 ряд расходится. 

Л-»00 2 
Проверить, выполняется ли необходимый признак сходимо-

сти ряда. В случае выполнения установить, сходится ли ряд с по-
мощью признака сравнения. 

/ 3 4 
4. 2 + - + - + . . . . 

2 3 

Решение. lim ww = lim = 1 ^ 0 , т.е. необходимый признак не П—>00 /?—>ос YI 
выполняется, ряд расходится. 

с 1 1 1 
5. + +...+ + . . . . 

In 2 1пЗ 1п( n +1) 

Решение. lim un ~ lim = 0 , т.е. необходимый признак 

выполняется. Исследуем сходимость данного ряда с помощью 
признака сравнения (теорема 1). Рассмотрим расходящийся ряд 

X ——- Так как >—-— (In n < n ) , то исходный ряд 
П=1 П +1 1п(л + 1) /7+1 
расходится. 
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1 £ у^ * 
h (2n-\)22n~{ ' 

Решение, lim и„ = l i m - -—г = 0- Рассмотрим сходящийся 
(2л -1 )2 . 

1 ряд ]Г ~ — ~ сумму членов геометрической прогрессии со зна-
/7—1 

менателем q - — < 1. Так как — < , то по теореме 1 
1 , т 1 1 — < 1. Так как — - < — 
4 (2л-1)2 2 

исходный ряд сходится. 
п 1- S 

п—\ п 4 +1 

Решение, lim ип = lim —-— = 0. Рассмотрим сходящийся ряд 
п—>00 /}—>00 YI* | 

X (/> = 3 > 1) и применим предельный признак сравнения 
/ 7 = 1 П ' 

1 \ Я « l I г п = lim —— = 1 * 0 . Сле-
и f ™ л \ м4 

(теорема 2): lim — = lim . . . 
w->«> v„ +1 п у + 1 

довательно, данный ряд сходится, 

1.2. Достаточные признаки сходимости рядов 
с положительными членами 

Для знакоположительных числовых рядов имеют место сле-
дующие достаточные признаки, по которым можно установить их 
сходимость или расходимость. 

1. Признак Даламбера. Если для ряда 
со 
! > , > „ > О , " = 1,2,3,...) (6) 
/7—1 

и 
существует lim —— = / , то при / < 1 ряд (6) сходится, при I > 1 -

7)>Х Ып 
расходится. При / = 1 вопрос о сходимости ряда остается нере-
шенным. 
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Пример 1. Исследовать на сходимость ряды с помощью при-
знака Даламбера: 
, 1 2 3 п 
J 1 О 2 оЗ 1Я 3 з2 з3 зл 

^ 1 1-2 1-2-3 
о) — + — - + -—+...+ +... . 

10 ю 2 103 10'7 

Решение. 
п п + 1 п П~Г1 а) и = — ; = . Так как 

Г «л+1 (« + 1)3/3 n + l 1 . 
lim = lim lim = — < 1, то ряд сходится. 

и 3 -п ;7_>0° 3п 3 

~ ю " ' u"+ 1 " 10л+1 ' 
.. ил+1 (я + 1)!10л 71 + 1 т . 
lim — ^ = lim -— = lim = go . Так как / = ос, то данный 

U л-»°о л'10 «-»«> Ю 
ряд расходится. 

2. Радикальный признак Коши. Если для знакоположитель-

ного ряда (6) существует предел lim у и = q, то при q < 1 ряд со 
сходится, при q > 1 - расходится. При q = 1 вопрос о сходимости 
ряда остается нерешенным. 

Пример 2. Исследовать сходимость рядов с помощью ради-
кального признака Коши: 

5 Ы и з ; U « + i 

^ 1 „ 1 (ЗУ I f4)9 1 (п +1 

Решение. 

а) Так как q = lim» — — I = limf — - — j = — < 1 , то ряд сходит-
\ V4w + ly >>->«>{ 4п + 1/ 4 

ся. 

б) В этом случае 
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1 (п + \ 
2" V n 

- lim /7 —>oo 
1 ( n +1 
2 I n 2 лУ 2 

Следовательно, ряд расходится. 
3. Интегральный признак Коши. Пусть f(x)- - непрерывная, 

положительная и монотонно убывающая функция, определенная 

при > 1. Тогда ряд ]Гми и несобственный интеграл { f(x)dx 
/7=1 1 

сходятся или расходятся одновременно, где f(n)= ип. 
Пример 3. Исследовать сходимость рядов с помощью инте-

грального признака Коши: 

м 1 1 1 
а) 1 + — + — +...+ — +... ; 

2 р у 
^ 1 1 1 

б) - — — + — + — + - . . + 
1 

2In2 2 31п2 3 4In 2 4 "" (л + 1)1п2(л + 1) 
Решение. 

+... . 

а) Исследуемый ряд - Ц . Здесь f{n) = — . Если р Ф 1, то 
77 = 1 П 1 ' 

\ dx 

dx яГ'+1 

= lim f = lim 
£>-̂•+00 J* />->+00 — p -f 1 

= - L - i i m f - V i ] = - p + b J 

ь = l i m _ J _ 
1 6-++Ю - p + 1 

1 если p > 1, 
/ > - 1 

00, если p < 1, 

т.е. интеграл сходится приp > 1 и расходится п р и < 1. Соответ-
00 J 

ственно и ряд Ц — сходится, если р > 1 и расходится, если 
/7 = 1 П Р 

/ ? < 1 . П р и р - 1 имеем [ — = lim [ — = lim (In6 - Inl) = 00 , 
J X 0 J X h->cc 

т.е. интеграл расходится. Следовательно, расходится ряд — 
л=1 п 
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б) Исследуемый ряд - £ — — — 
/ 7 = 1 ( w + l ) l n " ( « + l ) 

1 

(п + 1)1п2(я + 1) 

dx 

. Рассмотрим 

j ах уd{\xv(x +1)) _ ^^ 

I (а:+ 1)In2(л:+ 1) " I ln 2 (x + l) 

. Здесь 

1 
ln(x+l) ' 

= - lim a 
1 1 1 

In 2 ln(6 + l) In 2 

Следовательно, данный ряд сходится. 

1.3. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная 
сходимость. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница 

Ряд (7) 

называется знакопеременным, если среди его членов имеются как 
положительные, так и отрицательные числа. 

Теорема 3. Достаточный признак сходимости ряда (7). 

Если ряд (8) 

составленный из модулей членов ряда (7), сходится, то ряд (7) 
также сходится. 

Ряд (7) называется абсолютно сходящимся, если сходится 
ряд (8). 

Сходящийся знакопеременный ряд (7) называется условно 
сходящимся, если ряд (8) расходится. 

Ряд вида 

(9) 

где ип > 0, п = 1,2,... , называется знакочередующимся. 
Признак Лейбница. Если члены знакочередующегося ряда 

(9) удовлетворяют условиям: 
1) Mj > > >... > ии > >... , 

2) lim мя = 0 , 

1 0 



то ряд (9) сходится. Сумма его положительна и не превосходит 
первого члена их .Остаток гк такого ряда имеет знак своего пер-
вого члена и не превосходит его по модулю: | гк |< ик+х. 

Примеры. Исследовать на абсолютную и условную сходи-
мость ряды: 

ч sinl sin 2 sin3 sin n 
1 2" 3 n 

б) 1 - - L + J L + + 
2 4 ~ 6 (2л)3 

в) 1 — + ~..+(—-1) / ?+1 . 
2 3 л 

Решения. 
I sin II I sin 21 | sin 3| | sin а) Ряд из модулей — + — — + — — + . . . + — 7 — + . . . схо-

1" 2" У п" 
дится по признаку сравнения, так как его члены не превосходят 

соответствующих членов сходящегося ряда ^ . Следователь-
но п" 

но, исходный ряд сходится абсолютно. 
б) Условия признака Лейбница здесь выполнены: ряд - зна-

1 1 1 кочередующиися, > lim = 0, л = 1,2,.... 
(2 л) (2( л +1)) (2 л) 

Следовательно, этот ряд сходится. Ряд из модулей 
^ 1 1 ^ 1 
\ = — X —г также сходится, то есть исходный ряд схо-

(2л) 8^1 Л3 

дится абсолютно. Найдем сумму данного ряда с точностью 0,01. 
Для этого возьмем столько его членов, чтобы следующий член 
ряда был по модулю меньше 0,01. Тогда остаток ряда, начинаю-
щийся с этого члена, будет по модулю также меньше 0,01.Модуль 

четвертого члена = < 0,01, поэтому с точностью 0,01 име-

С 1 1 1 1 1 1 5 7 поп 
ем: S * 1 - — + — = 1 - - + — = — ~ 0,89 . 

2 4 8 64 64 
в) Данный знакочередующийся ряд сходится по признаку 

Лейбница, так как — > —!—, л = 1,2,3,..., lim — = 0 . Этот ряд 
л л + 1 л 

и 



сходится условно, так как ряд ^ —доставленный из модулей 
/ 7 = 1 п 

членов данного ряда, расходится (гармонический ряд). 

1.4. Функциональные ряды. Область сходимости 
функционального ряда. Степенные ряды 

00 

Ряд вида и, (х) + и2 (х) + ... + ип (х) + ... = ]Г ип (х), членами 
/7 = 1 

которого являются функции ип(х), называется функциональным. 
Множество всех действительных значений аргумента х, для 

которых функциональный ряд 

£«„(*), (ю) 
/7=1 

становится сходящимся числовым рядом, называется областью 
сходимости этого ряда. Функция S(x) = lim 5 / 3 (x) , где / 7 - » со 

Sn(x) = Wj(x) + и2(х)+. ..+ип(х), а х принадлежит области сходи-
мости, называется суммой ряда, функция Rn(x) - S(x) -Sn(x) -
остатком функционального ряда. 

Для определения области сходимости ряда (10) можно ис-
пользовать известные признаки сходимости числовых рядов, счи-
тая х фиксированным. 

Функциональный ряд (10) называется равномерно сходя-
щимся на промежутке р a R, если для любого г > 0 существует 
номер и0, не зависящий от х, что для всех п > п0 и для всех х g р 
выполняется неравенство | Rn (х)| < 8 , то есть | S(x) - Sn (х)| < е , 
где Rn(x) - остаток ряда. 

Признак Вейерштрасса. Если \ип(х)\<Сп, (п=1,2,...) при 
00 

х е [a; b] и числовой ряд Сп сходится, то функциональный ряд 
/ 7 = 1 

(10) сходится на отрезке [а, Ъ] абсолютно и равномерно. 

Теорема 4. Если члены сходящегося ряда (10) имеют непре-

рывные производные при х е[а;Ь] и ряд из производных 
7 7 - 1 

сходится равномерно на [а, Ь], то ряд (10) можно дифференциро-
вать почленно: 

1 2 



\n=1 У n = 1 
Теорема 5. Если члены ряда (10) непрерывны на [а, и этот 

ряд сходится равномерно на отрезке [а, 6], то ряд (10) можно ин-
тегрировать почленно: 

ъ 
j I X o ) 

ЧЛ=1 / 

Степенным рядом называется функциональный ряд вида 

EC/;(i-a)" = Съ+Сх{х-а) + С2{х-а)2+...+Сп{х-аУ+...,{\\) 
/ 7 — 0 

где С п и а - действительные числа. Область сходимости степенно-
го ряда (11) имеет один из следующих видов: 
(a-R,a + R),[a-R,a + R),(a-R,a + R],[a-R,a + K}. 
Число R называется радиусом сходимости, а интервал (а -
R , а + R) - интервалом сходимости степенного ряда (11). Радиус 

сходимости можно находить по формулам: 
R = lim * , R = lim 

/7—>00 П I f 7 I О 
С„ 

С, и+1 ^оГГ 
если эти пределы существуют. В частных случаях R может быть 
равен 0 или оо. 

Вопрос о сходимости степенного ряда (11) в концевых точ-
ках области сходимости, то есть при х = а - R, х = а + R, исследу-
ется особо (с применением известных признаков сходимости чи-
словых рядов). 

Ряды, полученные почленным дифференцированием и ин-
тегрированием степенного ряда, имеют тот же радиус и интервал 
сходимости, и их сумма внутри интервала сходимости равна со-
ответственно производной и интегралу от суммы первоначально-
го ряда. 

l Y 
Пример 1. Найти область сходимости ряда X 1 + ~ •2пх . 

/7 = 1 V п) 
Решение. При фиксированном х этот ряд - знакоположи-

тельный. Применим к нему признак Коши. Найдем предел 

/ = lim dun (х) = limf 1 + - J • 2V = 2 х ; /<1 - при 2 Х < 1 , т.е. при 
/7—>UC * П —> 00 ft J 
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х < 0. При / = 1, т.е. при х = 0 данный функциональный ряд станет 
00 ( i V ( i V 

рядом 2 + ~J • Общий член ряда \1 + —J при п~>оо стремит-

ся к числу е, и поэтому ряд расходится (не выполнен необходи-

мый признак сходимости). Итак, область сходимости данного ря-

да (-со, 0). 
Пример 2. Можно ли почленно дифференцировать ряд 

00 sin х 
]Г -—— в области его сходимости? 
п=1 п 

Решение. Областью сходимости данного ряда является вся 
числовая ось Л=(-оо, +оо), так как для любого xeR верно неравен-sin fix 1 00 1 < — , а ряд ]Г — сходится. Члены исходного ряда ство 

п 
4 > г ^ ^ 4 П / 7 = 1 П 

($ШПхЛ /7COS Т1Х cos nx 
имеют непрерывные производные — - — = — = — , 

\ n J n n 
00 COS TlX 

ряд из производных Yj з— сходится равномерно на R по при-
/7 = 1 П 

знаку Вейерштрасса. Действительно, верны неравенства 
COS/1X 1 " 1 

< — , п = 1,2,..., х е R, а ряд ~г сходится. По теоре-
ТГ /7=1 п 

ме 4 исходный ряд можно почленно дифференцировать в области 
R его сходимости, т.е. 

г г 
^ sin илЛ » ( sin nx} 
I — И — — 
/7 = 1 П J / 7 = 1 V П J 

Пример 3. Найти область сходимости степенного ряда 
QO у

Л 

I — . 
/7=1 П 

Решение. Находим радиус сходимости ряда. 

С - 1 с - 1 - +1 -

R = lim 

f/Tl 1 
n n +1 

С 
^n+i 

= limf — : = limf l + —] = l . Это означает, что 

исходный ряд сходится абсолютно при - I < х < I . Далее, иссле-
14 



дуем сходимость ряда гтри х=±1. Если х=1, то данный ряд стано-
00 I 

вится гармоническим рядом —, который расходится. 
/7 = 1 П 

Если х=-1, то получаем знакочередующийся ряд 

- 1 + - - — +.. . + ( - 1 ) к о т о р ы й сходится по признаку Лейб-
2 3 п 

ница. Следовательно, областью сходимости ряда является полу-
интервал [-1, 1). При - 1 < х < 1 ряд сходится абсолютно, при 
х - - \ - условно. 

х 3 х 4 х 5 х 6 

Пример 4. Найти сумму ряда — + ь — + —— +... (| х| < 1) . 
3 4 5 6 

Решение. Обозначим искомую сумму ряда через S(x), т.е. 

5(х) = — + + — + — + (12) 
3 4 5 6 

Можно проверить, что исходный ряд при |х| < 1 сходится абсо-

лютно. Дифференцируем почленно равенство (12): 
2 

= х 2 + х 3 + х 4 + х 5 + . . . = , | х |<1 , 
1 - х 

(применена формула суммы членов убывающей геометрической 
прогрессии). Отсюда, интегрируя и учитывая, что 5(0)=0, нахо-
дим 

S(x) = } 5 \t)dt = j — dt = j f -t-1 — — j dt = 
о (Д t-V 

x ~ 
= - — - x - l n | l - x | , | x | < l . 

Пример 5. Найти сумму ряда 2х2 - Зх3 + 4х4 - 5х5 +..., | х| < 1. 

Решение. Обозначим эту сумму ряда через S(x), т.е. 

S(x) - 2х~ - Зх3 + 4х4 - 5х5 +. . . . Данное равенство перепишем 

так: S(x)=x-g(x), где Q(x) = 2х - Зх2 + 4х 3 - 5х4 -к.. . Почленное 
интегрирование последнего равенства приводит к сумме членов 
убывающей геометрической прогрессии: 
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J Q{t)dt =J 2tdt - J 3t2dt + f \t4t - J 5* .. = 
о 

2 

= x 2 - x 3 + x 4 -x5 +... = ——, | x | < l . 
1 + x 

X2 

Отсюда найдем Q(x): Q(x)=\ 
Л + x 

= 1 , поэтому ИС-
o + l) 

комая сумма S(x) такова: 5(x) = x • Q(x) = x -
(Л- + 1)2 

1.5. Разложение функции в ряд Тейлора 

Если функция j{x) имеет производные всех порядков в окре-
стности точки х=а, то для нее можно написать ряд по степеням (х-
а): 

1! 2! п! 

л=о п! 

Этот ряд называется рядом Тейлора функции /(х) в точке 
х=а. 

Теорема 6. Если функция Дх) и все ее производные ограни-
чены на интервале (a-R, a+R) одним и тем же числом, т.е. сущест-
вует постоянная М>0 такая, что выполняется неравенство 

| / { л ) (х ) | < М, хе(а - R,a + R),n = 0,1,2,..., то функция Дх) пред-

ставляется сходящимся к ней рядом Тейлора: 

f i ^ ^ Z ^ — ^ - i x - a y ^ x e i a - K a + R) . . (13) 

Равенство (13) верно и в случае, когда остаточный член ряда 
п f{k)(a) 

Тейлора Rn(x) = f i x ) - Y ~ix~a)k стремится к нулю при 
*=о к ! 

Остаточный член Rnix) можно вычислить по формуле: 

R M ) - ( X ~ a ^ / ( / ; + > + 0 ( х - а ) ] , О < 0 < 1 . (14) (и + 1)! 
16 ^ Г 



Если lim Rn (x) ф 0 , то ряд не сходится к данной функции. п—>00 
Если в ряде Тейлора положим а=О, получим частный случай 

ряда Тейлора, который называют рядом Маклорена: 

1! 21 л! 
Приведем разложения в ряд Маклорена некоторых элемен-

тарных функций: 

ех =1 + — + — + ... + —+ ..,(х е Я); 
1! 2! л! 

s inx= * - — + ... + ( -1 )"'х • 1 +... ( x e R ) \ 
3! (2/7-1)! 

х2 х 4 х2л 

c o s x - 1 - — + — - . . . + (-1У — + ...(xe.-R); 
2! 4! (2л)! 

/1 лт 1 т(т-1) 2 т(т-\)(т-2) 3 (1 + х) =1 + т х + — - х - х + ...+ 
2! 3! 

Ш(Л7-1) . . . (Ш~ Л + 1 ) „ 
+ — —t + ...(|х|<1); 

л! 

1п(1 + х) - х - — + — - . . .+( -1) - — +... (| х| < 1) . 
2 3 л 

Пример 1. Разложить функцию / ( х ) = sin^x + в ряд 

Тейлора в окрестности точки х=0. 

Решение. Имеем / (0 ) = sin^O + = . Вычисляем 

= т.е. / ' ( 0 ) = cos^x + ~ 

следовательно получаем: 

^ Я . Далее по-
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/ " ( 0 ) = - s i n j x + ~ 

/ " ' ( 0 ) = - cos x + 

/ ' " ( 0 ) = sin(x + -

Отметим, что / ( "»(0 )=( -1 ) Ф л/2 

_ V 2 

х=0 ^ 

£ 
> " 2 ' 

-ё. 
=о" 2 

. Записываем ряд Тейлора: 

sin х + -
л/2 

/ 

2! 3! 4! 5! л! 

Пример 2 Разложить функцию / ( х ) = л19-х2 в ряд по сте-
пеням х, используя разложения основных элементарных функций. 
Воспользуемся приведенным выше биномиальным разложением 

/1 \т 1 т(т-1) о т{т~\){т -2) 3 (l + x)m = l + mx+ — — . (15) 
2! 3! 

Преобразуем исходную функцию: л! 9-х2 =з| 1-

1 ( х" 
Подставим в формулу (15) т - —, а вместо х выражение 

2 v 9 

Получим следующее разложение: 
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л / 9 - х 2 = : 1 + l f _ £ l V Ж . 1 

+ 2 v 9 J + 2! 
+.. .+ 

v 

G - M b 
J_r 1 
2 

n +1 

Л! 

1 4 1-3 6 -x — - x -

+... = 3 1 -
2-9 

222!92 233!93 

Разложение имеет место при 

ЬЗ-5. . .{2л-3) 2„_ 

Тп\9п Х 

<1, т.е. при |х|<3. 

1.6. Применение степенных рядов 
в приближенных вычислениях 

1. Приближенное вычисление значений функций. 
Пусть функция fix) в окрестности точки а разлагается в ряд 

Тейлора. Тогда приближенное значение функции fix) в любой 
точке этой окрестности может быть вычислено как частичная 
сумма этого ряда. 

Пример 1. Вычислить с точностью до 0,001. 

Решение, \f\30 = Vl25 + 5 - з|125^1 + = 5^1 + 

пользуемся биномиальным рядом (15) при m = ^ , х = е ( - 1 , 1 ) . 

Получаем: 
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Я/ТЗО - 5 

1 f 1 
, 1 1 3 U i + + —-— 

3 25 2! 

l ( l lY1 21 
n 2 , i l r l i ^ J r n 3 , 

25 j 3! 125J 
V 

J i 1 1 1 
= 5 1 + + -

I 3 25 3 Ъ 2! 25 3 
Г 

. ' з Д 3 J ' 3! ' 253 

= 5,0000 + 0,0667 - 0,0009 +.... 
Полученный ряд является знакочередующимся рядом. Третий 
член по модулю меньше 0,001, поэтому его и следующие за ним 
члены можно отбросить. С указанной точностью получим 

Vl30 * 5,0000+0,0667 = 5,067 . 

Пример 2. Вычислить e0yl с точностью до 0,001. 
Решение. Воспользуемся разложением 

х'7 X2 X3 

:1+Х+ + 
2! 3! п\ 

• + R* 

где Rn 
0 + 1)! 

eQx, 0 < 0 < 1, Vx gR , При х=0,1 получаем: 

б0'1 -1+0,1 + (ОД)2 , (ОД)3 

2! 3! 
+...+ 

(ОДУ 
п\ 

•+... . Определим, сколько 

надо слагаемых для достижения требуемой точности. Так как 
0,1 е [0,0,5], то 0 < Эх < 0,5 . Тогда eQx < е°'5 < 2 ; 

R„ =-
(я + 1)! 

-е < -

2х" 
(л + 1)! 

При х=0,1 имеем неравенство: 

2-(ОД)"*' 
(л + 1)! 

Значит, 

• < 0,001. Полагая п=2, получим 

достаточно 

е<м , 1 + 0 1 + M i = 1 1 0 5 
2! 

взять 

2-0,001 
6 

три 

: 0,0003 <0,001 

слагаемых: 

Пример 3. Вычислить 1п2 с точностью до 10 5 . 
Решение. Применим разложение 

1 п ^ = 2 
1 - х 

х3 х5 х7 ^ 
х + — +•— + — + ... 

, 3 5 7 , 
Этот ряд сходится при 
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1 + X 
x g (-1,1). Если = 2 , то х = 1/3. Возьмем п-ю частичную сумму 

1 - х 

1 . J I I 1 1 1 1 1 1 ^ In 2 « 2 — + - и - +...+ г— . Погрешность этого 
V3 3 з3 5 З3 2п + 1 3 ) 

равенства выражается остатком ряда 
1 1 1 1 Л = 2 + —— +,.. . Для его оценки все мно-

/? 2/7 + 3 32'7+3 2/2 + 5 32"+5 ) 
жители в знаменателях, стоящие перед степенью 3, заменим на 
2я+3. Получим 

2 Г» 1 1 1 2 1 R„ < г - н 1 + — + — + . . . = 
(2/2+ 3)32,7+3 V з2 З4 ' J (2/2+ 3)32/7+3 

1-
9 

1 
2/7 + 1 4(2/1 + 3)3 

Решая неравенство -——— < 10~5, находим, что /2=4: 
4(2/?+ 3)32,,+i 

= — - 0,000001 < Ю-5. Итак, 
441 -З 9 866052 

, о of 1 1 1 1 1 1 1 1 1 In 2 « 2 — + - + + - + 
U 3 З3 5 З5 7 З7 9 З9 

= 0,666667 + 0,024691 + 0,001646 + 0,000131 + 0,000011 = 0,69315. 

2. Приближенное вычисление определенных интегралов. 
Если подынтегральная функция разлагается в степенной ряд, 

а пределы интегрирования принадлежат области сходимости это-
го ряда, то соответствующий определенный интеграл можно вы-
числить с заданной точностью. 

sin. х 
Пример 4, Вычислить интеграл j dx с точностью до 

О X 
0,00001. 
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Решение. Разделив почленно ряд для sinx на х, получим 
X3 х 5 

X + . . . 2 4 6 
SH1X 3! 51 I X X X _ — : = 1 + +. . . , Этот ряд СХОДИТ-

X X 3! 5! 7! 
ся при \fxeR. Интегрируем его почленно. 

1/4 1/4 f „2 4 х в ^ 

~5! 7!~ + " I s m x < 

о х 

1/4 
_ Г 

( 

1 -
ч 

х2 

- J 
0 

( 

1 -
ч 3! 

X5 

- + 

X 

dx = 

+ + 

3 • 3! + 5 • 5! 7 • 7! + ' 

1/4 

1 1_ J 1 1 1_ 
~ 4 3 • 3! ' 43 + 5 • 5! ' 45 

= 0,25000 - 0,00087 + 0,0000016 - . . . . 
Получили знакочередующийся ряд. Третий член по модулю 
меньше заданной точности. Значит, достаточно взять два слагае-

^sin х 
мых: f dx « 0,25000 - 0,00087 = 0,24913 . 

о * 
3. Интегрирование дифференциальных уравнений с по-

мощью рядов. 
Многие дифференциальные уравнения не приводятся к квад-

ратурам, а их решения не выражаются в элементарных функциях. 
Решения некоторых из этих уравнений могут быть представлены 
в виде степенных рядов, сходящихся в определенных интервалах. 
В таких случаях ряд, являющийся решением дифференциального 
уравнения, можно найти или способом неопределенных коэффи-
циентов, или способом, основанным на применении ряда Тейло-
ра. 

Пример 5. Найти в виде степенного ряда решение диффе-
ренциального уравнения у" - ху - 0 , удовлетворяющее началь-
ным условиям >'(0)=1, j /(0) = 0 . 

Решение. Первый способ. Применим метод неопределенных 
коэффициентов. Записываем искомое решение в виде ряда 
у = С0 + C j x + C 2 x 2 +С3Х3 + С 4 х 4 + C 5 x 5 - h . . . Находим произ-
водные: 
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У = CJ + 2 С 2 Х + З С 3 Х 2 + 4 С 4 х 3 + 5С5Х 4 - . . . , 

у" = 2С2 + 2 * ЗС3 х + 3 • 4С4 х2 + 4 - 5 С 5 х 3 + 5 - 6 С 6 х 4 + .... 

Подставляя у и у'* в данное уравнение, получаем: 

2 С 2 + 2 - З С 3 х + 3 - 4 С 4 х 2 + 4 -5С 5 Х 3 + 5 - 6 С 6 Х 4 + . .. = • 

= С 0 х + С ,х 2 + С 2 х 3 + С 3 х 4 + С 4 х 5 + С 5 х 6 + С 6 х 7 +... . ' 
Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих 
частях последнего уравнения, получим систему: 

2 С 2 = 0 , 

2 • ЗС3 = С 0 , 

3 • 4 С 4 = С \ , 

4 - 5 С 5 = С 2 , 

5 • 6С 6 = С 3 , 
6 • 7С 7 = С 4 , 

Используя начальные условия, из выражений для у и У находим: 

7(0) = 1 = С 0 , С0 = 1, У (0) = 0 = С,, С, - 0 . Решая систему, полу-
чаем С, =0, С, = — , С4 =0, С5 =0, с6 = — - — , с7 -о,... 

3 2 - 3 4 5 6 2 - 3 - 5 - 6 

Таким образом, искомое решение представляется следую-

1 1 * щим рядом: у = 1 + х + 
2 - 3 2 - 3 - 5 - 6 

х 6 + . . . . Этот ряд сходится 

при всех значениях х. 
Второй способ. Применим для исходного уравнения метод 

последовательных дифференцирований. Решение у(х) ищем в 

виде 2f 
У{"4О) --х + ... + -

п\ 
X" + . . . . 

В соответствии с начальными условиями j;(o)= 1 ,у(0) = 0 . 

Подставляя в уравнение х = 0,_у = 1> получим у ( о ) - 0 - 1 = 0 ; 

У ( 0 ) = 0 . Для получения значений остальных производных будем 

последовательно дифференцировать исходное уравнение: 
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у = У + ху\ у{4) = у+ У + лу" = 2у' + ху", у(5) = 

. = 3у" нь хут
9..., > = (л - 2)>'(Л"3) + ху{п~2) 

Отсюда получим У"}(о) = (л - 2)У"~3)(о). Тогда при 
п = 3,4,5,... имеем: 

/»(0) = 1, У 4 ) (0)=О, (0) = о, у 6 ) (0) = 4, / V (0) = о, 

/ 8 ) ( О ) = 0 , / 9 ) ( О ) = 4-7. 

Подставляя найденные значения в степенной ряд для у{х)> полу-
чим 

1 1 з 4 6 4-7 9 у = 1 + — X + — X + X + ... = 
3! 6! 9! 

1 х 
= 1 + + -

2-3 2 -3 -5 -6 2 - 3 - 5 - 6 - 8 - 9 

1.7. Ряд Фурье функции, заданной на отрезке длиной 2п 

1. Пусть функция fix) определена и интегрируема на отрезке 
[-тс,7г]. Рядом Фурье функции Дх) называется ряд 

а 00 

— + (ап
 c o s п х + п х ) > 

2 л = 1 

где 

1 7 1 ? а{] = — f f(x)dx, а = — f f ( x ) cos nxdx, 
П-п П-п 
1 Я 

bn = — J / ( x ) sin /txJx, л = 1,2,3,... 

(i6) 

(17) 

Числа ап,ап,а„ называются коэффициентами Фурье функции 

Л*)-
Теорема 7. Если функция fix) кусочно-гладкая на отрезке 

[-71,тг], т.е. fix) и ее производная f{x) - непрерывны на отрезке 
[-71,71] или имеют на нем конечное число точек разрыва первого 
рода, то ряд Фурье функции fix) сходится в каждой точке отрезка 
[-7г,7т]. При этом сумма S(x), хе[-п,л], ряда Фурье (16)равна 
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S(x) = \ 

A*) 

2 

1 

если x - точка непревиости; 

( / ( x 0 - 0) + / ( x 0 + 0)), если x = x() - точка разрыва f(x); 

—(/(x - 0) + f(x + 0)), если x = -n или x = я. 

Здесь Д х 0 - 0 ) = lim / ( x ) , / (x { ) + 0) = lim f ( x ) . 

Сумма £(x) ряда Фурье (16) определена для хе(-сс5+оо) и яв-
ляется 2тг - периодической функцией. 

Пример L Разложить функцию f{x)=ex в ряд Фурье в интер-
вале (-тг,7г). Построить график суммы ряда. 

Решение. Вычислим коэффициенты Фурье функции по фор-
мулам (17), учитывая, что 

a 2 + р 2 

a c o s B x - B s i n B x ^ 
— ^ — — е ™ + С. 

а + J3 

я = — jVVx: 

Имеем 

L* 
71 

1 " 
71 

— 71 

1_ 1 
2 

2 : = — sh7i; 
71 % 

ап = — \ех cosnxdx-тг <* 
1 COS 77Х 4- п sin ПХ 

п2 + 1 

я п 1 +1 

2shTc (-I)11 

\ 1 (~1)л 

^cosnn-e к cosnn}= — - (еп -е~п) = 
к п2 +1 

^ /7 +1 
1 71 

Ьп~— jex s in /mix= 
1 sin « х - ncosnx 

п2 +1 

1 (-/I) 

/Г +1 •if- Я /7 + 1 
COS 7t/7 - е COS пп 
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_ 2shTi { - \ ) n + { n 
n n 2 +1 

Поскольку функция и ее производная непрерывны на отрезке 
[-7г,тг], то по теореме 7 ряд Фурье этой функции сходится к самой 
функции ех на интервале (-71,71): 

1 2 (-1)" 
ех ~ — s h л + — s h 71 ̂  —; ( c o s пх - п s in х ) , - 7 i < x < 7 t , 

% 71 „=1 П~ -bl 

а в точках х=±7т сумма ряда равна + е п ) = ch тс. График 

суммы ряда изображен на рис.1 (пунктиром - график самой функ-

Рис. 1.1 
ЕслиДх) - четная функция на отрезке [-тг,7с], то ее коэффици-

енты Фурье находятся по формулам 
2 * 2 к 

Ьп =0, а{) = — J f(x)dx,an = —{ f(x)cosnxdx, п = 1,2,..., (18) 
71 о 71 о 

а 00 

а ряд Фурье имеет вид: — o o s n x . Если Дх) - нечетная 
^ /7=1 

функция на отрезке [-л,тс], то 
2 7 а, :0 = 0, ал =0, Ъп = - J / ( x ) s i n r c x r f x , п = 1,2,..., (19) 
71 0 

а ряд Фурье имеет вид: s in«x. 
п=1 

Пример 2. Разложить в ряд Фурье функцию / ( х ) - х 2 на 
отрезке [-71,71]. Построить график суммы ряда. 
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Решение. Поскольку функция четная, то Ьп - 0; а{), ап нахо-
дим по формулам (18), применяя интегрирование по частям: 

2 2 2тс2 

a{)=-\xdx = — , 
п з 

2 ? 2 , 2 1 - — х cos п х а х - — 
П п 

/ 

пп 

Я/2 

х sm/zx 

XCOS/7X 

71 

1 "г 

ж 2 тс 
f x s in /mix 

о 71 о 

\ 

— fcos nxdx У1 J 
о п о 

7Г COS/771 1 . 
+ —sm/zxj 

п п2 

4 4 
= —COS«7T = ( - l ) " — 

Я /7 

Согласно теореме 7, ряд Фурье данной функции / ( х ) = х 2 на от-

резке [-я,я] сходится к самой функции х2: 

-> 712 л^г 1ЧИ COS П Х ^ ^ / 
= — + — ? - я . < х < я (в точках х=±п сумма ря-

3 п=1 w 

да совпадает со значением функции / ( х ) = х 2 , так как 

~ ( / ( ~ 7 С ) + / ( я ) ) == ^ я 2 + я 2 ^ = я 2 = /(±7i) . На рис. 1.2 изобра-

жен график суммы данного ряда (пунктиром - график самой 

функции х2 вне отрезка [-я,я]. 
d 

У 

Рис. 1.2 

3. Если функция Дх) задана на отрезке [0,я] и удовлетворяет 
на нем условиям теоремы 7, то ее можно разложить в ряды Фурье 
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различным образом, например, как по косинусам, так и по сину-
сам. 

В первом случае 
продолжают fix) с интер-
вала (0,тг) на интервал 
(-71,0) четным образом: 
fix)^fi-x\ хе(-тг,0) 
(рис. 1.3), а коэффициен-
ты Фурье вычисляют по 
формулам (18); 

У Т Рис. 1.3 
во втором - продолжают fix) с ин-
тервала (0,тг) на (-71,0) нечетным 
образом: fix)^-fix), хе(-тг,0) 
(рис. 1.4), а коэффициенты нахо-
дят по формулам (19). 

ПримерЗ. Разложить функ-
цию / ( х ) - х2 на интервале (0,7с) 
в ряд Фурье по синусам. 

Решение. Продолжим функцию х1 с интервала (0,тг) на ин-
тервал (-71,0) нечетным образом и вычисляем коэффициенты по 
формулам (19): 
ао =ап (я = 1,2,...), 

Ья = - f x 2 smnxdx = -(-l)n+] + - ^ ( ( - 1 ) " - l ) . 
71 о П ™ ' 

Тогда 

х 

Рис. 14 

пп~ 

г=if—иг1 + A N " - 1 ) ] = 
п=1\ П %П~ V V 

8 ( sin х sin Зх sin 5х . ( . sin 2х: sin3x 
= 271 sin х + 

V 2 3 
0 < X < 71 . 

(Сравните разложение этой же функции х2 в ряд по косину-
сам, полученное в примере 2). 

4. Если функция fix) задана на отрезке [<з,а+2тг], то ее коэф-
фициенты Фурье вычисляются по формулам: 
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^ a+2tz i a-t-z.п 
а о Jf(x)dx,an =— ^f(x)cosnxdx> 

^ а ^ а 
| а+2п 

Ьп~— ^ f ( x ) sin nxdx, п = 1,2,.... 

1.8. Ряд Фурье функции, заданной на отрезке длиной 21 

Пусть функция/(х) определена и интегрируема на отрезке [-
1,1]. Рядом Фурье функции fix) называется ряд 

а() ^ f ппх . . ипх\ 
Y ^ ^ c o s — + J , 

где 

ао = т I = ~ j Л * ) o o s ^ - d x , 
l-i / 

= 7 1 Л ^ п ^ ^ й х , « = 1,2,... . 
/ _/ / 

ЕслиДх) - кусочно-гладкая функция на отрезке [-/,/], то ее 
ряд Фурье сходится в каждой точке отрезка [-/,/]. При этом сумма 
S(x), хе [-/,/], ряда Фурье равна 

S(x) = 

f{x), если х- точканепрерывнжти fix); 

если х = хп - точкаразрыва f{x); 

! ( / ( - / + 0) + / ( / - 0 ) ) , если Х——1 илй х = /. 

Пример 1. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию 
[ х, 0 < х< 1, 
[ 2 - х , 1 < х < 2 . 

Решение. Продолжим fix) на интервале (-2,0) нечетным об-
разом. Тогда а0 = 0, ап = 0; при 1=2 получаем: 

2 9 



тшх , 
sm cix L t . . 71 n x _ г . п п х с л . 

— J / ( x ) s m dx= Jxsm 6/x + J ( 2 - x)si 
/ n I 0 2 1 2 

8(- l )* 
8 . 71/7 

— - s m — 
71 2 

(2k + l)27i2 

0, 

если /7 = 2k + 1, 

если n~2k. 

Следовательно, разложение в ряд Фурье имеет вид: 

/ 0 0 = - Л - 2 
( - 1 у . (2к + 1)тсх 

712 /с=о (2& + 1)2 
- sm - 0 < х < 2 . 



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №5 

1-20. Исследовать на сходимость ряд, рассматривая по-
следовательность его частичных сумм. В случае сходимости 
найти сумму ряда. 

оо -J сС -J 
7г ' ^ • 1 1 - S 

п=1 ( 5 п - 4 ) ( 5 п + 1) п = 1 п (п+ 2) 
оо i СО ^П £гП 

2 - Z — Ц - ' 12. V - — — — • 
п=1 2 • 3 15" 
оо оП , -уП оо -I 

3 . 1 13. S ( - i ) f 1 " 1 — Ц -
n t l 6" n t l ю 

оо | 00 /-чЯ 
4. У i — - 14. У Ь + 2 • 

(4Й-3)(4и + 1) „f i 10" 
ОС 1 GO 1 

5. У 1 1 5 . У — L - . 
Й ( и + 2)(и + 3) „Т15 .2" - 1 

ОО / «|\ со 1 
6. £ 1 п 1 + - - 16. 2 

п=1 ^ n J 3 - 2 0 - 1 

со 1 со -)П л 
7 . £ 1 17. Е 

8 V 2 / 7 + 1 , 1 8 у 1 
n t l п 2 (п + 1)2 ' ^ ( З И - 2 ) ( З Й + 1) 

00 1 ОС -I 
9- I „ ' , , * 19. I 1 

Й=1 (3/7 - 2)(3« + 1) „ = 1 ф + 3) 

со / оо У 
ю. У ( - 1 Л - • 20. z 

t \ 4 2 J n t i ( 2 ^ - 1 X 2 / 7 + 1 ) 
21-40. Пользуясь известными признаками сходимости, 

исследовать на сходимость ряды. 

21- а) Ятгтт ' 
Я=i l 4 " + 5 j „ = 1 л 2 + 4 Л 
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23. a) i f ^ r . 

OO гП 
2 4 - a ) I io 

П=1 (n + 5) 

. . . ^ 2n + 3 
25. a) X — • 

„=1 и +1 
(ТП n 

OO * 

6 ) 1 
„=l(ln(« + l))" 

1 ' 

26. a) X 
n=1 3 

OO 

27. a) £ 

00 ' "'п + Г 
nl 2 

00 ^ 3 ^ 1 

/7=1 4 J n 

6> s „ = , ( « + 4) ! 

OO 

6 ) S 
Л = 1 

OO 

6 ) 1 

« = i v s ; v и 

2л + 4 

28. в) У — L 
Я=1 (л + 1)1п2(л + 1) 

6 ) 2 

7л + 3 

1 ГЗи + 1 

29. а) ^ 
п +2 п 

л=1 л + 2 

„ = , 6 Ч Зл 

-Гп 

п=1 V« 

30. а) £ 
(л + l)3 

„=1 (Зя)! 
со , 

31. а) У 
„=1 (2« + 1) - 1 

6 ) Z 
п=1 

1 + И 
2 4-/2 

^ 577 + 6 О) £ — 
П=1 + 8/7 + 1 

32. а) X 3" 

„=1 (2«)! 
6 ) 1 

И=1 

33. а) X 
Я = 1 

6 и - 1 
Зл 

2л + Г 
п +1 

7 л + 3 

Л=1 л ~ - 4 л + 1 3 

ОО , 

34. a) X - V - ' 
«=1/7 In П 

б ) 1 
Л = 1 

4 + З л s 

7 + 8/2 



35. a) 
=1(л + 1)! 1 4 Г я=1 ->Jn 

36. а) X 
1 

+ 3 

2и +1 

Я=1 (л + 1)1п3(л + 1) 
з 

г -
i=i л/и2" 

37-
/7=1 3 

38. а) £ 
и+1 

39. а) X 

40. а) 2 

2я +1 

/ Д Зя + 2 

и + 1 

6 ) 1 
/ 7 = 1 

00 
б ) ! 

и + 3 

б) £ 

„=] V 2и + 1 

и+.3 
и + 4 

М 
п=1 

и=1 И + 3 
6 ) 1 

/7=1 л/Й 

2 и - 1 

- 1 (л/?)" 
41-60. Найти область сходимости степенного ряда. 

41- Z 
/7—1 

00 

42- I 

( * - 2 ) " 

Я=1 (2л - 1 ) 2 " 

( - 2 ) " ( х + 2)" 

п=1 

51- I 
( х - 3 ) " 

Л 

43. £ 

я-1 2 " + 5 

52 У ( X + 1)" 
' 2" + 52" 

и / х - 1 

П=I л / я + 2 " 
53. У 

44. Z 
„=1 (п + \)^jln(n + 1) 

00 

45. 2 > 5 " ( х - 3 ) " • 

5 4 - 1 
2" (х-2)" 

П=1 

„=1 л(и + 1) 

5 5 . f l O ' U - D " 
/7=1 л/л 

00 Чи^ 
46. Z * L ( x + 2 y . 

и! 
56. £ 

4 7 - 1 
(А- + 1)" 

S и(2"+1) 
57- I 

(х-2)" 
„„, 1п(и + 1) 



48. £ ^ • 
ОО 

58. X 
/7=1 

49. £ ^ -
н=1 2 + 1 

ОО 
59. 

Н=1 

50. £ ( * + 2 ) " • 
3" +4" 

ОО 
60. X 

/7=1 

(x-sy 

N \ ( X - 3)" 

2 n 

100" (x + 2)" 
n\ 

61-70. С помощью разложения подынтегральной функ-
ции в ряд вычислить определенный интеграл с точностью до 
8=0,001. 

0,2 , 0.5 4 с с X 
61. J e~*~dx . 66. J c o s — d x . 

0 о 4 

0,5 1 
62. J x 5 sin xdx . 67. Jsin . 

0 0 
1 s i n ^ 1 

63. J —dx, 68. jVxcosx2<&. 
0 x 0 
1 1/3 

64. JcosV^/x. 69. | Vl + . 
0 0 
0,5 , 0,5 r 

6 5 . l - j ^ - 70. J Л 

0 V1 + x 3 0 л/l + x 2 

71-80. Найти первые четыре (отличные QT нуля) члена 
разложения в степенной ряд решения дифференциального 
уравнения, удовлетворяющего начальным условиям. 

71. t \ 76. У х> + е > 

7 2 / " 2 ^ = 0; / = е 3 * + 2 х у 2 ; 
' J(O) = i. ' j (0) = l . 

/ c o s x + y s i n x = l ; j / = e s i n x + x; 
/«5. / \ /о. 

у(о )= -1 . j<o)=o. 
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74. 
/ + у = х+\\ 

79. 
y' = 2x+ yz +ex; 

У(0)=1. y(0)=1. 

/ = ^ / + 3ху=0; 

Я о ) = о . ' X o ) = i -
81-90. Разложить в ряд Фурье периодическую с периодом 

271 функцию Д х ) на интервале (-71,тг). 

75. 

81. 

0, - я < х < 0 ; 

86. 

— + 1,0 < х < я . 
12 

82. / ( x ) = |xj . 

83. / ( х ) = 

84. / ( х ) = 

87. / ( х ) = 
7 1 - Х 

85. / ( х ) = < 

О , - 7 t < x < 0 , ' 

х - 1 , 0 < х < тт, 

О, - л < х < 0 ; 

х + 2 ,0 < х < п , 

2 ' 

88. / ( х ) = х 2 + 1 . 

89. / ( * ) = 
- 1 , - т г < х < 0 ; 

; 

[Х} 0 < Х< 71, 

90. / ( * ) = j l - x ) . 

О, <Х<7Г, 
91-100. Разложить функцию Дх) , заданную в интервале 

(0,7г), продолжив (доопределив) ее на интервал 
(-71,0) четным или нечетным образом. 

91. / ( х ) = е х. 

92. / ( х ) = 2 \ 

93. f(x)=e'x. 
X 

94. f(x)=3~2 

95. f{x)=e2x. 

96. f(x)=e~4. 

97. / ( x ) = 5 - x . 
X 

98. / ( x ) = 4 3 . 

99. f(x)=e3x. 

100. f(x)=lO~> 



2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕНЫХ 

2.1. Определенный интеграл по фигуре. 
Основные понятия и свойства 

Пусть функция f(x,y,z) задана в точках тела W, на поверхно-
сти тела Т или кривой Г в декартовой системе координат Oxyz. 
Разобьем указанные фигуры на п частей AWh АТЬ АГ2- соответст-
венно и на каждой из частей выберем по одной точке (хи yh zt). 
Меры полученных частей разбиения обозначим через A V-% (обьем 
части), ASj (площадь части) и ALt (длина части) соответственно. 
Через Xi обозначим наибольшее из расстояний между любыми 

двумя точками, взятыми на г-ой части разбиения, / = 1, п . Число 
X = max A,z-, 1 < i < п , показывает, насколько мелко разбиты фигу-
ры, и называется диаметром разбиения. 

Составим теперь интегральные суммы: 

ы 
п 

ы 
г п 

/=1 
Если существуют конечные пределы этих интегральных 

сумм при Х->0, причем эти пределы не зависят от способа раз-
биения фигур и от выбора точек на частях разбиения, то они на-
зываются определенными интегралами функции f(x,y,z) по на-
званным фигурам: 

lim а)" = JJJ f(x, y\z)dxdydz - тройной интеграл; 

lim <js
n = j j f{x>y,z)ds - поверхностный интеграл 1 рода; 

lim сг^ — J f(xiy,z)dl - криволинейный интеграл I рода. 
л->0 Г 
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Физический смысл интеграла по фигуре. 
Если fitx,y,z) - плотность распределения вещества по фигуре, 

то интеграл по этой фигуре выражает ее массу в соответствую-
щих единицах измерения. 

Замечание. Аналогично названным вводятся интегралы: 
Я f(x,y,z)dxdy - двойной интеграл по области DeOxy; 
D 

j f(x,y)dl - криволинейный интеграл I рода по кривой 
Г 

Ге Оху. 
Свойства интегралов по фигуре 

(на примере тройного интеграла JJJ f(x9 y,z)dxdydz). 
V 

1. Свойство линейности. 

j j j W ( x , у, z) + рg(x , у, z))dxdydz= 
W 

- a JJJ / (х, у, z)dxdydz + pJJJ g(x, у, z)dxdydz; а и р -числа. 
W W 

2. Если область Weсть объединение двух областей W} и W2, 
не имеющих общих внутренних точек, то 

ДО fix, У, z)dxdydz= JJJ f(x,ys z)dxdydz+ J JJ / (х , у, z)dxdydz 
w wx w2 

3. Если в области W\ f (x, у, z) < g(x, y, z), то 

J J J Дх, У, z)dxdydz < JJJ g(x, у, z)dxdydz. 
w w 

4. Теорема о среднем. Если f{x,y9z) непрерывна в замкнутой 
связной области W, то найдется точка (x*,y*,z*)eW такая, что 

JJj f ( x , y,z)dxdydz = f ( x ,y ,z ) • V, где V - объем тела W. 
w 

5. Если f(x,y,z)=l, то \\\\dxdydz = V . 
И' 

Предполагается, что все указанные интегралы существуют. 



2.2. Вычисление двойных и тройных интегралов 
в декартовых координатах 

а) Двойной интеграл. Пусть область D плоскости Oxyz огра-
ничена линиями у-ф(х), y=\\f(x), х=а, х=Ь, где а<Ъ, ф(х)<1{/(х) и 
функции ф, 1}/ непрерывны на отрезке [а\Ь] (рис.2.1). Двойной 
интеграл от непрерывной функции fix,у) вычисляется путем све-
дения к двукратному интегралу по формуле 

Ъ 
Я y)dxdy - \dx j" / ( х , y)dy. (2.1) 
D а ф(х) 

v W 
В выражении (2.1) сначала вычисляется \f(x,y)dy при 

ф(х) 

постоянном х, Полученный результат интегрируется по х. 
Аналогично, если область D ограничена линиями х=а(у), 

х=Р(у), у=с, y-d, где c<d, а(у)<Р(у) и функции а и р непрерывны 
на отрезке [с; d\ (рис.2.2), то 

d т 
Я /(*> y)dxdy = f ^Н /(*> y)dx- (2.2) 
D С а(у) 
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yf 

d 

с 

*=P0>) 

0 
> 

л; 

Рис. 2.2 
Замечание. В более общем случае область интегрирования 

разбивают на части, каждая из которых имеет один из рассмот-
ренных видов. 

Пример 1. Вычислить JJ(x + 2 y ) d x d y , где область ограни-
D 

чена линиями у = - х 2 , у = -<Jx . 
Решение. Указанные линии пересекаются в точках 0(0,0) и 

Д1,-1)(рис.2 .3) . 

•>t 

JL • 
.2 * О y=-xj 

-1. 

Рис. 2.3 

Применяя формулу (2.1) при ф(х) = -л /х , ц/(х) = - х 2 , а=О, 
Ь- \ у получим: 
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j | ( х + 2 y ) d x d y = }dx J (x + 2y)dy = ](xy+y2) 
d о -VI о 

1 /— 3 - j ( ( - x 3 + x 4 ) - ( - Х л / х +x))dx = - —.. 

dx -
- V I 

Пример 2. Изменить порядок интегрирования в двукратном 
2 sjbc 

интеграле \dx J f(x,y)dy . 
0 

Решение. Область интегрирования, ограниченную линиями 

7 = л / 2 х - х 2 , у = 4 l x , х=2 (рис. 2.4), разобьем с помощью пря-
мой на три области. Получим сумму интегралов: 

2 1 b-VHy2 1 2 
j dx } / ( x , = J rfy j / ( x , + { dy { / ( x , + 
0 

0 / / 2 0 1 4 - У 2 

2 2 
+\dy J / ( x , y)dx. 

Рис. 2.4 

Здесь для определения пределов изменения переменной х 

уравнения у = yjlx - х2 , у-^Ъс разрешены относительно х: 

х = 1 ±<Jl -у2, х — у1 /2. 
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Из свойств интеграла по фигуре следует, что площадь S пло-
ской области D в декартовых прямоугольных координатах равна 

S=\\dxdy. (2.3) 
Ъ 

Пример 3. Вычислить площадь области, ограниченной ли-

ниями у- 2-х2, у3 = х2 . 
Решение. Имеем (рис. 2.5) 

1 2-х2 1 3 2 

15 ' 
S = \\dxdy=\dx fdy = \(2-х2 -xm)dx -

Рис. 2.5 
Геометрический смысл двойного интеграла: объем V цилин-

дрического тела, ограниченного сверху непрерывной поверхно-
стью z=-f[xy), (f>0), снизу плоскостью z= 0 и с боков прямой ци-
линдрической поверхностью, вырезающей на плоскости Оху об-
ласть Д вычисляется по формуле 

V = j]f(x,y)dxdy. (2.4) 
D 

Площадь S гладкой поверхности z=z(x3y), проектирующейся 
в область D плоскости Оху, выражается формулой 

U i d x , 

2 

S (Ыу-
(2.5) 

D V 
б) Тройной интеграл. Пусть пространственная область V в 

декартовой системе координат Oxyz ограничена снизу и сверху 
поверхностями z=F(x,y), г=Ф{х,у) (Р(ху)<Ф(х,у)\ с боков прямой 
цилиндрической поверхностью и проектируется на плоскость Оху 
в область Д ограниченную линиями у=ф(д:), у=\у(х), х=а, 
(«а<Ъ, ф(,г)<1|/(л:)), а функции F, Ф, ф, ц/ - непрерывны (рис.2.6). 
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Рис. 2.6 

Тройной интеграл от непрерывной функции f[x,y,z) вычисля-
ется по формулам; 

Ф (х,у) 

Ш Д х> У> z)dxdydz = JJ dxdy J f(x, у, z)dz = 
V D F(x,y) 

b ' M/(x) Ф(Х,у) 
= \dx J dy j / ( * , y,z)dz . 

а ф(л') 
Замечание. Порядок интегрирования в последней формуле 

может быть изменен. 
Пример 4. Вычислить тройной интеграл 

JjJ ! -dxdydz, где область V ограничена поверхностя-
V (l + x + 7 + z)3 

ми x+y+z=l, х=0, у=0, z=0. 
Решение. Область К есть пирамида, ограниченная снизу 

плоскостью z=0, сверху плоскостью x+y+z=T и с боков плоско-
стями х=0, у=0 (рис.2.7). Проекцией пирамиды на плоскость Оху 
является треугольник, ограниченный прямыми х=0, у=0, х+у=Т. 
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Рис. 2.7 
Для переменной z нижним пределом будет z=О (плоскость 

Оху), а верхним - значение z, полученное из уравнения плоскости 
x+y+z=l, то есть z=l-x-y. Поэтому получим: 

j 1 1-х l-.x-v 
ГГГ -dxdydz- f dx f dv f 
T ( 1 + x + y + z)3 l о " Jo (1 + x + j + z)3 

i 1 1-х 

^ о 0 

1 

(1 +x + y + z)2 

1 1 1
 '~x< 1 

2 о i u (l + x + y)2 

dy = 

H f y i dy =— f, 
2 J

0 U l + x + y 
dx •• 

1 L 1 3 x , и , — \dx = — —x ml + x\ 
2 l + xJ 2 1 2 8 

Из свойств интеграла по фигуре следует, что объем V пространст-
венной области V равен 

V = JJJ dxdydz . (2.6) 
v 

Пример 5. Вычислить объем тела, ограниченного поверхно-
2 2 2 2 2 стями г = х + у , z = 2х + 2 у , у - х , у = х . 

Решение. Тело V ограничено снизу и сверху параболоидами 
2 2 2 2 вращения z = x + у , г = 2х + 2у , с боков - цилиндрической 

поверхностью у = х , и плоскостью у = х (рис.2.8). Проекция 
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этого тела на плоскость Оху есть область, ограниченная линиями 
У = х2 , у = х , (0<х<1). 

Рис.2.8 
Имеем 

-> 2 2 1 .х 2.x +2 v 
V = j j j dxdydz = \dx\dy j dz = 

v 
L X 

= \dx\{x2 + y2)dy = 
0 v2 

= 1 x~y- y=x 
y=x' 7

 dx -

X 4 X 
= { | x 3 + — - X dx - • 

35 

2.3. Замена переменных в кратном интеграле 

а) Замена переменных в двойном интеграле. Если в двой-
ном интеграле JJ / ( х , y)dxdy осуществляется замена переменных 

D 

с помощью функций 
x=x(u,v\y=y[u,v\ (2.7) 
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которые отображают взаимно-однозначно область G плоскости 
Ouv на область D плоскости Оху, то 

Я / ( * > y)dxdy = Я / М " , V); Х ц v)) | / (4 v)|<ferfv , (2.8) 
Ъ G 

дх дх 

где J(u,v)= ^ ^ - якобиан . (2.9) 

ди dv 
При этом предполагается, что функции (2.7) имеют непрерывные 
частные производные по аргументам и, v и якобиан (2.9) отличен 
от нуля. В частности, при переходе к полярным координатам р, ф, 
где x=pcosq>, y=psincp, якобиан |7(р,ф)|=р и формула (2.8) имеет 
вид: 

Я /(x,y)dxdy=ff f(pcos(p,psin(p)pdpdcp . (2.10) 
D G 

РЭ(Ф) 

pi(<p) 

Рис. 2.9 
Если область D ограничена лучами, образующими с поляр-

ной ОСЬЮ углы ф ь ф2, и кривыми р=р!(ф) И р=р2(ф), ГДе ф к ф 2 , 

РКР2 (рис .2 .9) , то 
Ф2 р2(ф) 

Я f(x,y)dxdy= J^/ф J fipcosф,psinty)pdpdty . 
D Р1(ф) 

Если область D ограничена линией р=р(ф) и начало коорди-
нат лежит внутри области (рис.2.10), то 

2тг р(ф) 

Я f(x,y)dxdy= \dq |/(рсо8ф,р8Шф)рф^ф . 
D 0 О 
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— i j • 
о J ф=О 

р=р(ц>) 
Рис. 2.10 

Если область интегрирования не удовлетворяет указанным 
условиям, то для вычисления двойного интеграла надо предвари-
тельно разбить область на части, обладающие отмеченными выше 
свойствами. 

Пример L Вычислить jjdxdy, если область D ограничена 
D 

кривыми х2+у2=2ах, у=х, x2+y2~2bx (а<Ь). 
Решение. Область D изображена на рис. 2.11. Уравнения 

прямых у=0 и у=х в полярной системе координат имеют вид ф^О и 
Ф=тг/4. Уравнения окружностей соответственно р=2асозф и 
р=2Ъсозф. -Итак, область D заключена между лучами ф=0 и ф=я/4 
и кривыми р=2асозф и р=2Ъсо8ф. Тогда 

тс/4 26coscp тс/4 -i 
Л dxdy=\\pdpd<v= jd<p | р ф = J - p 2 | ^ = 
D D\ 0 2 a cos ф 0 1 

к! 4 

= 2{b2 - a2)- Jcos2q>d(p = 
о 

я/4 / \ 

= (b2 -a2) J(1 + cos29)rf9 = (b2 - a 2 ) - + - . 
о v 4 

Рис. 2.11 

4 6 



Пример 2. Вычислить площадь плоской области Д ограни-

ченной окружностью Х2+у2=:2х И прямыми и У = ХЛ/з . 

Рис. 2.12 
Решение. Площадь плоской области D в полярной системе 

координат вычисляется по следующей формуле: 
5 = [f р ф ф 

D 
Уравнение окружности в полярной системе координат запишется 
в виде p=2coscp(0<cp<7T/3). Тогда: 

ти/з 2coscp 7i/3 2 • 7г /3 

5 = JJ р ф ф = J ф J р ф = J ф — ^COS(P ф = 2 f cos2 ф ф = 
D 0 0 0 2 0 

л/3 
- | ( 1 + С 0 8 2 ф ) ф : 

о 
ф + 

Б т 2 ф я/3 я л/з 
0 = ~3 ~4~' 

Замена переменных в тройном интеграле. 
Если 

Z=Z(M,V.W), (2.11) 
TO 
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JJJ / ( x , v, z) dxdydz -

где J(u, v, и>) = - якобиан. (2.12) 

V 
= Ш /Мм>v>H?)> V, w); z(w, v, w))|/(w, v, w)\ dudvdw, 

a 
dx dx dx 
du dv dw 
dy dy dy 
du dv dw 
dz_ Э£ dz_ 
du dv dw 

При этом предполагается, что функции (2.11) имеют непрерыв-
ные частные производные по своим аргументам и якобиан 
J(u,v,w) отличен от нуля. 

Формула преобразования тройного интеграла от декартовых 
координат x :y,z к цилиндрическим координатам р, ср5 z (рис.2.13), 
связанных с декартовыми соотношениями: 

M(x,y,z) 

У 

Рис. 2.13 
x = pcos<p, 0 < р < + о о 

< у = р sin ср, 0 < ф < 2л , имеет вид: 
Z = Z, -00 < z < +00 

Я ! / ( • * > У, z)dxdydz = Я / Л Р cos ф, р sin ф, z)pdpd^dz . (2.13) 
v a 

Пример 3. Вычислить массу тела, если его плотность в каж-

дой точке вычисляется по формуле y(x,y,z) = ^х2 + у2 и тело V 
ограничено параболоидом z = х2 + у2 и плоскостью z=4 
(рис. 2.14). 
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Решение. Данная пространственная область V проектируется 
в область D плоскости Оху, ограниченной окружностью 

х2 + у2 = 4 . Вычислим тройной интеграл в цилиндрических ко-

ординатах. Уравнение параболоида будет z - р . Координаты р, 

Ф, z изменяются так: 0<р<2, 0<ф<2я, p2<z<4; плотность 

у = д/х2 + у2 - ^/(рсовф)2 + (psi-ПфУ2 = р . Тогда масса Мравна: 

М ~ JJJ у(х, z)dxdydz = JJJ -у] х2 + у2 dxdydz = 
V V 

2п 2 4 2 

= JJJ p-pdpdtydz = jdipf р2dp \dz = 2тг J (4р2 - р 4 ) ф = 

= 2*| V - * - . 
„ , 32 321 128 

= 2* = л . 
3 5 J 15 

Формула преобразования тройного интеграла от декартовых 
координат х, у, z к сферическим г, ф, 9 (рис.2Л 5), связанным с 
декартовыми соотношениями 

Х^ГСОБфБтб, Q<r<+00 ; 

.у = г sin ф sin 0, 0 < ф < 2 я ; (2.14) 

= rcos0, 0<ф<7Г, 
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имеет вид: 
|||/(х, у, z) dxdydz = 
V 

= / ( г cos ф sin Э, г sin ф sin 05 г cos 0) -г2 sin 0<зМф^9 . 
а 

ZA к 

0 г У 

0 У г 
/ у 

/
 х 

*х у 

Рис. 2.15 

Пример 4. Вычислить тройной интеграл | | | zdxdydz, где V 
К 

ограничена сферой х 2 + у2 + z2 - 4 и конусом z = д/х2 + у2 и 

Рис. 2.16 

Решение. Перейдем в данном интеграле к сферическим ко-
ординатам. Уравнение сферы запишется в виде 'г= 2, а уравнение 
конуса 9=7i/4. В области Q координаты г, ф, 9 изменяются сле-
дующим образом: 0<г<2, 0<ф<2я, 0<9<тг/4. Тогда 
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2я л /4 

IJj zdxdydz = JJJ cos Br2 sin 9drdipdd = J я?ф J sin 9 qos 0 J9 • J r^dr -
V ' П 0 0 0 

я /4 i , 
= 2tc f - s i n 2 9 ^ 9 — 2 - 2тх-4- - ( -cos29) J/4 = 2тг. 

I 2 4 ' 4 1 

2.4. Криволинейные интегралы I и II рода 

а) Криволинейный интеграл по длине дуги ( криволиней-
ный интеграл I рода). Пусть функция fix,у) определена и непре-
рывна в точках дуги АВ гладкой кривой Г. 

Разобьем дугу АВ произвольным образом на п элементарных 
дуг точками А=А0, Аъ Аъ ..., Ап=В; пусть Ask - длина дуги Ak_jAk. 
На каждой элементарной дуге выберем произвольную точку 
Mk(£>b Л А) и умножим значение функции fi^k; т^) в этой точке на 
длину Ask соответствующей дуги. 

Интегральной суммой для функции fix,у) по длине дуги АВ 
п 

называется сумма вида ^ f i ^ k ^ k • 
k=\ 

Криволинейным интегралом по длине дуги АВ от функции 
fix,у) (или криволинейным интегралом 1 рода) называется предел 
интегральной суммы при условии, что шах Ask ->0: 

п 
jf(x,y)ds= lim Х Д ^ Л А - Ж с 
^ шах As/( -»0 

АВ 
(ds - дифференциал дуги). 

Криволинейный интеграл I рода в случае, когда кривая зада-
на уравнениему=ф(х) (а < х < Ь),вычисляется по формуле 

J f ( x , y)ds = J Дх, 9(х)Ь/1 + [ ф ' ( * ) ] 2 ^ • 

Если Дх,у)>0, то криволинейный интеграл I рода 

I f ( x ? y)ds представляет собой массу кривой Г, имеющей nepe-
rs 
менную линейную плотность \a=fix,y) (физическое истолкование). 
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Если Дх,7)>0, то криволинейный интеграл I рода 
| f ( x 9 y)ds численно равен площади части цилиндрической 
г 
поверхности, у которой направляющая Г лежит в плоскости хОу, 
а образующие перпендикулярны ей; эта цилиндрическая поверх-
ность ограничена сверху поверхностью z=f(x,y\ а снизу плоско-
стью хОу (геометрическое истолкование). 

б) Криволинейный интеграл по координатам (криволи-
нейный интеграл II рода). Пусть в декартовой системе коорди-
нат Oxyz задана линия Г, в точках которой определена векторная 
функция F(x,y,z) с координатами Р(х,у,z), Q(x,y,z), R(x,y,z). 

Разобьем кривую Г на п частей Л/} точками Mh i = 0, п . На 
каждой части разбиения АГ, выберем по одной точке Ki(xhyh Zi). 

Составим так называемую интегральную сумму 

= I P{kt >Ц + Q(k- + R(k( )Az; , 
1=1 

где Axi = xi+i - xh Ayi - yM - yi9 Azz- = zM - Zf, слагаемыми 
» 

которой являются скалярные произведения; вектор Mi_xMi со-

единяет начало и конец части разбиения АГг. 
Криволинейным интегралом II рода от вектор-функции 

F(x, у, z) по кривой Г называется предел интегральной суммы оп 

при условии, что диаметр разбиения (если этот предел коне-
чен, не зависит от способа разбиения и от выбора точек Ki). Обо-
значение криволинейного интеграла II рода: 
lim сп = J (F(x, у, z), dl) = J P(x, у, + z)dy + R(x, y, z)dz. 

Физический смысл: криволинейный интеграл J(JF,<#) вы-
Г 

ражает работу силы F(x9y,z) при перемещении точки ее прило-
жения вдоль кривой F. 

Если направление обхода кривой Г изменить на противопо-
ложное, то указанный интеграл изменит свой знак. 
52 

СУ, = 1 
/ = 1 

F(xi,yhzilMi_lMi 



2.5. Поверхностные интегралы I и II рода 

а) Поверхностный интеграл I рода. Пусть F(x,y,z) - непре-
рывная функция и z=fix9y) - гладкая поверхность S, где f[x,y) зада-
на в некоторой области D плоскости хОу, Поверхностным инте-
гралом I рода называется предел интегральной суммы при усло-
вии, что max dk~>0: 

lim Y m ^ M b S k = j j F ( x , y , z ) d S , 
тахд/с—>0 ^ 

где ASk- площадь к-то элемента поверхности S, точка 
принадлежит этому элементу, dk - диаметр этого элемента, F(x,y,z) 
определена в каждой точке поверхности S. 

Значение этого интеграла не зависит от выбора стороны по-
верхности S, по которой производится интегрирование. 

Если проекция D поверхности S на плоскость хОу однознач-
на, то соответствующий поверхностный интеграл I рода вычисля-
ется по формуле 

Jj F(x, у, z)dS = | F[x, у, f{x, у)] + { ^ j dxdy. 

б) Поверхностный интеграл II рода. Пусть в декартовой 
системе координат Oxyz задана двусторонняя поверхность S. 
Выберем определенную сторону поверхности S, задав определен-
ное направление единичного вектора нормали n(x,y3z), точка 

{x,y,z)eS. И пусть в точках поверхности S определена вектор-
функция F{x,y,z) с координатами P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z). Сде-
лав разбиение S на п частей Tt с площадямит Sb составим инте-
гральную сумму вида 

п 

/=1 

где ( x ^ z , ) е 7); (F,n) означает скалярное произведение векторов 

Fan. 
Поверхностным интегралом II рода от -вектор-функции 

F(x, у, z) по выбранной стороне поверхности S называется предел 

интегральной суммы ап при Х->0 (X - диаметр разбиения), если 
этот предел существует; конечен, не зависит от способа разбие-
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ния и от выбора точек (xz,V/,Z/).. Обозначение: 
lim а й = JJ № У, z), п(х, у, z))dS -

= Я Р(х> У, z)dydz + Q(x, у, z)dzdx + R(x, у, z)dxdy. 
s 

Физический смысл, Указанный интеграл выражает массу 
жидкости единичной плотности, протекающей через поверхность 
S в направлении вектора нормали Я со скоростью F за единицу 
времени, то есть так называемый поток вектор-функции (или 
векторного поля) F через S в направлении Я . 

2.6. Вычисление криволинейных интегралов 
первого и второго рода 

Пусть функция j{xyу,z) определена и непрерывна в точках ду-
ги АВ кусочно-гладкой пространственной кривой. Если уравнение 
дуги АВ задано параметрическими уравнениями 

х=х(4 y=y(t\ z=z(t), , 
то 

f / ( х , у, z)dl = } / ( х ( 0 , y(t), z(t))lx'2(0 + у ' 2 ( 0 + ( 0 dr. (2.15) 
^ 1 АВ 

В случае плоской кривой АВ 

\f(x,y)dl = )f(x(t),y(t))yjx'2(t) + y'2(t)dt. (2.16) 

АВ 
Механический смысл криволинейного интеграла I рода: если 

f(x,yyz)>О, то J / ( x , y,z)dl представляет собой массу кривой, 
\J 

А В 

имеющей переменную линейную плотность p(p)=/(x,y,z). 
Пример L Вычислить массу отрезка прямой, заключенного 

между точками А(0;-2), В(4;0), если р(р) = —-— , 
х-у 

Решение. Найдем уравнение прямой АВ: у=0,5х-2; тогда 

dl = ^L dx _ 
2 
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Отсюда М = = V5 J = л/5 In 2 . 
о 2 о х + 4 

Пусть функции P(x,y,z), Q(x,y\z), R(x,y.z) непрерывны в точ-
ках дуги АВ кусочно-гладкой пространственной кривой. Если 
уравнение дуги АВ задано параметрически x=x{t), y=y(t\ z=z(t\ 
(tQ<t<t\), то 

j>(x, у, z)dx + Q(x, у, z)dy + R(x, y, z)dz = 

AB 

= { д а о , к о , < o ) д о + e w o , ><o, v'(o + (2.17) 

+ R(x{t\y{tXz{t)rAt))dt. 
В случае плоской кривой АВ 

\P{xiy)dx+Q(<x,y)dy = 

f (2-18) 
= y{t))x'{t) + 4t), y(t))y'{t))dt. 

h 
Пример 2. Найти работу силы F = 2xi +-yj + xyjc вдоль 

- k * 2 - / = 1 , части кривои < (линия пересечения поверхностей 

4х2 - у2 = 1 и z — 0 ) от точки ,0,4j до точки в{1,л/з,4). 

Решение. х =-~ch/ , = sh/, г = 4 . ( 0 < / < a r c c h 2 ) - пара-

u 
метрическое задание пути .ЛБ. По формуле (2.17) 

А - J ( f , dl) = |2хЛ+ уф + zyxdz-
АВ АВ 

arccb2 / j j N 
= J 2 c h r - - s h r + sh /ch / + 2 - - c h r s h r - 4 - 0 Л = 

о Ч 2 2 ) 
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arcch2 1 1 / \ 1 
Jsh 2tdt - - ( c h ( 2 arcch2)-1) = - \ 2 c h 2 a r c c h 2 - 2) = - (29 - 2) = 3. 

Пример 3. Вычислить работу силы F = yi + xj вдоль части 

кривой р = 2, J^ ,2 j , 2?(0,2). Движение от точки А к точке В - по 

ходу часовой стрелки. 

Решение. х = р cos ср = 2 cos <р, у = р sin ф = 2 sin (р - парамет-
рическое задание части кривой (ф в роли параметра t). По форму-
ле (2.18) о 

А= ^ydx+ xdy- |(28тф(-2зтф)+2со5ф2со8фУф = 
KJ п 
АВ Т 

= 4 |со8 2ф^/ф = - 2 8 т 2 ф 
о 
. = 2, 

2.7. Вычисление поверхностных интегралов I и И рода. 
Связь между ними 

а) Поверхностный интеграл I рода (ПОВИ-1). Если по-
верхность Т задана уравнением z=z(x,y), (x,y)eDaOxy, причем 
z(x,y) имеет непрерывные частные производные, а проекция D 
поверхности Т на плоскость Оху имеет кусочно-гладкую границу, 
и если в точках поверхности Т задана непрерывная функция 

fix9y,z\ то интеграл от fixxу,.г) по площади поверхности 7 ( 1 рода) 
существует и вычисляется по формуле: 

ЯKx,y,s)dS=\\f{x,yAx,y))^ + { ^ + dxdy. (2.19) 

(Справа в этой формуле стоит двойной интеграл). 
Аналогичные формулы можно получить, проектируя по-

верхность Г на другие координатные плоскости. 
б) Поверхностный интеграл II рода (ПОВИ-2). Если по-

верхность Т задана так же, как в предыдущем пункте а), то по-
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верхностный интеграл II рода {} f(x,y,z)dxdy существует и сво-
т 

дится к двойному интегралу по проекции D поверхности Т на 
плоскость Оху следующим образом: • 

Я Лх, У, z)dxdy - ± Я / ( X , Z(x, y))dxdy . (2.20) 
Т D 

Знак "+" в формуле (2.20) берется, если нормаль к выбранной 
стороне поверхности Т образует острый угол с осью Oz\ знак -
в случае тупого угла. 

Формулы, аналогичные (2.20), имеют место и для поверхно-
стных интегралов II рода таких, как: 
Я Д х , у. z)dydz, Я f(x,y,z)dzdx . При этом нужно спроектиро-
т т 

вать поверхность Т на плоскости Oyz и Ozx соответственно. 
в) Связь между ПОВИ-1 и ПОВИ-2). Имеет место формула 

j j> (x , у, z)dydz + <2(х, у, z)dzdx+ R(x, у, z)dxdy = 

(2.21) 
= J J (Р(х, у, z) cos а + Q(x, у, z) cosp + R(x, у, z) cosy)dS, 

т 
связывающая поверхностные интегралы II рода (слева) и I рода 
(справа). Здесь а , (3, у есть углы, образованные с осями Ox, <9у, Oz 
нормалью й(х, у, z) к выбранной стороне поверхности Т в точке 

OwO-
ПримерL Вычислить массу плоской пластины 

х у z 
^ ~2 + 3~+ 4 ~ *' Р а с п о л о ж е н н о ] ^ в * о к т а н т е (рис.2.17) и имеющей 

ч ^ 4 
поверхностную плотность ц(х, у, z) - 2х + — у + г. 
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Рис. 2.17 

х у X 
Решение. Уравнение поверхности Т: z(x,y)~ 4^1 

(x,y)eD есть проекция Г на плоскость По формуле (2.19): 

Щ = {{ / О , .К г ) ^ - Я Н<(*> У> z(x> + [ f ~ ) d x d y = 

5 D J 

где iSo - площадь фигуры D. А так как D - это АОАВ, то 

SD = ~ • 2 • 3 = 3 . Итак, гпт = - 3 = 4д/бТ (кг). 

Пример 2. Вычислить поток П векторного поля F = z-k (к 
- единичный направляющий вектор оси Oz) через верхнюю сто-
рону нижней половины сферы Т: х2 + у2 + z2 = R2. 

Решение. Уравнение нижней полусферы: 

z = ~ х2 - у2 . Нормаль п к выбранной стороне образует 

острый угол с Oz, поэтому по формуле (2.20) имеем: 

Я = Я ( A n)dS = Я zdxdy = + JJ {-^W-x2 - у 2 ) dxdy. 
Т Т D 4 

Здесь Z) - проекция Г на плоскость Оху есть круг*2 + у2 < R2. 
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Перейдем в последнем двойном интеграле к полярным координа-
там x=rcos(p, v=rsincp, 0<ф<2тс, 0<r<R. В итоге: 

Я = = 1 -r2)U2d(R2-r2) = ~ — R* 

2.8. Формулы Грина, Стокса, Остроградского-Гаусса 

Эти формулы связывают интеграл по фигуре с некоторым 
интегралом по границе данной фигуры. 

Пусть функции Р(х,у), Q(x,y), — , непрерывны в об-
ду дх 

ласти DaOxy и на ее границе Г; область D - связная; Г - кусочно-
гладкая кривая. Тогда верна формула Грина: 

J Р(х, y)dx + Qix, y)dy = Я - ; <2'22) 

здесь слева стоит криволинейный интеграл I рода, справа - двой-
ной интеграл ; контур Г обходится против часовой стрелки. 

Пусть Т - кусочно-гладкая ограниченная двусторонняя по-
верхность с кусочно-гладкой границей Г. Если функции P(x,y,z), 
Q(x,y,z)y R(x,y,z) и их частные производные I порядка непрерывны 
в точках поверхности Т и границы Г, то имеет место формула 
Стокса: 
[ Р(х, у, z)dx + Q(x, у, z)dy + R(x, у,z)dz = 
г 

f ^С) f dR. д(Л f с)Р OjR4^ (2.23) 
= ? ^ + " +1 & " аГГ * ; 

слева стоит криволинейный интеграл II рода; справа - поверхно-
стный интеграл II рода, взятый по той стороне поверхности Г, 
которая остается слева при обходе кривой Г. 

Если связная область WaOxyz ограничена кусочно-гладкой, 
замкнутой поверхностью Г, а функции P(x,y9z), Q(x,y,z), R(x,y,z) и 
их частные производные первого порядка непрерывны в точках 
из WwT, то имеет место формула Остроградского-Гаусса: 

5 9 



JJ P(x, у, z)dydz + Q(x, у, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy = 
т 

~ 1Я {—• + — + ^-\dxdydz ; ^ a;; dz) 
слева - поверхностный интеграл II рода по внешней стороне по-
верхности 7; справа - тройной интеграл по области W. 

Пример 1. Вычислить работу силы F = (х - y)i -f (х + y)j 

при обходе точки ее приложения окружности Г: х2 + у2 = R2, 

Рис. 2.18 

Решение. Работа равна А = J (х - y)dx + (х + y)dy. Приме-
г 

ним формулу Грина (2.22), ставя знак справа перед интегра-
лом (так как обход контура - по часовой стрелке) и учитывая, что 
Р(х,у)=х-у, Q(x,y)=x+y. Имеем: 

^ = я - = - я 2 d x d y = ' 

где SD -площадь круга D: x2+y2<R2, равная nR2. В итоге: 

А = -2nR2 - искомая работа силы. 

Пример 2. Вычислить интеграл J = J х2у*dx + dy + zdz, если 
г 

Г есть окружность х2 + у2 = 1 в плоскости z=2, обходимая против 
часовой стрелки. 

Решение. По формуле Стокса (2.23) исходный интеграл све-
дем к поверхностному интегралу по кругу Т: 
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Т: х" + у < I; 
= 2. 

Итак, учитывая, что Р(х9 у, z) = х2уъ
9 Q(x, у, z) ~ 1, R(x9 y9z) = 2, 

имеем: 

+ ^ _ M j = _з JJ х . 

Последний интеграл есть двойной интеграл по кругу DczOxy, на 
который проектировался круг 7"; D: х2 + у2 < I. Перейдем к по-
лярным координатам: x=7Toscp, y=rsin(p, фе[0;27х], re [0 ; 1]. В ито-
ге: 

2к 1 2л 1 п 
J = - 3 J <а?фJ г2 cos2 фг2 sin2 <prdr = - 3 J cos2 ф sin2 ф<ЛрJ r5dr = . 

0 0 о 8 
Пример 3. Найти поток П векторного поля F = (x2'9y2\z2)f 

[ x + 2y + 3z<6; 
{х>0, у>0, z>0. 

(рис. 2.19) в направлении внешней нормали к поверхности. 

через полную поверхность Т пирамиды W: 

Рис. 2.19 

Решение. Поток равен П = J j x2dydz + у2dzdx + z2dxdy . 
т 

Применяя формулу Остроградского-Гаусса (2.24), сводим задачу 
к вычислению тройного интеграла по фигуре W -пирамиде: 
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VI Зх ду dz у 
dxdydz = 

~ " 3 3 
= 2\\\(x +y + z)dxdydz = 2\dx fdy f(x + y + z)dz = 

6 ( / ] 2 ( a 8 4 5 / 1 4 8 Л 

- f 110 + x - - X2 + — X3 I dx = 20. 
6 108 J 

Пример 4. Найти поток П векторного поля F = (х-ь 3z)£ че-
рез полную поверхность Т пирамиды W: 
x+2y + 3z<6; х > 0 ; у > 0 ; z > 0 (рис. 2.20), в направлении 
внешней нормали к поверхности. 

Рис. 2.20 
Решение. Применим формулу Остроградского-Гаусса (2.24) 

П = dxdydz^ \\\Mxdydz= ЗК = 18, где V - объем 
W 02 W 

пирамиды. Сравним с решением непосредственного вычисления 
потока ( Т и Тг, Тъ, Т4 - грани пирамиды). 
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T Г, T2 r3 74 

J j(x 4- 3 z)dxdy = JJ(x+3z)rfxrfy=0; 
73 7~4 

так как проекция граней Тъ, Т4 на плоскость <9ху имеет нулевую 
площадь (рис. 2.21), 

Д(х + 3 z)dxdy = -1 ^xdxdy 
7] <? 

JJ(x + 3 z)dxdy = JJ(x + 6 - x - 2j)ix<iK 
r2 c? 

3 6-2>> 

П = JJ(6 - x - 2>'Vxdy = Jdv |(6 - x - 2 у)dx -
(? о 0 

dy = -\(6-2yfdy = W. 



3. ЭЛЕМЕНТЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
3.1. Оригинал и его изображения 

Функция f ( i ) действительного переменного t называется 
оригиналом, если она удовлетворяет условиям; 
1) / ( У М при t<0; 

2) существуют такие постоянные М > О и > 0 , что 

|/(г)| < для всех t\ 
3) при / > 0 функция f{t) непрерывна или имеет конечное 

число точек разрыва первого рода на каждом конечном ин-
тервале оси Ot. 
Изображением функции f{t) по Лапласу называется функ-

ция F(P) комплексного переменного р = а + /(3, определяемая 
+00 

равенством F(p)= je~pt f(t)dt. Если f ( f ) - оригинал, интеграл 
О 

в правой части последнего равенства сходится при Re/? = а > S ( ) . 

Тот факт, что F(p) является изображением оригинала f ( t ) , бу-

дем обозначать так: JF(p)= L(f(t)) или F(P)= f{t\ F(p)-+ f ( t ) . 

Таблица 3.1 
Изображение основных элементарных функций 

1 при t> 0 т ) ) 
i 

1 
р 

tn 1 

п\ 
i 

eat 
i 

р ~ а 

sinpr • Р Р 
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Окончание табл. 3.1 

f (t) при t >0 L (f(t)) 
cosp/ 

shp / 

ch(3/ 

/sin (3/ 

tcosftt 

P2-v2 

F2- P2 

2 pfi 

О-2-P2)2 

P1- P2 

( ? 2 + P 2 ) 2 

3.2. Основные теоремы операционного исчисления 

Теорема линейного изображения. 
Для любых оригиналов f ( t ) и g(t) и любых чисел а, 6 

+ **(/)) = aL(f(t))+ bl{g{t)). 

Пусть всюду в дальнейшем U(f(t)) = F(p). 

2. Теорема подобия (изменения масштаба). Для любого 

постоянного о о z(f(a))=±F(£]. 

3. Теорема смещения. Для любого числа 

a : 4~a'f(t))=F(p + a). 

4. Теорема о дифференцировании оригинала. Если функции 

/ ( О ' / ' (0> • • • > f ^ i f ) являются оригиналами, то 

4 т = Р 2 р ( р ) - р Л о ) - т 

4/Щ))= / f W - - • - /("-1}(о). 

5. Теорема о дифференцировании изображения. 

l\tnfit))={-l)"F^\p), п = 1,2,.... 6 5 



L 

6. Теорема об интегрировании оригинала 

" л Hp) )f{s)ds 
vo ; р 

7. Теорема об интегрировании изображения 

—— = ^F{y)dy (если интеграл сходится). 
1 ' р 

8. Теорема запаздывания. L{f(t - t0))= e~pt[)F^, > 0 . 
9. Теорема об изображении свертки двух функций 

i 
* / 2 ) = W F 2 (/>)> гДе /1 * /2 = \ f \ {s)fi {t - s)ds - свертка 

о 
функций fx (/) и / 2 (0 , Ft (р) = L{fx (/)), F2(p)= Uif2 (t)). 

Пример 1. Найти изображения функции sh at sin bt. 
Решение. Известно, что 

Z/sinbt) — * 0 =F(p\ shat = -(eal ~e~ai). Тогда 
p2+b2 2х ; 

sh at sin bt = — e at sin bt - — e ~at sin bt, По теореме линейности 
2 2 F 

имеем lish at sin bt) = ~lieal sin bt)-^l{e~at sin bt). В каждом из 

полученных слагаемых применим теорему смещения и получаем 

~F(p -a)-—F(p + — ^ Это и 

есть искомое изображение. 

Пример 2. Найти свертку функций t и е1 и ее изображение. 
t 1 i 

Решение. t*el = ds = j V e " ' ^ = el ^se~sds . Вычис-
0 о 0 

ляя интеграл, имеем tel =ei{i~te~t По теореме об изо-

бражении свертки l{t * £') = ) = • • * . 
Р (р-ч 

Пример 3. Найти life"21 sin tj. 
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Решение. Найдем F(p) = L{sin t) = — ~ — . По теореме о 
Р +1 

дифференцировании изображения 

lis'm t-t) = -Ff(p) = - —~— = . 2р ^ = G(p). Наконец, по 
КР +lJ [p2+lj 

теореме смещения l{e~2lt$mtj= G(p + 2) = —^ + ^ 

3.3. Отыскание оригинала по изображению 

( p 2
+ \ f + i j 

При отыскании оригинала по изображению в простейших 
случаях используют таблицу изображений основных элементар-
ных функций и теоремы разложения. 

Вторая теорема разложения позволяет найти оригинал по из-
вестному изображению, являющемуся дробно-рациональной 
функцией р : F(p) = и(р)/ v(p), где и(р) и v(p) - многочлены 
от р соответственно степени тип, причем т< п. Если разложе-
ние v{p) на простейшие множители имеет вид 

v(p) = (р - Р\ Yl (р - P i f 1 - 0 > ~ Prfr М + к2 + . . . + кг = п , то, 
как известно, F(p) может быть разложена на сумму элементар-

Ajs 
ных дробей вида 7 г- —; j - 1 , г; s = 1, к} . Итак, 

{ p - P j f r ^ 

H P ) = i k i ( X (3.i) 
У=1,=1 \ p - P j p 

Все коэффициенты могут быть найдены по формуле 

АР = "Г—ТТ l i m 
{s -1) p^pj 

( d ^ 
I p - p j b r i p ) (3.2) 

dp* 

Вместо этой формулы для определения коэффициентов AjS 

можно использовать элементарные приемы, применяемые в ма-
тематическом анализе при интегрировании рациональных дробей. 
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Если все корни многочлена v{p) простые, разложение упрощает-

ся: v(p) = (p-pi Хр - Рг)-(р ~ Рп I ipj^Pk П Р И 

/ Ч Л А/ МР / ) 
H p h S — — > где Aj * (3.3) 

рлР-Р] v\Pj) 
После отыскания тем или иным способом разложения f ( p ) 

на простейшие дроби оригинал f i t ) находится так: 
а) в случае кратных корней знаменателя 

б) в случае простых корней знаменателя v(p) 

/ ( < ) = х 4 Ф л ,3.5, 
j=l'\Pj) 

Пример 1. Найти оригинал / ( / ) , если известно, что 

Решение. У изображения F(p) в данном случае все корни 
знаменателя - действительные и простые. Поэтому лучше всего 
воспользоваться формулой (3.5). Имеем 

и(р)=р +1; v ( p ) = P ( P - 1 X P - 2 X P - 3 ) = 

= р4-6р3+11р2 -6р; v'(p)= 4р3 — 18/72 + 22р -6* 
Корни 

v(p): р,= 0; р2 =1; ^=2; р4 = 3; Ф 1 = 4 ; 

v i P i ) 6 
" (Рг ) ^ 3 . и (р 4 ) _ 2 
*'(рг) ' v ' (p 3) 2 ' v ' (p 4 ) 3 

Отсюда по формуле (3.5) находим / ( / ) : 

/ ( , ) = _ ! + * ' - 1 е 2 < + 2 * 
w 6 2 3 

Пример 2. Найти оригинал / ( f ) по его изображению 

( р - 1 ) 3 0 , + 2)2 

О О 



Решение. Разложение F{p) на простейшие дроби имеет вид 

F(p)-
А Аз 

- + — — + • 

А 

{p-\f { p - l f Р-1 (р + 2)2 р + 2 

Находим коэффициенты Ау по формуле (3.2) 

V. dpу + 2) 

(3.6) 

= lim 
p->i 

2 р 

U p + 2)2 (р + 2)3 j 27 ' 

= — lim 
6 р 

2 , 4 (р + 2)3 + 2)4 

\ 

J_ 
" 27 

i P ^ f , 

2 1 
Аналогично получим А2\ - —; А22 = — • Следовательно, 

27 27 

v 7 27 
1 1 1 

,(/>-1)3 Р - 1 (/? + 2)2 ^ + 2 
. Отсю-

да по таблице изображений и теоремам смещения и линейности 
изображения имеем 

"3 
27 

= — ( з / 2 + 2r - 2 V н——(2/ + l)e~2r. 
54 1 F 27 v Л 

Заметим, что коэффициенты разложения (3.6) можно найти и 
таким способом, который применялся в математическом анализе 
при интегрировании рациональных дробей. 
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3.4. Решение дифференциальных уравнений 
и систем дифференциальных уравнений 

операционным методом 
Пусть дано линейное дифференциальное уравнение (ЛДУ) п-

го порядка с постоянными коэффициентами 

правая часть которого f ( t ) является оригиналом. Тогда и реше-

ние y(t) этого уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 

/(0)=J>o> •••> (то есть решение 
задачи Коши для данного ЛДУ), тоже будет оригиналом. 

Обозначим изображение искомого решения y{t) через 
то есть . Используя теорему о дифференцировании 
оригинала и свойство линейности, находим изображение левой 
части исходного ЛДУ и приравниваем его к L(f(t)). В итоге вме-
сто ЛДУ с начальными условиями получается так называемое 
изображающее уравнение, которое является линейным алгебраи-
ческим уравнением относительно новой неизвестной функции 
s(p) = l{y(t)). Решая изображающее уравнение, находим 
Определяя затем по «?(/?) оригинал y(t), мы тем самым найдем 
искомое решение y(t) задачи Коши. Аналогично решаются и 
системы ЛДУ. 

Пример 1. Решить ЛДУ ym(t)- 2y'{t)- Ъу{г)= e3t, если 
у(0)=/(0)=0. 

Решение. Обозначим = S(p). По теореме о диффе-
ренцировании оригинала имеем 
liy'(t))=pS(p)-y0- Iiy"{t))=p

2s(p)-py0-y'{)=p
2s(p). То-

гда изображающее уравнение таково: 

p2S(p)~ 2pS(p)- 3S(p) = - 1 - . Отсюда 
р-3 

S(p) = -, rt 3 \ = - J — В о с с т а н о в и м теперь 
{р -2р-3) (p + lb-2)2 

оригинал >(/)-< S(p). Разложим вначале дробь S(p) на про-
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стейшие дроои: А В С 
Ищем 

(р + \){р - з)2 (р - з)2 (р-3) р + \ 

А, С: 1 - 4 / ? + l )+ - ЗХр + 1)+ С(р - З)2 . Полагая р = ~ 1, 
получаем 1 = 16С , то есть С - 1/16; полагая = 3, = 0 , получа-

1 = У4-3£ + 9С 7 откуда 5 = + 9 С - l ) = - — , А = - . 
3 16 4 

ем 

Следовательно, 
1 

5 
1 1 1 1 

4 ( р ~ з ) 2 1 б ( р - 3 ) 16/7 4-2 

= в 3 / + — е - ' . 
4 16 16 

Решение поставленной задачи Коши найдено. 

Пример 2. Решить систему ЛДУ 

dx 
— = х + 2 у; 
dt 
dy 

[dt 

если 
-2х + у +1, 

х(0)=-1, у(0)=5. 
Решение. Обозначим ZJ(X(?))= Г(р), = $(Р) И най-

дем изображения левой и правой частей каждого из уравнений 
системы. 

pT(p)-{-l)=T{p)+2S{p)-

\pS(p)-5 = 2T(p)+S{py 
1 о 

0 > - l ) 7 t / 0 -2s0 > ) = - l ; 
1 

Из последней линейной алгебраической системы уравнений 
находим неизвестную Т(р) (например, по формулам Крамера) 

Т ( Р ) -
-р2 +11р + 2 - р2 +11р + 2 

р(р + 1 ХР - 3) 

Разложим Т(р) на простейшие рациональные дроби: 

В 

Р P +1 

С — р +\\р + 2 

Р - Ъ Р(Р + \\Р-Ъ) 

сел А, В, С получаем 

А{р + \Хр-Ъ)+Вр{р-Ъ)+Ср{р + \)^-р2+\\р + 2. 

. Для определения чи-

равенство 
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Подставляя в обе части равенства вместо р поочередно числа 
-1 ; 3 и 0, имеем 4 £ = -10, 12С = 26, -ЗА=2. Отсюда 

2 6 3 у 3 р 2 + 1 6 / ? - 3 
Пользуясь таблицей изображений и свойством линейности изо-
бражения, найдем оригинал Т{р). Итак, 

2 5 13 з, J = е + — е , одна из искомых функции найдена. 
3 2 6 

Функцию y ( f ) можно найти аналогично jc(f), предварительно 

определив ее изображение S{p). Но в данном случае y{f) можно 
найти проще, выражая из первого уравнения исходной системы 
ЛДУ 

2\dt WJ 2\2 2 3 2 6 J 
5 13 3/ 1 

= —е + — е + — • 
2 2 3 

Задача решена. 



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 6 

1-20. Вычислить с помощью двойного интеграла площадь 
плоской области Д ограниченной заданными линиями: 

1. D: у~2-2х2, у>-6. 

2 . 8 2. D: у = 4х, x = . 

yz +4 

3. Z): .у = 4 - х 2 , iy = x 2 - 2 x 

4. Z > : x = / + 1 , x+y = 3. 

5. D:x?=3y, у2 = 3x 
6. D: x2 + y2 = 2x, x2-hy2 = 4x, y = x, y = 0. 

7. Z>. x=4-.y2
5 *-j> + 2 = 0. 

8. D: x=y2, х=л[2~y2. 

x2 y2 1 
9. + = 1, v < - x , >>>0. 

4 1 2 

10. Z>: j 2 = 4-х, y = x+ 2. 

11. D: x2 +y2 =2у, х=л[3у. 

12. D: y = 6x2, x+y = 2, x > 0 . 

13. D: y2 = x - f 2, x = 2. 

14. D: x= -2y2, x=l-3y2, x < 0 , y> 0. 

15. D : x 2 + / = 25, j > x, у < л/Зх, 

17. Z): > ' = x 2 + 1 , x + y = 3. 

18. D: x= л/4 - у 2 , ^ = л/3х, x > 0 . 

19. £ > : x y = l , x2 = j;, у = 2, x = 0. 

20. D: x 2 -f j / 2 - 2 j y = 0, x 2 + j / 2 - = 0, 3; = x, y = -x. 
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21-30. Вычислить объем тела, ограниченного заданными 
поверхностями: 

21. у2 - х, х = 3 , Z — X, z > 0 . 

22. z = y2
9 х+у = 1, х > 0, z > 0. 

23. z = х2 +2у2, у = х, х > 0, j; = l, z > 0 . 

24. г 2 - 4 - х , х2 -f j 2 = 4х, z > 0. 

25. j = x 2 , z = 0, j + z = 2. 

26. x * + y 2 = 1, z = 2 - x 2 - V , z > 0 . 

27. x 2 + v2 = 4y, z2=4~y, z > 0. 

28. у = 1 — z2, y = x9 y = -x9 y> 0, z > 0. 
29. .y = 2x, x + ^ + z - 2 , x > 0, z > 0. 

30. z = 2x 2 + y 2 , x + j = l, x > 0, >> > 0, z > 0. 

31-40. Вычислить массу тела К, ограниченного заданными 
поверхностями ( у = у(х, у, z) - плотность в точке М (х, у, z), 

31. V\z- 0, z=X J> = 0, у = 4, z = Л/25 - у2, y = 2 j . 

32. F : z = 0, z = 9 - / , х 2 + у 2 = 9, у = х 2 + у \ 

33. V:z = x2+y2, х+у = 2, х=0, у = 0, z = 0, у = х + 1 . 

34. К : >> = x 2 + z 2 + l , з/ = 5, у = ^^х2~+~у2. 

35. = у = х, у = ~х9 z = 0, у = 3z. 

36. F : x = l , , v - x , z = 0, z = _y2, у = xj> 

37. V: z = 0, y = 0, x=09 x+y = 29 2 Z - X 2 + J / 2 , y = 3. 

38. V:2z = x2+y2, z = 2, y = 2<JxT+~f. 

39. z = 2, y = z. 

40. F : x 2 + j;2 = 4, x 2 + / - z 2 - - 4 , y - 1 . 
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41-50. Найти массу, где ц(р) - плотность: 

41. отрезка АВ, где >4(1,2); £(2,4), если плотность в каждой его 
точке равна произведению квадратов координат этой 
точки; 

42. верхней половины кардиоиды р ==2(1 +cosф), если 

43. дуги кривой у - х 2 ~ \ - 4 от точки ,4(0,4) до £(2,8), если 
плотность в каждой точке ее равна абсциссе точки; 

44. дуги лемнискаты Р ~ д/cos 2ф, ^ 0 < ф < ^ , 

45. дуги синусоиды у = sm х, 

если 

если 

cos2 ф 

1 + cos ф 

46. дуги окружности xz + у2 = 9, лежащей в первой 
четверти, если плотность в каждой ее точке равна 
абсциссе точки; 

3 
47. дуги кривой у — Х от точки у4(1;1) до точки £(2;8), если 

плотность в каждой точке кривой равна ординате этой 
точки; 

48. дуги окружности x = 2cos/, y = 2s'mt, лежащей в 
первой четверти, если плотность ее в каждой точке равна 
произведению абсциссы на квадрат ординаты этой точки; 

49. одной арки циклоиды х = 3(/ - sin/), у - 3(l - cos/), если 
плотность ее в каждой точке равна ординате точки; 

50. дуги тангенсоиды у = tg3x, 0 < х < 
1 2 , 

если 

+ cos Зх. 
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51-60. Вычислить работу силового поля F при перемещении 

материальной точки вдоль пути АВ. 

51. F = cos2 x-i -y*j + z-k; AB:x-t; у = cost, 

A (0;1;0);£ 
2 Л 

- f i ; -

V 2 4 У 

52. F = 2x-i + y- j-z-k; 

AB:x=t-1; j>~sin2/ , z = cos 2/, 

53. F = j c o s z - / - x - j + z-k; 

54. i 7 = sin у - i + cos x- j + xy-k\ 

В (- l ;0 ; l ) 

u 
АВ: отрезок прямой, 

Л(0;1;0); В (2;7;0). 

AB:x=2t; y = 3t9 z = t + 2, 

v4(0;0;2); В (2n;3n;n + 2). 

55. F = 3(x+y)i + yz- j + xyk; Л1В: отрезок прямой, 

^(-1;3;2); Б (l;l;2> 

56. F = x-i + y-j + z-k; AB:x^t; y = 2t9 z = 3t9 

A( 1;2;3), В (2;4;б) 

57. F = - Z r - i + - - j + x-k- АВ: 
x2 У 

отрезок прямой, 

^(l ;2;- l) ; В (l;3;2> 
u 

58. F = xz i +{y + \)j~z2 - к; АВ: x=3t; y = 2t, z = t, 

A(3;2:l} В (9;6;3). 
u 

59. F = y-i + х-J + z-k; AB : x = sin/; у = cos/, z = t9 
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л(0;1;0}, В [ \ ; 0 ; | j . 

u 
60. F = x2y-i -у2 ' j + z-k; АВ: x=t; y = t-1, z = t2, 

A(0;-l;0); В (l;0;l). 

61-80. Даны векторное поле F = Pi+Q/ + Pk и плоскость 
Ах+Ву+Cz+D = 0(Р), которая вместе с координатными 
плоскостями образует пирамиду V. Требуется вычислить 

поток векторного поля F через полную поверхность 
пирамиды V в направлении внешней нормали к ее 
поверхности. Сделать чертеж пирамиды V. 

61. F = (2х- У + 3z)l, (Р): 2х+ 3у + 6z - 6 = 0. 

62. F = (x-2y-s)j9(P):6x-2y + 3z-6 = 0. 

63. F = (2x+2z)k, (P) 6x-3y-2z + 6 = 0. 

64. F = (2z + 3 y)i, (P) 2 x - 3 y-6z + 6 = 0. 

65. F = (x+2 y + z)j, (P) 6x-2y + 3z + 6-- 0 . 

66. F = (y + 2x-2z)k, (P) 6x-3y + 2z + 6 = 0. 

67. F = (y-2x+2z)i, (P) 2x+3y-6z + 6 = 0. 

68. F = (s-x+2y)j, (P) 6x+2y~3z + 6 = 0. 

69. F = {2 z-y)k, (•P) 6x+ 3y-2z - 6 = 0-

70. F = {y-2x)i, (P) 2x-3y + 6z-6 = 0. 

71. F li 11 (P) 6x~+2y + 3z-6 = 0. 

72. F = (x-2 z)k, (P) 6x+3y-2z + 6 = 0. 

73. F = {2x-y + 3z)i, (P) 2x+3y + 6z + 6 = 0. 

74. F = (2x+2y)j, (P) 6x+2y + 3z + 6 = 0. 

75. F = {2x-y + 2z)k, (P): 6x+3y + 2z-6 = 0. 
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76. F - (lx+ 6y- z)l, 

11. F = ( 6 x + 2 j + 5 r ) J , 

78. F = (x-y)k, 

(/>): 

(P): 

(РУ 

(py. 

(P): 

2x-3y-6z-6 = 0. 

6x-2y + 3z + 6 = 0. 

6x+3y+2z + 6 = 0. 

2x-3y + 6z + 6 = 0. 

6x+2y + 3z + 6 = 0. 

79. F = ( > > - 6 z - 2 x ) / , 

80. F = (3x+ 2y- ~)j, 

81-100. Решить уравнение или систему дифференциальных 
уравнений с заданными начальными условиями 
операционным методом. 

81. y'-9y = 2-V, X0) = 0; / ( 0 ) = 1 . 

82. у" - у' - 6 у = 6; j (0 ) = 0; / ( 0 ) = 2. 

84. / + / - 4 j = (10 + 4/)e2 ' ; ><0) = 0; / ( 0 ) = 2. 

86. у" + 3у = %shZt\ Х0) = 0; /(0) = 1. 

fx" + у" = 0, 
87. , , ( x(0) = .v'(0) = 0, у(0) = 2; 

[х + у = 1 + е ; 

88. у" + у'-у = бе' соst; j<0) = 0; / ( 0 ) = 2. 

90. у"-9у = 6е}/; у(0) = 0; /(0)=1. 

91. у" + 9у = 8 sin г; у(0) = 0; / ( 0 ) = -2 . 

92.Г~У, = 1' х(0) = 1; х'(0) = 0; j (0 ) -= 0; / ( О 
— х = 0; 

93. у" + 3у' + 2 у = 212 +6t + 2; у{0) = -1; >-'(0) = 2. 

94. у" -у' = 10е2/; у(0) = / ( 0 ) = 0; / ( 0 ) = - 1 . 

89. { 
х' + 4х+ 4 у = О, 

у' + 2х+ 6 у = 0; 
х(0) = 3; ХО) =15. 
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fx' + 3ж+ у = О, 
95. , n х(0) = 2; ЯО) = 3. 

- х + у = О; 

96. y"-y = 4sht• у( 0) = 1; У(0) = - 1 . 

97. у" + у = 1е'-, у(0) = 1; / ( 0 ) = - 2 . 

9 g | , ' + Зх + У = 0, х ( 0 ) = Я 0 ) : = 1 . 

( / - х + у = О; 

99. + 2у' + у = 2sin/; >>(0) = -1; / ( 0 ) = 0. 

100. / + 2 У + 5^ = 5; у(0) = 0; / ( 0 ) = 1. 
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