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ВВЕДЕНИЕ 

Это пособие по разделу «Механика материалов» дисциплины 
«Основы проектирования машин и приборов» предназначено для 
студентов немашиностроительных специальностей технических ву-
зов, в будущей практической деятельности которых вопросы меха-
ники материалов и конструкций занимают значительное место. 

Механика материалов - это наука о прочности, жесткости и ус-
тойчивости элементов машин и сооружений. В ней тесно сочетаются 
теория и эксперимент. Все отправные положения и гипотезы механи-
ки материалов основаны на опытных данных. В отличие от теорети-
ческой механики механика материалов имеет дело с реальными де-
формируемыми телами и рассматривается как раздел механики твер-
дьк деформируемых тел. Используя основы теории упругости и 
пластичности, применяя современные методы расчета, она, по сз^це-
ству, является расширенным курсом сопротивления материалов. 

При проектировании машин и сооружений чаще всего приходит-
ся сталкиваться либо с проверкой на прочность, жесткость и устой-
чивость уже существующих деталей, либо определять необходимые 
размеры вновь проектируемых частей, удовлетворяющих не только 
прочности, жесткости и устойчивости, но и условиям экономично-

, сти и полной безопасности эксплуатации. Решению этих вопросов в 
данной работе уделено основное внимание. В пособии представле-
ны наиболее важные и обязательные для самостоятельной прора-
ботки разделы механики материалов. 

Кроме подробного решения типовых примеров, знакомящих 
студентов с методикой решения задач, и задач для самостоятельной 
проработки в каждом разделе имеется краткое изложение необхо-
димых теоретических сведений, приводятся справочные данные. 
Единицы измерения в пособии приняты в соответствии с Междуна-
родной системой единиц измерения СИ. 

Настоящее издание ставит своей целью облегчить студентам заоч-
ной формы обучения выполнение контрольных и расчетно-графи-
ческих работ, но может быть использовано к студентами дневных 
отделений, начинающими преподавателями, а также лицами, само-
стоятельно изучающими основы проектирования машин и приборов. 



1. РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ ПРЯМОГО БРУСА 

1.1. Продольные силы и нормальные напряжения 
в поперечных сечениях брусьев 

Растяжением (сжатием) называют такой вид деформации бруса, 
при котором в его поперечных сечениях возникает только один 
внутренний силовой фактор - продольная сила. Для определения 
внутренних сил, возникающих в брусе от действия внешних нагру-
зок, применяют метод сечений. 

Определим величину продольной силы N в каком-либо попереч-
ном сечении бруса, закрепленного справа и нагруженного внешни-
ми силами Fi и F j слева. Силы F2 действуют под некоторым углом к 
продольной оси бруса (рис. 1.1). 

а ) 

N = Fi +2F2Cosa 

Рис. 1.1 

Методика нахождения продольной силы 
(метод сечений) 

1. Мысленно разрежем брус по сечению 1-1 (см. рис. 1.1, а). 
2. Отбросим, например, левую часть. 
3. К оставшейся правой части (см. рис. 1.1, б) в разрезе прило-

жим неизвестное продольное усилие N, заменяющее действие от-
брошенной части. 

4. Составив уравнение равновесия всех сил, приложенных к пра-
вой части, найдем величину этого усилия. 



Продольная сила в произвольном поперечном сечении бруса 
численно равна алгебраической сумме проекций на его продолы^оо 
ось всех внешних сил, приложенных по одну сторону от сечения: 

Напряжение, возникающее в поперечном сечении бруса: 

. N 
о = — , 

где А - площадь поперечного сечения, 
В качестве единищ,! напряжения принят паскаль (1 Па = 1 Н/м^). 

измерять напряжения в мегапаска-В практических расчетах удобно i 
лях (1 МПа = Ю^Н/м^ = 1 Н/мм^). 

1.2. Продольная и поперечная деформация. 
Закон Гука 

Продольную деформацию бруса характеризуют абсолютным уд-
линением А/, которое при растяжении считают положительным 

(рис. 1.2): 

где / - начальная длина бруса; 
ll - его конечная длина, 

и относительным удлинением 

А/ 
е = 

,F 
Рис. 1.2 

I 

Поперечная деформация харак-
теризуется абсолютной поперечной 
деформацией 

Ab = h-bi, 

где b - первоначальный поперечный размер; 
bi - соответствующий размер деформированного бруса. 



и относительной поперечной деформацией 

АЬ 
е = 

Коэффициент поперечной деформации (коэффициент Пуассона) 

-

Экспериментально установлено, что в упругой стадии работы 
любого материала значение р, для него постоянно. 

Абсолютное удлинение стержня постоянного поперечного сече-
ния при постоянной продольной силе определяют по закону Гука: 

А/ = 
N1 
ЕА' 

Величина Е - модуль продольной упругости (модуль упругости; 
модуль упругости 1-го рода; модуль Юнга). 

Модуль продольной упругости - физическая постоянная данного 
материала, характеризующая его жесткость. Чем жестче материал, 
тем меньше он деформируется при данной величине напряжений. 

Модуль продольной упругости и коэффициент Пуассона 

Материал Сталь Чугун Медь Алюминий Бетон Дерево 
£ , М П а 2-10^ 1,6-10^ 0,7-10^ 0,2-10^ 0,13-10^ 

0,3 0,25 0,33 0,35 0,17 0,43 

тл л, Ы N Используя формулы Б = — и а = — получим математическое 
/ А 

выражение закона Гука: 

и-еЕ. 

Таким образом, модуль упругости имеет ту же размерность, что 
и напряжение. 
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1.3. Расчеты на прочность 

При расчетах на прочность сравнивают наибольшее рабочее на-
пряжение с допускаемым напряжением а 

а<[а] . 

Допускаемое напряжение связано с предельным напряжением 
зависимостью 

_ ^пред 

где [«] - требуемый (допускаемый) коэффициент запаса прочности, 
величина которого зависит от физико-механических свойств мате-
риала и от условий работы. 

Для пластичных материалов предельным напряжением является 
предел текучести : 

а пред = п =1,2. . . 2,5. 

Для хрупких материалов предельным напряжением является 
предел прочности а ^ : 

а пред П = 2 . . . 5 . 

В практических расчетах на растяжение и сжатие могут встре-
титься три различных типа задач в зависимости от того, какая из 
величин, входящих в условие прочности 

^ ^ Г 1 

является искомои. 



1. Проверочный расчет - нахождение наибольшего рабочего на-
пряжения и сравнение его с допускаемым по формуле 

а < [ а 

2. Проектный расчет - определение требуемой площади попе-
речного сечения по формуле 

А> IL 
Ы 

3. Определение допускаемой нагрузки по формуле 

N <А 

Зная допускаемое значение продольной силы, при помощи мето-
да сечений можно определить допускаемые значения внешних сил. 

П р и м е р 1.1. По оси стального ступенчатого бруса АВ при-
ложены силы Fi, р2, F^. Построить эпюры продольных сил, нормаль-
ных напряжений и перемещений. £ = 2-10^ МПа; А у - 2 0 0 мм^; 

= 400 мм^. Сделать заключение о прочности и экономичности 
конструкции (рис. 1.3, а). 

<л< 

р . 

Az 

Е=Х)кН 
-iO 

•А, 

1 

- 5 0 

V+o<g? 

к 
+20 +Ю0 •о,?5 

б) в) г) 

Рис. 1.3 



Р е ш е н и е . Мысленно освободившись от связи - заделки, за-
меним ее действие реакцией связи Лд. Находим ее, спроецировав 
все силы на ось^^: 

+ = 4 0 - 3 0 + 20 = 30 кН. 

Далее, разбив брус на участки, методом сечений определяем 
продольные силы. 

Участок I (рис. 1.4, а): 

= - F i + J V i = 0 ; ЛА, = F , = 2 0 к Н . 

Продольная сила положительна, следовательно, участок I рабо-
тает на растяжение. 

Проведя сечение 2-2 на участке II (рис. 1.4, б) и рассматривая 
равновесие нижней отсеченной части, получим 

= - F , + F 2 + i V 2 = 0 ; 

i V 2 = F , - F 2 = 2 0 - 3 0 = - 1 0 кН. 

Участок П работает на сжатие. 

а) б) в) 
Рис. 1.4 

г) 



На участке III продольная сила N^ = - 1 0 кН (рис. 1.4, в). 
На участке IV (рис. 1.4, г) 

iV4 = 2 0 - 3 0 + 40 = 30 кН. 

По полученным значениям продольных усилий строим эпюру 
(см. рис. 1.3, б). 

Эпюра - график распределения внутреннего силового фактора 
вдоль оси бруса. В данном случае - продольного усилия. 

Проверка правильности построения эпюры: 
1. На протяжении участка, где не приложены внешние силы^ внут-

ренняя сила остается постоянной, а эпюра параллельна оси бруса. 
2. В сечении, где приложена внешняя сила, на эпюре возникает 

скачок на величину этой силы. 
В поперечных сечениях бруса возникают нор1У(альные напряжения: 

_ i V i _ 20-10^ 

(74 = 

200 

-Ю-Ю^ 

Лг 200 

- 10-10^ 
400 

30-10^ 
400 

Строим эпюру нормальных напряжений (см. рис. 1.3, в). 
Для построения эпюры перемещений достаточно определить пе-

ремещения сечений, совпадающих с границами участков. 
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Сечение А неподвижно, т.е. = О (построение эпюры переме-
щений следует всегда начинать от неподвижного или условно при-
нятого за неподвижное сечения). 

Перемещение сечения С равно изменению длины (в данном слу-
чае удлинению) участка/iC (участок IV) бруса. 

. 7V4/4 30-10^-0,5-10^ 
= Д/tv = — ^ = ? = 0,187 мм. 

ЕА2 2-10^-400 

Сечение С перемещается вниз; соответствующую ординату ус-
ловно будем считать положительной. 

Перемещение сечения D равно алгебраической сумме изменений 
длин участков IV и III бруса: 

X , - Хс ^ Д/,„ - 0,1 S7 + ад = 0,187 + = 0. 
о Щ ' щ • 2 - 1 0 ' - 4 0 0 

Перемещение сечения К 

, _ N2I2 10-10^-МО^ ^ ^ ^ 
^к- +ААт = 0 + — ^ = ; = -0 ,25 мм. 

^ ^ " М 2-10^-200 

Перемещение сечения В 

3 3 

'кв='^к+ А/г - - 0 , 2 5 + ^ = -0 ,25 + = 0,75 мм. ЕЛ ' 2-10^-200 

Строим эпюру перемещений (см. рис. 1.3, г). 
Полное удлинение бруса А/ — 0,75 мм. 
Данная конструкция прочная, так Cĵ gĵ  < а 

Для стали [ст] = 160 МПа. (Т^^х = МПа. 
Конструкция недогружена. 

И 



1 6 0 ^ ^ 3 7 % . 
160 

Допустима недогрузка до 20 %. Поэтому конструкция неэконо-
мичная. 

Удлинение бруса постоянного сечения от действия собственного 
веса вдвое меньше, чем удлинение от сосредоточенной силы. 

А/ = 
G-1 

где G - вес бруса: 
1ЕА 

G = yAl, 

где у - удельный вес бруса. 
П р и м е р 1.2. Определить перемещения сечений I-I и П-П 

бруса, изображенного на рис. 1.5. Учесть влияние силы тяжести бру-
са (удельная сила тяжести равна у ). 

N, кН МПа 

/ / У / / / 

Рис. 1.5 

Р е ш е н и е . 
Перемещение сечения I-I равно удлинению верхней части бруса 

длиной а. Для этой части сила F и сила тяжести нижележащих час-
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тей бруса являются сосредоточенными нагрузками, а собственная 
сила тяжести - равномерно распределенной нагрузкой. Применяя 
принцип независимости действия сил, имеем 

„ ., Fa G^a G^yCi 
6t = AL = + — + + 1— 

^ " EA2 EA2 EA2 1EA2 

где Gg = Y^j/i - сила тяжести нижней части; 

Gg ^ = yA^Qx - а) - сила тяжести участка верхней части, распо-
ложенного ниже сечения I-I; 

G^^ = уА2а ~ сила тяжести участка, расположенного выше се-
чения 1-1. 

Перемещение сечения П-П равно удлинению всего бруса, т.е. 

Удлинение нижней части складывается из удлинений от силы F 
и силы тяжести этой части: 

+ -
" EAi 2EAi • 

Удлинение верхней части складывается из удлинений от сосре-
доточенной силы, равной F -ь Gg, и силы тяжести G^ этой части: , GJ2 

° ЕА2 2ЕА2 

На рис. 1.5 показаны эпюры N, <у и Ь, построенные при 1^ = 12-1; 
4 = 3 4 ; F = 4 y 4 / . 

П р и м е р 13. Стальной круглый стержень переменного сече-
ния находится под действием продольной силы F и собственного 
веса (рис. 1.6). Найти наибольшее напряжение в сечении круглого 
стержня и определить величину перемещения сечения I-I. 

13 



^ = 410"'^ м^ =400ММ2; а = 6 м; Й = 7 М; С = 7 М; F = 40 КН; 

_ _ мг - „ 1 0 _ _ Н 5 Н 
Y = — = 7 , 7 — ^ = 7,7-10 — £ = 2-10 

м" 10' мм мм 2 • 

2А 

I . 

А 

а 

•-о 

Р е ш е н и е . 
1. Определяем наибольшее напряже-

ние в сечении стержня. 
Наибольшее напряжение имеет мес-

то в защемлении стержня: 

Cfmax 

F 
где <3f= — - напряжение от дейст-

А 
ВИЯ внешней силы F; 

Рис. 1.6 

G G,+Gj+G„ 
- напряжение от веса стержня, 

где G = {Аа + 1АЪ + Ac)j = + + с)уА - вес стержня. 
Тогда 

с^тах = — + + + = + (6 + 2 • 7 + 7)• 10^ • 7,7 • 10"^ = max ^ V 400 

= 100 + 2,1 = 102,1 МПа. 

2. Определим перемещение сечения I-I. 

где 5 г̂ - перемещение сечения I-I от внешней силы F: 

14 



6 . - = 
Fa 
EA 

6q - перемещение сечения I-I от веса участков стержня: 

Г t. 
_ G,a , Сьа , ^b G^a G.a ^ Gm G.b 5 = —3— + - X - + — ^ + + — ^ ; 

2EA EA 2EA EA 2EA 

5 _ Fa ^ (yAa)a ^ (2yAb)a ^ {2yAb)b ^ (XAc)a ^ (yAc)b ^ 
EA^ 2EA ^ EA ^ AEA ^ EA ^ 2EA 

Ea E 

/ -I 
6 

(Л ^ ^ b^ be] 40-10^-б-Ю^ 7,7-10"^ 
— + 2ab + — + ac + — = ? + ^x 

2 2 J 2-10^-400 2-10^ 

7 7 7 
— + 2 - 6 - 7 + — + 6 - 7 + - ^ 
2 2 2 

л 
1 0 ^ = 3 + 0,074 = 3,074 мм. 

П р и м е р 1.4. К системе из двух шарнирно соединенных 
,стержней АВ и ВС подвешен груз в 50 кН (рис. 1.7, а). Оба стержня 
стальные, трубчатого сечения с внешним диаметром D = 36 мм и 
толщиной стенки 5 = 2 мм. Определить перемещение точки В. 

\ 30-
/ 

X 
в 

' F 

а) б) 

/ с // / / 
/ ! 

/ 

л / \ 
В, 

г) 

Рис. 1.7 

Р е ш е н и е . Шарниры считаем идеальными, т.е. такими, тре-
ние в которых отсутствует. Реакции в шарнирах будут направлены 
вдоль стержней. 
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Нахождение усилий в стержнях проводим по следующей методике: 
1. Выделяем узел В, который в данной задаче рассматривается 

как объект равновесия. 
2. Прикладываем к узлу заданн>'Ю силу F. 
3. Освобождаем узел В от связей, которые осуществляются стерж-

нями АВ и ВС, прикладываем вместо них реакции стержней jVj и N2, 
направляем их от узла, т.е. полагаем, что в обоих стержнях АВ и ВС 
действуют растягивающие усилия. 

4. Выбрав координатные оси и приложив все активные {F) и ре-
активные {N\ и N2) силы, будем иметь плоскую систему сходящихся 
сил (рис. 1.7, б). 

5. Записываем уравнения равновесия: 

= iV2COs60°-A^iCos60° = 0 ; Nx^Ni^Nv 

F 50 
i r = 0; - F + 2iVcos30° = 0 ; TV = — ^ = = 28,9 кН. 

2cos30° - 2-0,866 

Данные усилия вызывают удлинения стержней. Очевидно, что 

A/l = А/2 = А/. 
,, N1 28,9-10^ •2309 , , 
А/ = = J = 1,5 мм; 

ЕА 2-10^-213,5 

, 2000 2000 
/ = = = 2309 мм; 

cos30° 0,866 

мм^. 

При определении перемещения узла В на продолжении стержня 1 
откладываем его удлинение A/j а на продолжении стержня 2 - удли-
нение А/2 • В нашем случае A/j = А/2 = А/ (рис. 1.7, в). Из концов 
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полученных отрезков восстанавливаем перпендикуляры, пересечение 
которых определит положение узла после деформации системы. 

bs = BB,= 
А/ 1,56 

cos30° ~ 0,866 
= 1,8 мм. 

Определение перемещения точки В может быть выполнено ина-
че. Изобразим новое положение шарнира, т.е. В] (рис. 1.7, г). По-
скольку под действием силы F угол а меняется на величину совер-
шенно незначительную, будем считать его неизменным и в итоге 

получим величину ВВ^ = . 
cos30° 

П р и м е р 1.5. Сделать заключение о прочности и экономичности 
системы стержней, соединенных между собой шарнирно (рис. 1.8, а). 
Стержень OA - стальной, круглого сечения, d=20 мм; стержень ОВ -
медный, квадратного сечения со стороной а = 20 мм. Стержни со-
ставляют с вертикалью углы ai = 30° и аг = 45°. Допускаемые на-
пряжения: для стали [а]с = 160 МПа, для меди [а]м = 100 МПа. 

N, 

у 
45° 30' / 

О 

^ F 

а) б) 
Рис. 1.8 

Р е ш е н и е . Вырезаем узел О (рис. 1.8, б) и определяем усилия 
в стержнях. 

= -iViCOs45° + iV2Cos60° = 0 ; 

2 : r = 0; iViCos45°-i-iV2COs30°-F = 0 . 

17 



Сложив эти уравнения, получим 

откуда 

2F „ iV2Cos60° 36,7-0,5-2 _ „ 
Nt ~ = кН; — = f= = 26 кН. 

^ 1 + V3 cos45° л/2 

Проверим, соблюдается ли условие прочности. 

^ 3,14-202 2 
4 = = = 314 мм"̂ ; 4 

N^ 26-10 ' олсл^тт Г 1 = __L = = 82,5 МПа < о . 
^^ 4 314 

А 2 = а ^ = 400 мм^; 

Nr 36,7-10^ г 1 
02 = ^ = —^ = 9 1 , 8 М П а < o L . 

^ 400 ^ ^ 

Прочность обоих стержней обеспечена. 
Стержень АО недогружен, в его поперечных сечениях возникают 

напряжения на 50 % ниже допускаемых. Размеры второго стержня 
рациональны. Но в целом конструкция неэкономична. Следует все-
гда стремиться к тому, чтобы все элементы конструкции были пол-
ностью нагружены, т.е. чтобы напряжения в них были близки к до-
пускаемым. 

П р и м е р 1.6. Определить допускаемую нагрузку для системы 
из шарнирно соединенных стержней (рис. 1.9, а). Стержни изготов-
лены из дюралевых труб с наружным диаметром 30 мм и толщиной 
стенки 3 мм. Допускаемое напряжение [о] = 75 МПа. 
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а) б) 
Рис. 1.9 

Р е ш е н и е . Рассматривая равновесие шарнира В, определяем 
усилия в стержнях, выражая их через неизвестную пока силу F\ 

F 
cos60° 

N2 - -jViCOS30° = -2F • 0,866 = -1,73F. 

Стержень AB растянут, ВС - сжат. Больше нагружен стержень АВ. 
Из условия прочности этого стержня определяем допускаемую на-
грузку конструкции: 

[N,]=2[F]=A[OI 

откуда 

F 

З а д а ч а 1.1. Поперечина подвешена на двух стальных тягах 
AD и ВК (рис. 1.10). Посередине поперечины приложена сила F. Диа-
метр тяги AD d\ = 20 мм, диаметр тяги ВК d^ = 25 мм, Е= 2-10^ МПа. 
Определить удлинения каждой тяги и перемещение точки С прило-
жения силы F, считая поперечину АВ абсолютно жесткой. 
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D 

S F = 100 кН 
(N 

1 4 С ' В . 

к 

Рис. 1.10 

ĉ j 
с 

-ГТТ7 

1 
• / / / / 

/ 

/ / / / V ' / / / / } f 
Рис. 1.11 

•A: 

З а д а ч а 1.2. Жесткая конструкция 
(рис. 1.11) прикреплена к фундаменту 
при помощи трех стержней. Конструк-
ция весит 40 кН и испытывает боковое 

давление 120 кН, Е = 2-10^ МПа. 
Стержни имеют круглое поперечное се-
чение d = 50 мм. Проверить прочность 
стержней при [с] = 160 МПа. 

Рис. 1.12 

З а д а ч а 1.3. Стальные стержни 7 и 2 
круглого сечения соединены между со-
бой и вертикальной стеной посредст-
вом шарниров (рис. 1.12). На шарнир-
ный узел А действует вертикальная си-
ла F = 10 кН, а = 30°, р = 60°. Из усло-
вия прочности определить необходимые 
диаметры стержней, [а] = 160 МПа. 

З а д а ч а 1.4. Жесткий стержень АВ нагружен силой F и под-
держивается стальной тягой DC круглого поперечного сечения 
диаметром 20 мм (рис. 1.13). 

2 0 



Рис. 1.13 

Определить наибольшую допустимую нагрузку F и опускание 
точки В. Допускаемое напряжение для материала стержня CD равно 
160 МПа. 

1.4. Статически неопределимые задачи 
на растяжение и сжатие 

Имеется много конструкций, в элементах которых усилия не мо-
гут быть определены только из уравнений равновесия. Такие конст-
рукции (системы) называются статически неопределимыми. 

Для их решения необходимо составить дополнительное уравне-
ние, которое должно выразить условие совместимости деформаций 
элементов системьь 

Чтобы составить уравнение совместимости деформаций, необ-
ходимо представить систему в деформированном виде и непосред-
ственно из чертежа установить зависимость между деформациями 
различных стержней (частей) системы. 

П р и м е р 1.7. Определить величину напряжений, возникаю-
щих в стержнях J и 2, поддерживающих жесткую балку (рис. 1.14, а). 
Стержень J - медный, площадь сечения 2 см^; стержень 2 - сталь-
ной, площадь сечения 1 см^. 

Р е ш е н и е . Для определения усилий в тягах применяют метод 
сечений. Очевидно, что стержень 1 под действием внешней нагруз-
ки будет растянут, а 2 - сжат. В точке С имеются две неизвестные 
реакции Rx и Ry. Получаем плоскую систему произвольно располо-
женных сил. Неизвестных реакций четыре. Статика дает три урав-
нения равновесия. Задача один раз статически неопределима. 
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757 
1 М 2. М 

У 

i?. 
с 

F = 20:kH 

«) б) 

N. 

1. Составляем уравнения равновесия системы, изображенной на 
рис. 1.14, б. 

Е Х = 0 ; = 

-Ny\-N2-2 + F-l^0; N^+2N2 = F . (\Л) 
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2. Далее требуется составить дополнительное уравнение. Обратим-
ся к условию совместимости деформации системы (см. рис. 1.14, в). 
Под действием силы F балка повернется вокруг точки С на некото-
рый малый угол, вызвав продольные деформации тяг A/j и А/2. 

Соотношение между деформациями 

А/; _ А/2 
1 ~ 2 ' 

А/2 = 2A/i; 

h=l2=l. 

Выразим деформации через усилия в тягах: 

Е2А2 Е^А^ 

N2I 2Nil 

2-10^-100 Ы О ^ - 2 0 0 

следовательно, 

N2 = 2Ni. 

Подставив данное выражение в уравнение (1.1), получим 

М + 4 М = 2 0 ; М = 4 к Н ; Л̂ з = 8 кН. 

3. Напряжения в стержнях: 

А^ 200 

N-y 8-10^ 
^ А2 100 
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П р и м е р 1.8. Абсолютно жесткая балка АС симметрично 
подвешена на трех стержнях из одинакового материала, имеющих 
одинаковое поперечное сечение А = 200 мм^. Определить напряже-
ния в стержнях, а также величину, на которую опускается балка АС; 

МО^МПа (рис. 1.15). 

N, Л'з L 

А В 

F = 30 кН 
а) 

Рис. 1.15 
б) 

Задача статически неопределима - неизвестны N], N2 и N3, а 
уравнений равновесия для плоской системы параллельных сил мож-
но составить только два: 

Е М ^ = 0 ; Nya-N^-a^O-, 

В результате деформации стержней балка займет положение, по-
казанное на рис. 1.15, а штриховыми линиями. Предположение о 
высокой жесткости балки позволяет пренебречь ее изгибом, а сим-
метрия самой системы и нагрузки приводит к заключению, что все 
стержни удлиняются одинаково. 

Таким образом, геометрическая сторона задачи может быть вы-
ражена уравнением 

A/l - А/2 = Ah-

Выразим эти удлинения через усилия: 
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JV,/ _ N2 • 0,5/ _ 7V3/ 
EA" EA ~ EA 

или 

Решив совместно эти три уравнения, получим 

N2 = 0 ,5F = 15 кН; 0,25F = 0,25 • 30 = 7,5 кН. 

Напряжения в стержнях: 

МПа; 
^ ' Л 200 

No 15-10^ 
200 

= 75 МПа. 

Опускание балки 

я л , л / Л7 7 , 5 - 1 0 ^ - 1 0 ^ 

ЕА М О ' - 2 0 0 
мм. 

П р и м е р 1.9. Система из трех стержней одинаковых сечений 
(рис. 1.16, а) нагружена вертикальной силой F = 50 кН, а = 30°, 
[о] = 160 МПа. Определить площадь поперечного сечения стержней. 

7 

r ~ l F = 5 0 кН 

а) 
Рис. 6.4 

б) 
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1. Составим уравнения равновесия узла В: 

2 :7 = 0; 2^iC0S а + = • 

Полученных уравнений недостаточно для определения всех уси-
лий. Необходимо составить дополнительно одно уравнение пере-
мещений. 

Вследствие действия нагрузки получаем точку В\, дающую по-
ложение шарнира В после деформации. 

ВВ\ = Д/г - удлинение центрального стержня; 
DBi = Д/i - удлинение бокового стержня. 
Из прямоугольного треугольника BDBi имеем 

А/] = A/2C0S а . 

Это и есть искомое уравнение перемещений. 
Выражаем удлинения через усилия: 

ЕАсош ЕА 

тогда Ny = /^2008^0 . 

Решая это уравнение совместно с уравнениями равновесия, по-
лучим 

.. Fcos^a F 
Ni^ N2= ^ ; N2 = ^ ; 

1 + 2cos а 1 + 2cos а 

50.0,866^ 
1 + 2-0,866^ 2,26 

# , = — ^ = ^ = 22.1 кн. 
1 + 2-0,866^ 2,26 
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Площадь будем подбирать по наиболее нагруженному стержню: 

N 22,МО^ 
160 

= 138 мм'. 

П р и м е р 1.10. Абсолютно жесткий брус опирается на шар-
нирно-неподвижную опору и прикреплен к двум стержням при по-
мощи шарниров (рис. 1.17, а). 

F = 100кН;а = 2м ;Ь = З м ; с = 2м;/1 = 2м;/2 = Зм;Л1 = 4-10"'^ м ;̂ 

А2= б-Ю''^ м^; a i = 9 0 ° ; а 2 = 1 2 0 ° ; [а]=160МПа. 

а) 

б) 

в) 

г) 

F 
в 

т U J • Г, 

б'=А/, 

cosct 
Рис. 1.17 
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Требуется: 
1. Определить напряжения в стержнях. 
2. Исходя из прочности стержней определить наибольшую до-

пускаемую нагрузку F Jmax • 

3. Определить действительный коэффициент запаса прочности 
стержней. 

Р е ш е н и е . Система один раз статически неопределима - для 
плоской системы произвольно расположенных сил статика дает три 
уравнения равновесия, а неизвестных усилий четыре: вертикальная 
и горизонтальная реакции шарнира А и усилия в стержнях N\ и N2. 

Запишем уравнения статики: 

Nya + bN2-cos30''-F-c^O. (1.2) 

Дополнительным уравнением будет уравнение перемещений. Изо-
бразим для этого положение балки после деформации (рис. 1.17, в). 

В силу жесткости балки она и после деформации системы оста-
ется прямолинейной и наклонится относительно шарнира А за счет 
удлинения стержня 2 и укорочения стержня 1. Удлинения отложе-
ны по направлению стержней. 

Схему перемещений можно изобразить иначе (см. рис. 1.17, г). 
Для второго стержня покажем новое его положение (пунктиром). 
Разность между новой и первоначальной длиной дает А/2. Ввиду 
малости перемещений угол при вершине прямоугольного треуголь-
ника СС'С" а. Из треугольника находим 

cos а 

Из подобия треугольников АВВ' и АСС' запишем 
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а b 
или 

А/} А/з iVi/i ^ N2I2 
а ~ / ) c o s 3 0 ° ' cos30° ' 

4 - 2 6-3-0,866 3-0,866 

N ^ = 0 , 1 1 - N 2 . (1-3) 

Для определения усилий N\ и Л'̂2 достаточно рассмотреть урав-
нения (1.2) и (1.3): 

0,77 • iV2 • 2 + • 0>866 • 3 = 2 • F ; iVj " (154 + 2,6) = 2 • F ; 

^ = ^ = ^ = 48,3 кН; 
^ 4,14 4,14 

iVi = 0,77 • N2 = 0,77 • 48,3 = 37,2 кН. 

1. Напряжения в стержнях: 

iVi 37,2-Ю^ 
0 , = — = — ^ — - - = - 9 3 МПа; 

4 4-102 

N2 48,3-10^ ол<л^гг (77 ^ = — ^ — ; г - = 80,5 МПа. 
4 бЛО^ 

Коэффициент запаса прочности в первом и втором стержнях: 

' Gi 93 

^ 02 80,5 
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2. Наибольшее напряжение возникает в первом стержне, поэтому 

[ c j J= [c r ]= : ]60Mna , 

следовательно. 

[iVi] = ^, •[cri] = 4-10^-160 = 64000 Н = 64 кН; 

из уравнения (1.3) 

0,77 

Подставим значения допускаемых усилий в уравнение (1.2): 

64 -2 + 3-83-0,866 = 2[F]; , 

3. Коэффициент запаса прочности в стержнях при максимально 
допускаемой нагрузке: 

^ СУ2 138 

З а д а ч а 1.5. Жесткий брус закреплен с помощью системы 
стальных стержней одинакового поперечного сечения. Принимая 
[а =160 МПа, определить площадь поперечного сечения стержней 
(рис. 1.18 и 1.19). 
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/ 

a 

1 6 K H 
Рис. 1.18 

• 

•г S л 
/ / / / / / / у J л / / / / / / / у ' / у / / / / / / / / / 

, 6 м ^ 
' / у / / / / / / / / / н 

Рис. 1.19 

1.5. Основы теории напряженного состояния 

Совокупность нормальных и касательных напряжений, возни-
кающих на всем бесчисленном множестве площадок, которые мож-
но провести через данную точку, характеризует напряженное со-
стояние в этой точке. 

Через каждую точку тела можно провести три взаимно перпен-
дикулярные плрщадки, на которых касательные напряжения равны 
нулю. Эти площадки называются главными площадками, а дейст-
вующие на них нормальные напряжения называются главными на-
пряжениями и обозначаются a j , а2 , стз, причем a j > а2 > CJ3. 

Существует три вида напряженного состояния: 
1. Линейное - когда два главных напряжения равны нулю. 
2. Плоское - когда одно из главных напряжений равно нулю. 
3. Объемное - когда все три главных напряжения отличны от нуля. 

1.6. Линейное напряженное состояние 

Для такого состояния 

V a 1 

- f T T 

i 
1 

> Га̂  

Рис. 1.20 

N 
а , 0; с72 = 03 = 0; a j = — (рис. 1.20). 

А 

Тогда - a j • cos^ а ; = ^ • sin 2 а , 

причем сТц = Gj при а = О, 

т а х т д при а = 45°. 
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1,7. Плоское напряженное состояние 

1. ai 0; СТ2 ̂  0; стз = О (рис. 1.21). 
Тогда 

Стц = а | • cos^ а + а2 • sin^ а ; 

ai -Стт . -
^ - з т г а ; 

При а = 45°. 

Положительный угол а между 
направлением а i и нормалью к про-
извольной площадке будем отсчиты-
вать против часовой стрелки. 

2. Обратная задача. 
Даны и <Тр ; = Тр = г , причем сг„ > Стр (рис. 1.22). Тогда 

главные напряжения определяют по формуле 

Рис. 1.22 

тон угла ф примем направление про-
тив часовой стрелки. 
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П р и м е р 1.11. Стержень круглого сечения растянут силой 
F = 300 кН. Наибольшее касательное напряжение не должно пре-
вышать 75 МПа. Определить диаметр стержня. 

Р е ш е н и е . Наибольшее касательное напряжение Xĵ ĝ  - 0,5 • a j , 

откуда Cj = 2 • т - 2 • 75 = 150 МПа. 
Площадь поперечного сечения 

. F 300-10' . 2 
А= — = = 2-10 м м . 

150 

Диаметр стержня 

4-2-10^ 
7t ~ V 3,14 

= 51 мм. 

П р и м е р 1.12. В сжатом стержне напряжения на одной из 
площадок сГд=-60 МПа, Т(^=24 МПа (рис. 1.23). Вычислить 
наибольшие нормальные и касательные напряжения, возникающие 
в данном стержне. 

Рис. 1.23 

Р е ш е н и е . Напряжения в наклонном 
сечении: 

(Гц = 0] • cos а , 

= ^ s i n 2 a . 

(1.4) 

(1.5) 

Из этой системы уравнений найдем на-
пряжение 01 в поперечном сечении стерж-
ня, которое и является наибольшим нор-
мальным напряжением. 
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Разделив (1.5) на (1.4), получим 

lin а • cnsfY 
= tga. 

^а _ 0 ,5-s in2a _ s i n a - c o s a 

о^а cos^ а cos^ а 

Подставив числовые значения, найдем 

Зная, что 

24 

— oU 

,2. 1 1 COS а = ^ = ^ == 0,862, 
l + tg^a 1 + 0,4^ 

из формулы (1.4) найдем 

a i = - Ц - = — ^ = -69 ,6 МПа. 
cos^ а 0,862 

Находим абсолютную величину максимального касательного на-
пряжения: 

^max 

П р и м е р 1.13. Стержень имеет прямоугольное сечение со 

сторонами bvih, причем — = —. Растягивающая нагрузка = 150 кН 
b 5 

создает в поперечном сечении нормальное напряжение а | =100 МПа. 

Определить угол наклона сечения а , при котором = 0,4; вы-

числить напряжения и Gĵ  и определить размеры сечения bvih. 
Р е ш е н и е . 

Од = a i -008^а; т^ = ^ - s m 2 a = CTj • s i n a - c o s a . 

34 



По условию задачи 

t ^ ^ ^ а , - s i n a cosa ^ ^ 
^ = 0,4 или - J г = 0,4, 
^ а Qj-cos а 

тогда t g a = 0,4; а = 21°50'. 

Площадь поперечного сечения 

. F ISO-IO^ ^^ , . 2 А = — = = 15-10^ мм^ 
ai 100 

а^^ = a i - c o s ^ a = 100-cos^21°50' = 84,6 МПа; 

То, = ^ • sin 2 а = ^ • sin 43°40' = 34,5 МПа. 

Размеры сечения 

о 5 5 5 
6 = 50 мм; Л = 30 мм. 

П р и м е р 1.14. Главные напря-
жения в точке элемента при плоском 
напряженном состоянии CTj = 150 МПа 
и Стз = - 1 6 0 МПа. Определить напря-
жения на наклонной площадке, обра-
зующей с вертикальной осью угол 30° 
(рис. 1.24). 

Р е ш е н и е . Угол а будет ра-
вен 60°. Применив формулы для оп-
ределения и с заменой а2 на 
а з и учтя, что о̂ з отрицательно, 
получим 
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= a i - c o s ^ a + a j • s in^a = 150-cos^60° - l e O - s i n ^ e O " = 

= 1 5 0 - - - 1 6 0 - = -82 ,5 МПа; 
4 4 

^a = МПа. 

П р и м е р 1.15. Для заданного напряженного состояния (рис. 1.25) 
определить главные напряжения и положение главных площадок. 

0-, =60 МПа. 
м , аз 

;̂р=зо М П а ^ 

ТА =30 МПа 

>г 1 а^^ =120 МПа. 

Р е ш е н и е . Главные напряжения 

СТтах = ^ ^ ^ ± - V k T ^ V ^ = 
mm 

120 + 60 . 1 
^ - ± ^ ^ ^ 0 - 6 0 ) 4 4 - 3 0 2 = 9 0 ±42,4; 

= 132,4 МПа; ст^;^ = 47,6 МПа. 
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Оба главных напряжения положительны, т.е. равное нулю глав-
ное напряжение минимально, и его следует обозначить CJ3. 

Таким образом, о , =132,4 МПа; <S2 = 47,6 МПа; аз = О. 
Направление главных напряжений 

tg2a ^— = — = -1 ; 
® 1 2 0 - 6 0 

2ф = - 4 5 ^ ф - - 2 2 ° 3 0 ' . 

Угол ф , так как он отрицателен, отсчитывается от направления 
Оц по часовой стрелке. Выделяются главные площадки и показы-
ваются действующие по ним главные напряжения. 

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
плоских СЕЧЕНИЙ 

Геометрическими характеристиками сечения, зависящими от его 
формы, являются статические моменты, моменты инерции и мо-
менты сопротивления. 

2.1. Статические моменты плоских фигур. 

Центр тяжести 

Статические моменты площади плоской фигуры относительно 
осей X а Y, лежащих в ее плоскости (рис. 2.1), определяются выра-
жениями 

S.^iydA- Sy = \xdA. 

Если известно положение центра тяжести (с) сечения (координа-
ты пус), то статические моменты определяются проще: 

Sx - -^Ус' ^у ~ ^^С ' 

где А - площадь сечения. 
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Рис. 2.1 

Статический момент плоской фигуры относительно любой оси, 
проходящей через ее центр тяжести, равен нулю. 

Статический момент любой фигуры можно определить как сум-
му статических моментов составляющих ее частей: 

Sy = A^Xi + А2Х2 +... + 

Координаты центра тяжести сечения в выбранной системе осей 
Х и Гопределяют следующим образом: 

А Ai+A2+...+A„ 

Ус=-т = 
А1+А2 +... + А„ 

где S^ я Sy - статические моменты площади сечения относитель-
но осей X и 7; 

Aj, А2,..., А„ - площади отдельных частей, на которые разби-
вается сечение; 
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Xj, Х2,..., И У1, У2} Уп ~ координаты центров тяжести час-
тей сечения в системе осей X и Y. 

2.2. Моменты инерции плоских фигур 

1. Осевые моменты инерции площади сечения относительно 
осей Х и У , лежащих в его плоскости, представляют собой интегра-
лы следующего вида: 

= lydA; = Ix^dA, 

где Хи У- координаты элементарной площадки dA (см. рис. 2.1). 
2. Полярный момент инерции площади относительно точки (по-

люса), лежащей в ее плоскости: 

где р - расстояние от точки О до элементарной площадки (см. рис. 2.1). 
3. Центробежный момент инерции относительно взаимно пер-

пендикулярных осей X и Y, лежащих в плоскости фигзфы: 

^ху = l^y dA. 

Все моменты инерции измеряются единицами длины в четвертой 
степени (мм'', см'* и т.д.). 

Осевые и полярные моменты инерции всегда положительны и не 
равны нулю, а центробежный момент инерции может бьггь положи-
тельным, отрицательным и равным нулю в зависимости от положе-
ния сечения относительно осей. 

Радиусы инерции плоской фигуры относительно осей X и 7 пред-
ставляют собой величины 

А '' \ А 

и измеряются в линейных единицах (мм, см и т.д.). 
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4. Момент инерции площади сложной фигуры равен алгебраиче-
ской сумме моментов инерции составляющих ее частей: 

5. Полярный момент инерции площади фигуры равен сумме осе-
вых моментов инерции относительно двух взаимно перпендикуляр-
ных осей, проходящих через полюс, т.е. 

Ip^I^+Iy. 

6. Зависимость между осевыми моментами инерции относитель-
но параллельных осей (рис. 2.2) 

л у 

Рис. 2.2 

7. Формула для пересчета центробежного момента инерции при 
параллельном переносе осей координат имеет вид 

8. Моменты инерции некоторых простых фигур определяют по 
следующим формулам: 
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а) прямоугольник 

У 

Рис. 2.3 

б) параллелограмм 

Рис. 2.4 

в) треугольник 

/ 1 3 jf 1 \ • 

^ ^ ^ — J 
Рис. 6.4 

bh^ 

12 ' 

л 
1 / 

н b N 

12 ' 

h = 
36 

/ 
^ 48 ' 
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г) круг 

Рис. 2.6 

д) круговое кольцо 

Рис. 2.7 

^ ^ 64 ' 

ТГйГ̂  TtV^Ttc/^ 4 
64 64 64 ^ 

е) полукруг 

7 

X то 

^ X - • 8 
2Г 

Рис. 2.8 
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2.3. Главные оси и главные моменты инерции 

Главными осями инерции являются две взаимно перпендикуляр-
ные оси и и V, проходящие через данную точку, относительно ко-
торых центробежный момент инерции равен нулю. 

Главные оси, проходящие через центр тяжести сечения, называ-
ются главными центральными осями. Моменты инерции относитель-
но главных осей называются главными моментами инерции. Главный 
момент инерции относительно одной из осей является наибольшим 

относительно дрзтой - наименьшим (/y^^^min) "о 
сравнению с моментами инерции эТого же сечения относительно 
других осей, проходящих через данную точку (рис. 2.9). 

Ось максшдума 

Ось минимума 

Рис. 2.9 

Величины главных моментов инерции можно определить по 
формуле 

I , + I 
max 
min 
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Угол а наклона этих осей к исходным осям х 'и у определяют на 
основании формулы 

tg2a = 
Гу-1. 

Если сечение имеет ось симметрии, то эта ось и ось, ей перпен-
дикулярная, являются главными осями. Если сечение имеет две оси 
симметрии, то эти оси являются главными центральными осями. 

2.4. Вычисление моментов инерции составных 
сечений, имеющих ось симметрии 

Главные центральные моменты инерции простейших сечений 
вычисляют по готовым формулам. 

Размеры и геометрические характеристики, профилей стандарт-
ного проката приведены в таблицах государственных стандартов. 

Методика решения задач 

1. Составное сечение разбивается на простейшие фигуры, мо-
менты инерции которых известны из формул. 

2. Определяется положение центра тяжести сечения, а следова-
тельно, и главных цешральньгх осей. 

3. Вычисляются значения моментов инерции отдельных частей 
сечения относительно собственных центральных осей, параллель-
ных главным центральным осям всего сечения. 

4. Вычисляются моменты инерции частей, составляющих сече-
ние, относительно его главных центральных осей. 

5. Определяются главные центральные моменты инерции всего 
сечения путем суммирования величин для каждой из главных осей. 

П р и м е р 2.1. Определить главные центральные моменты 
инерции таврового сечения (рис. 2.10). 
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eg 
-

eg 
-

е' X 

1 Я1 

и 

1 

1 

45 "Ц • 

Рис. 2.10 

Р е ш е н и е . 
1. Определяем координаты центра тяжести. Для этого разбиваем 

Сечение на два прямоугольника, проводим оси координат так, чтобы 
ось У совпадала с осью симметрии (эта ось будет главной централь-
ной осью), а другая - Xj прошла через центр тяжести первого пря-
моугольника. 

Тогда 

4 = 3 - 4 = 12см^; >^,= 0; У1 = 0; 

АУ1+^2У2 24-3 . У = ^rlA. = = 2 см. 
А1 + А2 12 + 24 

Проводим центральную ось х на расстоянии 2 см от оси jci. 
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2. Вычисляем главные центральные моменты инерции, предва-
рительно вычислив моменты инерции прямоугольников: 

I 
~ 1 2 ~ 1 2 

= 16 см'*; a i = 2 c M ^ ; а 2 = \ с ш ^ \ 

12 

. h b ' 4.3З 

У' 12 12 

12 

= ( 4 , + a f 4 ) + + a f 4 ) = 16 + 2^ • 12 + 8 + • 24 = 96 с м ^ 

/ ^ , = 9 + 288 = 2 9 7 с м ^ . 

Ось у является осью максимума, поскольку 1 у > 

П р и м е р 2.2. Определить максимальный главный централь-
ный момент инерции заданного сечения (рис. 2.11). 

И V 180116 

ЮСхбЗПО 

Рис. 6.4 
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Р е ш е н и е . Сечение имеет две оси симметрии, которые и яв-
ляются главными центральными осями. Максимален момент инер-
ции относительно оси X. 

Сечение разбиваем на элементарные площади. 
1. Определяем момент инерции частей сечения относительно 

собственных центральных осей, параллельных главной оси X. 
Для полосы I 

/ i = ^ = 5 3 3 0 с м ^ 
12 

Для полосы II 

12 

Для уголка III по таблице ГОСТ 8510-86 

/ ™ = 4 7 , 1 с м ^ 

2. Определяем моменты инерции частей сечения относительно 
осиХ: 

= + =6,14 + 20,8^ • 18 • 1,6 = 12460 

=47,1 + 18,42^-15,5 = 5310 с м ^ 

Площадь сечения и положение центра тяжести уголка взяты из 
таблицы ГОСТ 8510-72. 

3. Определяем моменты инерции ; 

= 4 + 2 / ' ' + 4/™ = 5300 + 2-12460 + 4 • 5310 = 51490 см 
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П р и м е р 2.3. Определить главные центральные моменты 
инерции и положение главных центральных осей для сечения, со-
стоящего из полосы размерами 15 х 2 см, швеллера № 24 и нерав-
нополочного уголка размерами 12,5 х 8,0 х 1,0 см (рис. 2.12). 

Рис. 2.12 

Р е ш е н и е . 
1. Проведем через центры тяжести частей фигуры горизонталь-

ные и вертикальные оси хи у и xj, уг, Хз, _уз и выпишем данные, кото-
рые потребуются при дальнейших расчётах, 

а. Прямоугольник 

1 ^ 9 

12 

= ^ = 562,5 с м ^ 
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б. Швеллер № 24 

А2 = 30,6 с м ^ = 2900 с м ^ = 208 с м ^ = 0. 

Расстояние Xq2 = 2,42 см. 

в. Уголок 12,5 X 8,0 х 1,0 см. 

^ з = 1 9 , 7 с м ^ / ^ ^ - Ю О с м ^ 

Координаты центра тяжести 

>̂ 03 = 4,14 см; хоз = 1,92 см; = 59,3 см" .̂ 

2. Определим положение центра тяжести сечения по отношению 
к главным центральным осям швеллера хг viyji 

X - + + А^з 30(7,5 - 2,42) +19,7(-2,42 -1,92) ^̂  ^ 
4 + ^2 + ^3 30 + 30,6 + 19,7 

^ _ АУ1 + А2У2 + А^Уз _ 30(12 +1) +19,7(12 + 4,14) _ , ^̂ ^̂  
А1 + А2+А3 30 + 30,6 + 19,7 

Через найденный центр тяжести С проводим оси Хс и ус. 
3. Вычислим осевые моменты инерции заданного сечения отно-

сительно центральных осей Хс и ус. 

4 , +йг?4) = 10 + 30-10,0742900+30,6-2 ,93^+312 + 

+ 1 9 , 7 - 1 0 , 7 9 4 8 8 2 0 с м ^ 

= Yi^y, + b f A ) = 5 6 2 , 5 + 3 0 - 4 , 2 5 4 208+30 ,6 -0 ,834100+ 

+ 19,7-5,172 =1960 с м ^ 
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4. Вычислим центральный момент инерции заданного сечения 
относительно центральных осей Хс и у с-

Предварительно определим центробежный момент инерции угол-
ка относительно его центральных осей Хз и уу. 

= V(312 - 59,3)(100 - 59,3) = 100,4 см"^. 

Знак перед радикалом определяется различным положением се-
чения. Для уголка имеем (рис. 2.13) знак «плюс», когда ось /min 
уголка повернута по отношению к оси Г по часовой стрелке. 

/1 

V V V 

Рис. 2.13 

Центробежный момент инерции всего сечения 

= 30 • 4,25 • 10,07 + 30,6(-0,83)(-2,93) +101,4 +19,7(-5,17)(-10,79): 

= 2559 см'^. 
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5. Определение главных центральных моментов инерции. 

L + / , 
/шах = ± X - + -

min ^ 

^' (8820 + 1960) ± V ( 8 8 2 0 - 1 9 6 0 ) 4 4-2559^1 = - (10780 ± 8560); 

/шах = / « = 9 6 7 0 см^ 

/min= /v=1110cM^ 

в качестве проверки 

/max + /min = 9 6 7 0 + 1110= 10780; 

/^ + / ^ - 8 8 2 0 + 1960= 10780. •^с Ус 

6. Находим положение главных осей: 

I Y'i) 
t ga„ = ^^— или tg2a„ = 

I - I • I - I 

2559 
t g a „ = 0,332; а „ = 18°20'. 

" 8 8 2 0 - 1 1 1 0 

Угол отюгадываем от оси Хс по часовой стрелке, угол определяет 
положение главной оси U. 

З а д а ч а 2.1. Определить центральные моменты инерции (рис. 
2.14). 

З а д а ч а 2.2. Определить главные центральные моменты 
инерции сечения, представляющего собой прямоугольник, из кото-
рого вырезан круг (рис. 2.15). 
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у.. 

Хо=2.67 

У. 

10 

Уо 

fN 

d = i2eM 

И W / / 

я и 
R 
II л 

W 
Ш 1 

я и 
R 
II л 

ь = : го см ^ 

Рис. 2.15 

Рис. 2.14 

З а д а ч а 13. Вычислить главные центральные моменты инер-
ции и положение главных центральных осей (рис. 2.16). 

№20» 

ЮОжЮОкЮ 

Рис. 2.16 
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2.5. Моменты сопротивления 

Осевыми моментами сопротивления плоских фигур относитель-
но главных центральных осей, расположенных в плоскости фигур, 
называют отношения моментов инерции относительно этих осей к 
расстояниям от этих осей до наиболее удаленных точек фигур: 

W = ^ W =-
^ т а х ^ т а х 

Полярный момент сопротивления определяется по формуле 

Р т а х 

где Ртах - расстояние от полюса до наиболее удаленной точки пло-
ской фигуры. 

Моменты сопротивления измеряются единицами длины в треть-
ей степени (мм\ см^ и т.д.). 

Моменты сопротивления сложных фигур в отличие от моментов 
инерции нельзя вычислять как алгебраические суммы моментов 
сопротивления их частей. 
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3. КРУЧЕНИЕ 

3.1. Общие сведения 

Кручение - это такой вид деформации бруса, при котором в его 
поперечных сечениях возникает единственный внутренний силовой 
фактор - крутящий момент М ^ . 

Деформащм кручения возникает при нагружении бруса парами 
сил, плоскости действия которых перпендикулярны к его продоль-
ной оси. Моменты этих внешних пар будем называть внешними 
крутящими моментами и обозначать буквой Т. 

На рис. 3.1, а изображен брус, работающий на кручение под дей-
ствием приложенных к нему внешних крутящих моментов. Это ус-
ловное изображение моментов применено взамен показанного на 
рис. 3.1, б, где дано нагружение этого же бруса парами сил. 

Рис. 3.1 

Алгебраическая сумма внешних крутящих моментов равна нулю, 
т.е. брус находится в равновесии: = 0. При решении задач на 
кручение возникает необходимость построения эпюр крутящих мо-
ментов - Мк. 

3.2. Порядок построения эпюр крутящих моментов 

Эпюра крутящих моментов представляет собой график измене-
ния значений крутящих моментов по длине вала. 

а. На чертеже (рис. 3.2, а) указываются размеры вала, величины 
заданных моментов, а также их направление и принятые номера 
участков. 
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б. Величина крутящего момента на каждом участке определяется 
методом сечения (рис. 3.2, б). 

М к - 1 2 ; . 

Знак крутящего момента не имеет физического смысла. 

а) 

б) 

в) 

I й '^ т 

т, ъ 
г 

Ti 

Г, 
У 

T f т / 

у 

Г4 

Рис. 6.4 
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3.3. Проверка правильности построения эпюры 

а. На протяжении участка, где не приложены внешние моменты, 
крутящий момент постоянен, а эпюра представляет собой прямую, 
параллельную оси Z. 

б. В сечении, где приложен внешний момент, на эпюре - скачок 
на величину момента, 

3.4. Напряжения в деформации при кручении 
бруса круглого сечения. 

При кручении бруса в его поперечных сечениях возникают толь-
ко касательные напряжения: 

где fVp - полярный момент сопротивления сечения бруса, мм^. 
Для сплошного круглого сечения 

^ 16 

Угол закручивания бруса постоянного диаметра при одинаковом 
во всех поперечных сечениях крутящем моменте 

MJ 
GIp 

где I - длина рассматриваемого участка, мм; 
1р - полярный момент инерции, мм'': 

Р 32 ' ' 

G - модуль сдвига, для стали G = 8 • 10'' МПа. 
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Величина угла ф выражается в радианах. 

9 = — = — относительный угол закручивания, рад/м. 
/ GIp 

3.5. Расчёты на прочность и жёсткость при кручении 

Условие прочности 

^^^к ^ Г 1 

W, 

где [т] = 20...35 МПа (для сталей). 
На основании данной формулы могут проводиться три вида рас-

чётов. 
1. Проверка прочности (проверочный расчёт) 

Т<[т ] . 

2. Подбор сечения (проектный расчёт) 

W ^ A , d = 3 
16М„ 

= 3 
М . 

i т г Ы i 0 ,2 [т ] -

3. Определение допускаемого крутящего момента: 

Условие жёсткости 

GI„ ^ 

Если вычислить относительный угол закручивания в градусах на 
1 м длины вала, то 

Q O ^ I S O M , 

я GI„ 
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с помощью формулы условия жёсткости решаются три задачи, 
аналогичные задачам при расчётах на прочность. 

1. Проверка жёсткости (проверочный расчёт) 

е < [0]. 
2. Подбор сечения (проектный расчёт) 

/ „ > — Т . е . d > 4 J 
^ G[e] ]l 7гс[е 

Из двух значений диаметра, определённых по условиям прочно-
сти и жёсткости, должно быть принято большее. 

3. Определение допускаемого крутящего момента: 

П р и м е р 3.1. При [х] = 75 МПа проверить прочность вала, 
имеющего диаметр 70 мм. Вал передаёт мощность 150 кВт, враща-
ется с угловой скоростью со = 30 рад/с. 

Р е ш е н и е . Определяем крутящий момент, равный моменту, 
передаваемому валом: 

СО 30 

Наибольшее напряжение 

^ Р 3,14-70^ 
16 

П р и м е р 3.2. -Для ступенчатого стального бруса круглого по-
перечного сечения (рис. 3.3, а) построить: эпюры крутящих момен-
тов, максимальных касательных напряжений и углов поворота по-
перечных сечений. Поверить прочность бруса при [т] = 60 МПа. 
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а) 4кНм 

б) 

-ЗкН: 
В) 

-40,8 , рад-10' 

Г) 

-з.тз 
-2.49 

Рис. 3.3 

-14̂  

Р е ш е н и е . Эпюру крутящих моментов строим, начиная от 
свободного конца, что позволяет не определять реактивный момент 
в заделке. Проводим сечение в пределах первого участка, отбрасы-
ваем левую часть и рассматриваем равновесие правой части. 

м; = -г^ = ~\ кн-м. 

Аналогично на каждом участке: 

М " = М^ = - 1 кН • м; 

- ( ^ 1 - ^ 2 ) = - 1 + 2 = 1 к Н - м ; 
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м ^ = - Г2 + Гз ) = - 1 + 2 - 4 = - З к Н • м. 

Построение эгаоры крутящих моментов совершенно аналогично 
построению эгаоры продольных сил (рис. 3.3, б). 

Для нахождения опасного сечения строим эпюру максимальных 
касательных напряжений: 

_ М^ 
Т^тах - _ ' 

^^ Р 

где . 

м1 -МО^-10^ _ К _ 
nd\ 3,14-60^ 

16 16 

= -23,6 МПа; 

- М О ^ - 1 0 ^ ЛЛОЛ^ГГ 
Tji = — V = ^ = -40,8 МПа; 

3,14-50^ 

16 16 

х„1 = - т ц = 40,8 МПа; 

Tjv = — V = ^ = 10 МПа; 
3,14-80^ 

16 

- 3 - 1 0 ^ 
4-8 
16 

x v - ^ - = - 3 0 М П а . 
%d\ ЗД4-80^ 

6 0 



Ординаты эпюры Xmax откладываем в ту же сторону, что и соот-
ветствующие ординаты эгаоры Mr. Знак касательного напряжения 
при расчёте на прочность никакой роли не играет (рис. 3.3, в). 

Опасными оказались поперечные сечения участков II и III. Таким 
образом, опасными оказались не те сечения, в которых крутящий 
момент максимален. Условие прочности Тщах ^ ['т] выполняется. Оче-
видно, что материал бруса использован нерационально, даже в опас-
ном сечении максимальное напряжение на 32 % ниже допускаемого. 

Эпюру углов поворота строим, начиная от защемлённого конца. 
Ординаты этой эпюры дают в выбранном масштабе величины углов 
поворота соответствующих поперечных сечений бруса (рис. 3.3, г): 

М ^ а ^ 3-10^-400 ^ , , , 

^^Р о 3,14-80^ 
ф = ^ _3 73 .10-^ рад; 

Р 8 - 1 0 ^ 
32 

Ц>0 = Ф̂ ^ +<PD-K = -3,73-10-3 ^ -2,49-10-3 рад; 

32 

Фс = Ф£) + Фс-D = -2 ,49 • 10-3 + =5,63-10~3 рад; 

32 

Фв = Фс +Ф5-С = 5,63-10-3 = -2,49-10-3 рад; 
g . i o ^ . M l : ! ^ -

32 

Ф^ = <Рв+<?А-в = -2,49-10-3 ^ = - 1 4 , 2 - 1 0 - 3 р ^ 
s . i o ^ . M i : ^ 

32 
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П р и м е р 3.3. Вал диаметром J = 60 мм имеет nacTOiy враще-
ния п = 600 об/мин. Определить из расчётов на прочность и жёст-
кость допускаемую величину мощности, которую может передать 
вал, если [т] = 35 МПа; [9] = 0,4 град/м; 0 = 8 10" МПа. 

Решение. Допускаемый по условию прочности, крутящий мо-
мент, равный в данном случае передаваемому валом вращающему 
моменту, будет 

nd' 

1 б 
3,14-60^ 

16 
•35 = 

- 1 4 8 5 - 1 0 % - м м = 1485Н-м. 

Определим допускаемый момент из расчета на жесткость: 

[rf = [М̂  f = GI [е] = 8,0 • 1 • ^ ( 6 0 • 1 ^ • 0,4 = 
32 

= 7 1 0 Н м . 

180 

Множитель 
л 3,14 

служит для перевода 9 из град/м в 
180 180 

рад/м. 
Окончательно принимаем меньшее из двух значений [7] = 710 Н м. 
Соответствующую мощность найдем по формуле 

И = [7']со = [Г = П О ^ А ^ = 44,6.10^ Вт = 44,6 кВт. 
30 30 

При принятом значении допускаемого момента максимальные 
касательные напряжения в поперечном сечении вала 

' '•тзх 
710-10 ' 

Wp 3,14-60^ 
16 

- 1 6 , 7 МПа. 
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П р и м е р 3.4. Определить диаметр вала, передающего мощ-
ность Р = 90 кВт. Угловая скорость вала ® = 12 рад/с. Допускаемый 
относительный угол закручивания [9] = 0,009 рад/м, допускаемое 
напряжение [т] = 40 МПа, G = 8 • Ю" МПа. 

Р е ш е н и е . Крутящий момент, возникающий в любом попереч-
ном сечении вала, равен передаваемому валом вращающему моменту: 

М^-Т = — = = 7,5-10 Н - м . 
со 12 

Из условия прочности 

d = 3/ ^ = 3| ' = 98,5 мм. 
7Г 3 , 1 4 - 4 0 

Из условия жесткости 

d = 4 
3 2 М , 

4 = 4 
3 2 - 7 , 5 - 1 0 ^ -10^ 

Р,14-8 -10 '^ -9 -10 - 6 
= 101,5 мм. 

Окончательно принимаем 102 мм. 
П р и м е р 3.5. Проверить прочность ведущего и ведомого 

валов редуктора, приняв [т] = 25 МПа (рис. 3.4). Передаваемая мощ-
ность Р = 15 кВт. Угловая скорость вала электродвигателя 
щ = 720 об/мин, zi = 20, zj = 60, di = 40 мм, di = 50 мм. Коэффици-
ент полезного действия передачи ri = 0,96. 

Р е ш е н и е . Угловая скорость ведущего вала 

со 
3 , 1 4 - 7 2 0 ^ 5 р а д 

3 0 3 0 ' с 

Крутящий момент на валу 1 

т Р 15-10^ 
М ] =!,= — = 

' ' СО 75,5 
= 1 9 9 Н - м . 

63 



Рис. 3.4 

Проверяем прочность этого вала: 

М, 199-10^-16 
т, = — ~ = г - = 15,8 МПа < 

Wp, ЗД4-403 

Крутящий момент на валу 2 

М2 =Т2 = М^иг] = М^^ц = 199-10^ ~-0,96 = 573-10^К-ыи 

= 5 7 3 Н - м . 

Проверим прочность вала 2: 

М . 573 10^-16 
То = — ~ = т - = 23,4 МПа < 

ЗД4.503 
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З а д а ч а . На валу насажены четыре шкива, из которых шкив А 
получает от двигателя мощность РА = 60 кВт, а шкивы В,С nD пе-
редают рабочим машинам мощности Рв = 25 кВт, Рс = Ю кВт, Ро = 
= 25 кВт. Угловая скорость вала ю = 15 рад/с. Построить эпюру кру-
тящих моментов, определить диаметр вала при [т] = 25 МПа, найти 
углы поворота сечений D, В и С вала. Расстояние между шкивами 
/ = 1 м, G = 810'' МПа. Поменять местами шкивы А а В. Как изме-
нится величина крутящего момента? 

П р и м е ч а н и е . Для определения углов закручивания надо 
руководствоваться правилом: угол закручивания отсчитывается от 
сечения вала в месте расположения ведущего шкива Л. 
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4. ПРЯМОЙ ИЗГИБ 

4.1. Основные понятия 

На гогиб работают балки, оси, валы и другие детали конструкций. 
Прямым изгибом называется вид изгиба, при котором изгибаю-

щие моменты, возникающие в поперечных сечениях бруса, дейст-
вуют в плоскости, совпадающей с одной из главных плоскостей 
бруса (рис. 4.1). 

LLJ 
Плоскость действия 

I нагрузки 
м X 

Рис.4.1 

Прямой изгиб будет иметь место в двух случаях: либо когда си-
лы лежат в плоскости 20Y, либо когда все силы лежат в плоскости 
ZOX. 

В дальнейшем будем предполагать, что все силы приложены в 
плоскости ZOY и перпендикулярны к оси Z. 

4.2. Поперечные силы и изгибающие моменты 

В сечениях балок при прямом изгибе возникают два внутренних 
силовых фактора: поперечная сила Qy и изгибающий момент М^, 
Внутренние силовые факторы зависят от внешней нагрузки и изме-
няются по длине балки. 
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Законы их изменения описываются некоторыми уравнениями, 
где аргументами являются координаты z поперечных сечений бал-
ки, а функциями - Q u M . 

Эпюры изгибающих моментов и поперечных сил строятся ана-
логично эпюрам продольных сил и крутящих моментов. 

Правило знаков для изгибающих моментов и поперечных сил 

Изгибающий момент принято считать положительным, если внеш-
няя нагрузка изгибает балку выпуклостью вниз или стремится по-
вернуть левую часть балки по направлению часовой стрелки, а пра-
вую часть - против часовой стрелки (рис. 4.2). 

Поперечная сила считается положительной, если сумма внешних 
сил, лежащих по левую сторону от сечения, дает равнодействую-
щую, направленную вверх (рис. 4.3), а по правую сторону - вниз. 

+ м г^ м м 

® 

1 4 
I I 
I I 
I I 

Рис. 4.2 

б 

® 
i 

е е 

Q 

Рис. 4.3 

т 
Зависимость между изгибающим моментом, поперечной силой и 

интенсивностью сплошной нагрузки q получены Д.И. Журавским в 
следующем виде: 

d^M ^ d g 

dZ^ ~ dZ 
= q. 
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4.3. Эпюры поперечных сил я изгибающих моментов 

Для наглядного изображения распределения вдоль оси балки по-
перечных сил и изгибающих моментов строят эпюры, которые дают 
возможность определить опасное сечение балки и установить зна-
чения поперечной силы и изгибающего момента в этом сечении. 

Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов можно строить 
двумя способами. 

Первый способ заключается в том, что сначала составляют ана-
литические выражения поперечных сил и изгибающих моментов 
для каждого участка как функций текущей координаты z попереч-
ного сечения: 

6 = / i ( z ) ; M=f2{z) . 

Затем по полученным уравнениям строят эпюры. 
Второй способ заключается в построении эпюр по характерным 

точкам и значениям поперечных сил и изгибающих моментов на 
границах участков. Применяя этот способ, в большинстве случаев 
можно обойтись без составления уравнений поперечных сил и из-
гибающих моментов. При наличии некоторого опыта второй способ 
является предпочтительным. 

4.3.1. Методика решения задач на построение эпюр 
поперечных сил и изгибающих моментов 

1. Составляются уравнения равновесия балки, решением кото-
рых затем определяются значения опорных реакций. 

2. Балка разбивается на отдельные участки, в пределах которых 
закон изменения Q и М имеет постоянное значение. 

3. Составляются уравнения изгибающих моментов М и попереч-
ных сил Q. 

4. По полученным уравнениям вычисляются ординаты эпюр для 
ряда сечений в количестве, достаточном для изображения этИх эпюр. 

5. Определяются сечения, в которых действуют моменты Мщах и 
Мт\п, И вычисляются значения этих моментов. 

6. По полученным данным строятся эпюры. 
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П р и м е р 4.1. Построить эпюры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов для балки, шарнирно закрепленной двумя концами и 
нагруженной сосредоточенной силой (рис. 4.4, а). 

а) 

А 

б) 30 

в) 

г - ^ J 
С 

j£L. 

1 

Ли. 

® кН 

I 1 1 1 I n e i i и iO 

Рис. 4.4 

Р е ш е н и е . Выбираем систему координат с началом на левом 
конце балки. 

1. Балку разбиваем на участки. В данном примере границами 
участков являются точка С, в которой приложена сосредоточенная 
сила 40 кН, а также опоры А и В. Следовательно, данная балка со-
стоит из двух участков. 

2. Определим опорные реакции RA И RB, составив уравнения мо-
ментов относительно опор А и В: 

YMA = 0; -F-AC + RB-AB = 0; - 4 0 - 1 + Rg-^ = 0; 

F-AC 4 0 1 
AB 

= 10 KH; 
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YMB = 0; -RA-AB+FCB = 0; + 4 0 3 = 0; 

JB 4 

Проверим правильность определения реакций, составив уравне-
ние проекций на ось 

1 7 = 0; Ra + Rb-F=^0- , 10 + 3 0 - 4 0 = 0. 

Полученное тождество говорит о том, что реакции определены 
правильно. Проверку найденных реакций производить обязательно, 
так как ошибка в определении опорных реакций приведет к ошиб-
кам в построении эпюр изгибающих моментов и поперечных сил. 

3. Построение эпюр поперечных сил. 
На первом участке проводим сечение 1-1 на расстоянии zi от 

опоры А. Мьюленно отбросив правую часть от сечения, рассматри-
ваем равновесие левой части, записываем уравнение равновесия: 

QI-RA = 30KR. 

Далее в пределах второго участка (между точками С И В) прово-
дим сечение 2-2 на расстоянии za и также записываем уравнение 
равновесия: 

02 = ^^ - 3 0 - 40 = - 1 0 кН. 

То же значение получим, если рассмотрим часть балки, распо-
ложенную справа от сечения 2—2, тогда 

Найденные значения отложим на эпюре. В точке приложения со-
средоточенной силы эпюра имеет скачок, численно равный этой 
силе (в нашем примере -40 кН) (рис. 4.4, б). 

4. Построение эпюры изгибающих моментов. 
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в любом сечении 1—1 на первом участке выражение для изги-
бающего момента имеет вид 

Ml = Ra'ZU 

причем О < zi < 1. Поскольку Z] содержится в этом уравнении в пер-
вой степени, эпюра моментов будет представлять собой прямую 
линию. Для построения эпюры М достаточно найти значения мо-
ментов на границах участка, т.е. при zi = Onz] = \ : 

при Zi = О М] = 0; 
npHZi = lM Ml = 30-1 = 30 кН-м. 
Для определения изгибающего момента в сечении 2—2 проще 

рассмотреть правую часть балки, на которую действует одна сила. 
Проведем сечение 2'-2'. Отбросив мысленно левую часть от сече-
ния, запишем уравнение моментов в оставшейся части относитель-
но сечения 2'—2': 

M ^ = 1 0 - z ' 2 , 0 < z ^ < 3 ; 

при Z2 = о M j = 0; 

при Z2 = 3 м М'2 = 30 кН-м. 
По полученным данным строим эпюру М. Наибольшее значение 

момента будет под сосредоточенной силой: Мщах "" 30 кН'М. Это 
сечение будет опасным (рис. 4.4, в). 

П р и м е р 4.2. Построить эпюры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов для данной балки (рис. 4.5, а). 

Р е ш е н и е . 
1. Определение опорных реакций: 

ZMa = 0-, - 4 0 - 2 - 3 0 - 7 + 1 0 = 0 ; Rb = 29 кН; 

Z M b = 0 ; + 4 0 - 8 + 3 0 - 3 = 0 ; i?^ = 4 l K H . 

Проверка: i ; 7 = 0 ; 29 + 41 - 4 0 - 3 0 = 0. 
2. Значения поперечных сил: 

ei=i?^ = 4lKH; Q2= Ra"Fi = 41-40= I kR; 

Q3 = -Rb =-29 KH. 

Строим эпюру Q (рис. 4.5, б). 
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Рис. 4.5 

Наибольшее значение поперечной силы по абсолютной величине 
в данном примере Qmax = 41 кН. 

3. Нахождение значений изгибающих моментов: 

MI=RA-zi, 0<zi<2; 

npHZi = 0 Ml = 0; npHZi = 2 M=41-2 = 82KHM; 

M2 = Ra-Z2-40(z2-2) ; 2 <23 < 7 ; 

при 22 = 2 Мг = 82 кНм; 
при 22 = 7 М2 = 87кН-м; 

M3=RB-Z3; 0<ZJ<3; 

при2з = 0 Мз = 0; 
при 2 3 = 3 Мз = 87 кН м. 
Строим эпюру изгабающих моментов^Мпах = 87 кН м (рис. 4.5, в). 
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П р и м е р 4.3. Построить эгаоры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов для балки, показанной на рис. 4.6, а. 

а) 

б) 

в) 
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Т Ш Т Г Т г г г т ^ 

Рис. 4.6 

Р е ш е н и е . 
1. Нахождение опорных реакций: 

YMA = 0-, -4+RB-4 = 0-, I?5=LKH. 

To есть реакция R^ должна быть направлена в противоположную 
сторону (вниз). 

Проверка: 0; - 1 + 1 = 0. 
2. При определении поперечных сил внешний момент не влияет 

на построение эгаоры. 

Если идти справа (рис. 4.6, б): 

= = КН. 
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3. Нахождение изгибающих моментов. Балка разбивается на два 
участка. В пределах первого участка 

M^^-RA-zu 0 < z i < 2 ; 

при Z] = о Ml = 0; 
при Z1 = 2 м Ml = -2-1 = - 2 кН-м. 
На втором участке проводим сечение на расстоянии Z2 от правой 

опоры. 

M2 = RB-Z2, 0 < 2 2 < 2 ; 

при22 = 0 М2 = 0; 
при22 = 2 м М2 = 1-2 = 2 кН-м. 
Строим эпюру М (рис. 4.6, в). 
Наибольшее значение момента в поперечном сечении балки по 

абсолютной величине Мтах = 2 кИ м. Скачок на эпюре моментов на 
величину 4 кН-м соответствует внешнему моменту. 

П р и м е р 4.4. Построить эпюры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов для балки, показанной на рис. 4.7, а. 

а) 

б) 

в) 

^ _ т^гкНмт^кИм Rb 

Рис. 4,7 

Р е ш е н и е . 
1. Нахождение опорных реакций. Внешние нагрузки уравнове-

шивают друг друга, поэтому Ra = Rb = 0. 
2. Эпюра поперечных сил изображается прямой, совпадающей с 

осью балки, т. е. Qy на всей длине балки равна нулю: Qy = 0 (рис. 4.7, б). 
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3. Построение эпюры изгибающих моментов. Крайние участки 
имеют нулевое значение моментов, так как Ra = Rb = 0. На среднем 
участке значение момента постоянно: М2 = 2 кН-м (рис. 4.7, в). 

П р и м е р 4.5. Построить эпюры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов для балки, показанной на рис. 4.8, а. 

а) 

б) 

в) 

0 1 ф I 
В 2 I I I I I I ' J I I I M 

Рис. 4.8 

Р е ш е н и е . 
1. Нахождение опорных реакций, 

Х М ^ = 0 ; К в - 4 - д • 2 - 3 = 0-, Лв = 6кН-м; 

Х М ^ = 0 ; -RA-4 + q-2-l=0; Ra = 2kH-u. 

Проверка: ^ 7 = 0 ; 6 + 2 - 4 - 2 = 0. 
2. Определение поперечных сил. 

Qx=RA = 2KU; Q2 = -RB + Q-ZR, 0<Z2<2; 

при Z2 = о 62 = -Rb = -6 кН; 
при 22 = 2 02 = - 6 + 4-2 = 2 кН. 
Определим также величину Z2, при которой поперечная сила прини-

мает нулевое значение. Поперечная сила принимает нулевое значение 
в пределах второго участка. Приравняв Qi нулю, найдём значение Zi. 

Q2 = RB + q-Z2 = 0; Z2=1,5M. 
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3. Определение изгибающих моментов. 

Mi=Ra-Zx, . 0 < z , < 2 ; 

при 2] = о М] = 0; 

при zi = 2 м Ml = 2-2 = 4 кН-м; 

M2 = R B - z i - q - Z 2 - 0 < Z 2 < 2 ; 

при Z2 = о Мг = 0; 2 при Z2 = 2 Мг = 6 • 2 - 4 • 2 • - = 4 кН-м. 

Изгибающий момент на этом участке изменяется по закону 
квадратичной параболы. При построении эпюр моментов на сжатых 
волокнах выпуклость параболы направляется навстречу интенсив-
ности. При нулевом значении поперечной силы необходимо нахо-
дить значение момента в этом сечении, т. е. при 

Z2= 1,5 м М2 = 6 - 1 , 5 - 4 - 1 , 5 • ^ = 4 , 5 2 к Н - м . 

Это сечение при Z2 = 1,5 м является наиболее опасным: 

Мтах = 4,52 кН-М. 

П р и м е р 4.6. Построить эпюры поперечных сил и изгибаю-
щих моментов для балки, защемлённой одним концом и нагружен-
ной согласно рис. 4.9, а. 

Р е ш е н и е . В балках с заделкой рациональнее не определять 
опорные реакции, а проводить сечения, начиная от свободного кон-
ца балки, т. е. выберем начало координат в точке С. 

1. Определение поперечных сил. 
Поперечная сила в сечении 1-1 

Q = qzu 0 < z i < 2 ; 

при zi = о 01 = 0; 
при Zi = 2 m 01 = 1- 2 = 2 кН. 
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Рис. 4.9 

Второй участок: 

= 2 = 1 - 2 = 2 кН. 

Распределенная нагрузка действует на длине 2 м. 
По данным значениям строим эпюру. 
2. Определение изгибающих моментов: 

0 < z i < 2 ; 

при Zi = о Ml = 0; 
2 

при Zi = 2 м Ml = -1 • 2 • — = - 2 кН-м. 

Выпуклость параболы направляем навстречу действию распре-
деленной нагрузки. Можно найти промежуточное значение момента 
при Z] =1,5 м, тогда 

M i = - 1 • 1,5- 1 , 5 / 2 = - 1 Д 2 5 к Н - м . 
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На втором участке 

M2 = ~q-2-{z2-\) + m, 2<Z2<4; 

при 22 = 2 м Мг = 2 кНм; 
при Z2 = 4 м Мг = - 2 кН-м. 
По данным значениям строим эпюру моментов (рис. 4.9, в). 
Наибольшее значение момента в поперечном сечении балки по 

абсолютной величине равно 2 кН-м. Опасным может быть сечение в 
точке В или же сечение в точке А. 

В ы в о д ы 

Для эпюры поперечных сил: 
1. На участках, нагруженных равномерно распределенной на-

грузкой, эпюра - наклонная прямая; наклон этой прямой к оси бал-
ки зависит от интенсивности нагрузки. 

2. На участках, свободных от распределенной нагрузки, эпюра -
прямая, параллельная оси балки. 

3. В сечениях балки, где приложены сосредоточенные силы, на 
эпюре поперечных сил имеются скачки, равные величинам прило-
женных сил. 

4. В сечениях, где приложены сосредоточенные пары сил, значе-
ние поперечной силы не изменяется. 

Для эпюры изгибающих моментов : 
1. На участках, несущих равномерно распределенную нагрузку, 

эпюра моментов - квадратичная парабола. Выпуклость параболы 
направлена навстречу нагрузке. 

2. На участках, свободных от равномерно распределенной на-
грузки, эпюра моментов - прямая линия. 

Под сосредоточенными силами на эпюре получаются изломы, 
т. е. для нескольких смежных участков эпюра изгибающих момен-
тов - ломаная лршия. 

3. В сечении балки, где приложена сосредоточенная пара сил, на 
эпюре изгибающих моментов имеется скачок, равный величине мо-
мента приложенной пары сил. 
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4. На участках, где поперечная сила равна нулю, балка испыты-
вает чистый изгиб и эпюра изгибающих моментов - прямая, парал-
лельная оси балки. 

5. Изгибающий момент получает максимальное значение в од-
ном из сечений балки, где изменяется знак поперечной силы. 

4.3.2. Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов 
по характерным точкам 

На основании существующей зависимости Ми Q между собой и 
внешней нагрузкой можно обходиться без составления уравнений 
изгибающих моментов и поперечных сил для каждого участка бал-
ки. Достаточно вычислить ординаты эпюр для характерных сечений 
и соединить их линиями. Характерными являются сечения балки, 
где приложены сосредоточенные силы и моменты (включая опор-
ные сечения), а также сечения, ограничивающие участки с равно-
мерно распределенной нагрузкой. Для определения максимальных 
значений изгибающих моментов дополнительно вычисляют момен-
ты в сечениях, где поперечные силы равны нулю. 

Последовательность действий при построении 
эпюр поперечных сил и изгибающих моментов 

по характерным точкам 

1. Определить опорные реакщш. Произвести проверку. 
2. Разделить балку на участки. 
3. Определить характер эпюры поперечных сил на каждом участке. 
4. Вычислить поперечные силы в xapaicrepHbix сечениях и по-

строить эпюру. 
5. Определить характер эпюры изгибающих моментов на каждом 

участке. 
6. Вычислить изгибающие моменты в характерных сечениях и 

построить эпюру. 
П р и м е р 4.7. Построить эпюры Q и Л/для консольной балки 

(рис. 4.10, а). 

79 



а) 

б) 

в) 

т т т п г п 

Ш т^ЗиЯ-н 

0 5 

® д 
с 

® 
л 

-4 
- 2 

Рис. 4.10 

Р е ш е н и е . Строим эшорьг, начиная от свободного конца бал-
ки, что позволяет не определять опорные реаищи в заделке. Харак-
терными являются точки А, В, С, D, Е. 

1. Вычисляем значения поперечных сил в сечениях, соответст-
вующих указанным точкам. 

В сечении А QA = 0, так как здесь к балке не приложена сосредо-
точенная сила. На участке 1 Q меняется по линейному закону. Для 
построения этой части эпюры надо знать два значения Q, одно из 
них известно. Определяем Q в сечении В как сумму сил, приложен-
ных к балке слева от этого сечения: 

QB = -q-2a = - \ • 4 = --4кН. 

На участках 2 иЗ распределенная нагрузка: отсутствует, следова-
тельно, сохраняется то же значение поперечной силы: 

QI = QI = QB. 
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Наличие сосредоточенной пары сил на эпюре Q не отражается. В 
сечении D на эпюре Q имеется скачок вверх на величину прило-
женной силы, и правее этого сечения 

e4 = - ^ - 2 a + F = - l • 4 + 2 = - 2 к Н . 

Строим эпюру поперечных сил (рис. 4.10, б). 
2. Определение изгибающих моментов. 
На свободном конце балки М^ = О, так как сосредоточенной пары 

сил в сечении А нет. На участке 1 момент изменяется по квадратич-
ному закону. Эпюра обращена выпуклостью навстречу нагрузке. 

В сечении В 

Мв^-Ч'2а • а = -2q • ср- = -2 • 1 • 4==-8кН-м. 

На участке 2 момент изменяется по линейному закону {Q2 = const). 
Находим момент в сечении, бесконечно близком (слева) к точке С: 

= = 1 •4 = -16кН-м. 

В сечении С на эпюре М скачок вверх соответствует величине 
момента приложенной пары. Бесконечно близко справа от сечения С 
изгибающий момент равен алгебраической сумме момента от рас-
пределенной нагрузки и момента т пары сил: 

Мс'^^ = ~q-2a-2a + m=~l •4-4 + 3=-13кН-и. 

На участке 3 момент изменяется по линейному закону. В сече-
нии D имеем 

+ = • 4 - 6 + 3 = - 2 1 кН-м. 

На участке 4 момент в сечении Е определяется выражением 

M£ = - ^ - 2 a - 4 a + m + F - flf = - l - 4 - 8 + 3 + 2 - 2 = -25 кН-м. 

Под сосредоточенной силой на эпюре моментов должен бьггь из-
лом. По найденным значениям строим эпюру М(рис. 4.10, в). 
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П р и м е р 4.8. Построить эпюры Q n M для двухопорной бал-
ки (рис. 4.11, а). 

а) 

б) 

в) 

Рис. 4.11 

Р е ш е н и е . 
1. Определение опорных реакций. 

-1 • 4а • 2a-Fi • Аа-т-Рг • ва + Кв • 5а = 0; 

- 2 - 4 1 - 2 - 1 - 2 - 4 1 - 4 - 1 - 6 - H - R b - 5 = 0; 

RB = 6,8 кН. 

= О; -RA-5a + q- Аа-Ъа + Р\- а-т-Рг- а = 0-, 

- i ? ^ - 4 + 2 - 4 - 3 + 2 - 4 - l = 0 ; 

RA = 4,2 кН. 

£ 7 = 0 ; 6,8 + 4 , 2 - 2 - 4 - 2 - 1 = 0 ; 0 = 0. 

2. Строим эпюру поперечных сил. 
На участке 1 Q изменяется по линейному закону. Для построе-

ния эпюры на этом участке надо найти еще одно значение Q в сече-
нии, взятом бесконечно близко слева от точки С: 
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- 4 0 - 4 , 2 - 2 •4 = - 3 , 8 к Н . 

В этом месте на эгаоре Q получается скачок на величину F\-l кН, 
и далее правее этого сечения Q сохраняет постоянное значение до 
опоры В\ 

= 02 = - 3 , 8 - 2 = -5 ,8 кН. 

В сечении Ъ имеется скачок вверх на величину R^ - 6,8 кН,и на 
участке 3 поперечная сила остается постоянной: 

03 = - 5 , 8 + 6 , 8 = 1 кН. 

По полученным данным строим эпюру Q (рис. 4.11, б). 
3. Строим эпюру изгибающих моментов. 
В сечении^ = 0. 
На участке 1 изгибающий момент изменяется по квадратичному 

закону. В сечении, где эпюра Q проходит через ноль, эпюра М (пара-
бола) имеет максимум. Найдем абсщ1ссу zq сечения, в которой Q = 0 . 

61 = 4 , 2 - ^ - 2 0 = 0; ZO = 4 , 2 / 2 - 2 , 1 M ; 

Мшах = /г^ • Z0 - q- • Z0 • Z0 / 2 = 4,2 • 2,1 - 2 • 2,1^ / 2 = 4,41 кН-м. 

Определим изгибающий момент в сечении С: 

Mc = i ? ^ - 4 a - ^ - 4 a - 2 a = 4 , 2 - 4 - 2 - 4 - 2 = 0,8 кН-м. 

По трем найденным значениям Мна участке 1 приближенно стро-
им параболу. 

Оставшуюся часть эпюры удобнее строить начиная с правого 
конца балки, Мд = 0. 

На участке 3 изгибающий момент изменяется по линейному за-
кону. В сечении, расположенном справа от опоры В\ 

= = кН-м. 

В сечении В на эпюре М получается скачок на величину /и = 4 кН м, 
причем если эпюра строится начиная справа, скачок получается 
вниз, так как момент изгибает правую оставшуюся часть балки вы-
пуклостью вверх. В сечении, бесконечно близком к J5 и лежащем 
слева от него: 
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Соединяем прямой точки эпюры на границах участка 2 (рис. 4.11, в). 
Параболический и прямолинейный участки эпюры М на границе 
участков 7 и 2 не имеют плавного сопряжения. 

Задачи для самостоятельного решения 

Построить эпюры Q и Мдля следующих балок (рис. 4.12). 

" u m m m i i u ' 

2 М 4 М ^ 2М \ 

2VKH-M 

1 кН 
/ м 

2 М 

+ H f H H 

2 М 2 М 
4 кН-м 2 KW 

2 КН-т 1 кН'М 

Рис. 6.4 
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4.4. Нормальные напряжения при изгибе. 
Расчет балок на прочность 

Для оценки прочности балок в подавляющем большинстве слу-
чаев решающую роль играют нормальные напряжения а, которые в 
произвольной точке поперечного сечения могут быть определены 
по формуле 

М 
^ 

где М - изгибающий момент в рассматриваемом сечении; 
1х - момент инерции сечения относительно нейтральной оси; 
у - расстояние от нейтральной оси до точки, в которой опреде-

ляется напряжение. 
Наибольшие нормальные напряжения возникают в точках, мак-

симально удаленных от нейтральной оси: 

М М М 
= 

max J max г 
^х К 

У, max 

где = — осевой момент сопротивления или момент со-

У max 
противления изгибу. 

При изгибе так же, как и при других видах деформации, встре-
чаются три вида задач расчета на прочность: 

1. Проверочный расчет 

М 
<̂ max ^ ^ -
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2. Подбор сечения балки 

Момент сопротивления Wx зависит от формы и размеров сечения 
балки; задаваясь формой сечения (прямоугольник, круг, двутавр и 
т.п.), можно найти требуемые размеры сечения. 

3. Определение наибольшего допускаемого изгибающего момента 

l^max 

Если поперечное сечение балки несимметрично относительно 
нейтральной оси, а балка изготовлена из материала, одинаково со-
противляющегося растяжению и сжатию, расчет на прочность надо 
вести по наиболее удаленным волокнам независимо от того, возни-
кают в них растягивающие или сжимающие напряжения. 

Когда материал балки различно сопротивляется растяжению и 
сжатию, вместо одного уравнения условия прочности надо соста-
вить два. Одно - для растянутых волокон: 

М, max < 
Г . 

а другое - для сжатых: 

М, max < - с ] . 

Касательные напряжения при изгибе определяются по формуле 

И-Ъ 

где Qy - поперечная сила в рассматриваемом поперечном сечении 
балки; 

86 



S'x - статический момент относительно нейтральной оси части 
площади поперечного сечения, лежащей выше (или ниже) уровня у, 
на котором определяется напряжение; 

b - ширина поперечного сечения на расстоянии у от нейтраль-
ной оси. 

Максимальное касательное напряжение в прямоугольном сечении 

'max 2 А 

Максимальное напряжение в круглом сечении 

4 Qmax 
'̂ max 

Проверка прочности балки по касательным напряжениям произ-
водится по условию 

"max 
_ !̂ max • < j 

h-k '0 

где So - статический момент части сечения, лежащей выше ней-
тральной оси; 

bo - ширина сечения на нейтральной оси; 
[т] - допускаемое касательное напряжение. 

П р и м е р 4.9. Проверить прочность балки по нормальным на-
пряжениям, если [а] = 160 МПа (рис. 4.13). 

/ffw^ 2M 

®кИ<м 

fi'lSiUt 

Рис. 6.4 
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Для заданной балки строим эпюру изгибающих моментов. Опас-
ное сечение проходит через правую опору. 

Вычислим момент инерции и момент сопротивления сечения от-
носительно нейтральной оси: 

, 6010С? 20-4(Я 4 
— — = 49-1(г ММ ; 

12 12 

"" h 50 

Нельзя вычислять момент сопротивления как разность моментов 
сопротивления наружного и внутреннего прямоугольников. 

Наибольшие нормальные напряжения в опасном сечении 

98 10' 

П р и м е р 4.10. Вычислить коэффициент запаса прочности для 
опасной точки балки, если предел текучести ее материала От = 
= 240 МПа (рис. 4.14). 

J!£L 

Ы'60 

Рис. 4.14 

Р е ш е н и е . Для пластичного материала коэффициент запаса 
прочности определяется как отношение предела текучести к макси-
мальному напряжению, т.е. 
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'max 

Наибольшие нормальные напряжения в сечении заделки 

М„ 
^тах 

'max _ 2,5-10^ 2,5-10^ 

nd^ 3,14-60^ 
32 32 

240 
= 1,9 . «т = = 1,9 . 

^ 121 
= 1,9 . 

= 121МПа. 

П р и м е р 4.11. 1. Подобрать сечение стальной балки в трех 
вариантах (рис. 4.15): 

а) прокатный двутавр; 

б) прямоугольник с отношением сторон ~ ^ ' 

в) круг. 
2. Определить отношения весов балок прямоугольного и кругло-

го сечения к весу балки двутаврового сечения, [о] = 160 МПа. 
3. Проверить подобранные в трех вариантах сечения балки по 

касательным напряжениям, [т] = 96 МПа. 

Рис. 6.4 
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Р е ш е н и е . Находим опорные реакции и строим эпюры QtaM. 
Момент сопротивления 

ммЗ =234смЗ. 

[а] 160 

а) Прокатный двутавр. 
Номер двутаврового сечения, имеющего момент, близкий к тре-

буемому, определяем по таблице сортамента (ГОСТ 8239-89). При-
нимаем двутавр 20а, имеющий Wx = 232 см^ w.Ax- 35,5 см^. 

4 = 2550см'^; 
5'х= 131 см^ 
d = 5,4 мм; 
6 = ПО мм. 

б) Прямоугольное сечение: 

h 4 ^ 3 , b h^ 3h h^ h^ 3 

Л = ^ 8 - 2 3 4 =12,3 с м ; 6 = - - 1 2 , 3 = 9 ,2см; 
4 

=12,3-9,2 = 113 с м ^ 

в) Круг: 

W л J32-234 ЦТ = 234; <2=3 -=13,4см; 32 i 3,14 

. n -d^ 3,14-13,4^ ^̂ ^ 2 Лз = = = 141 см . 
3 4 4 
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Отношение весов (равно отношению площадей) 

= 3,18; = ^ — 3 , 9 7 . 
4 35,5 4 35,5 

Следовательно, балка прямоугольного сечения тяжелее двутавро-
вого в 3,18 раза, круглого - тяжелее двутаврового сечения в 3,97 раза. 

Проверим касательные напряжения, gmax = 25-10^ Н. 
а) Двутавровое сечение: 

, ^ g m a x - ^ . , 2 5 - 1 0 ^ - Ш - Ю ^ г 1 

b - ширина сечения двутавра, где касательные напряжения име-
ют максимальное значение, т.е. на нейтральной оси, а это размер 
J = 5 , 4 m m . 

б) Прямоугольное сечение: 
/г= 123 мм; Ь = 92мм. 

2 А. 2 123-92 

в) Круглое сечение: 
d = 13,4 с м = 134 мм. 

3 А, 3 3,14-1342 

П р и м е р 4.12. Для заданной деревянной балки (рис. 4.16): -
1. Построить эпюры Q и М. 
2. Проверить прочность балки по нормальным и касательным на-

пряжениям, [о] = 11 МПа, [т] = 1,2 МПа. 
3. Определить нормальное и касательное напряжение для точки К 

сечения. 
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(К^м 

1 ФнИ 

M I I I ^ M N 

2.4 

а 2 

ш . 

Рис. 4.16 

Р е ш е н и е . Максимальный изгибающий момент 

Мчах = 2,4 кН-М. 

Момент сопротивления 

= 240.10^ ммЗ. 
6 6 

Максимальное нормальное напряжение 

а 
2,4-10= 

max 
240-10^ 

Максимальное касательное напряжение 

= 1 0 М П а < [ а ] . 

"̂ тах 
3 бп 3 6 1 0 3 

2 2 100-120 
-0 ,75МПа<[1 

Определяем нормальное напряжение в точке К сечения п-п, про-
веденного на расстоянии 0,36 м от правой опоры: 
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п-п _ -'"jc ,, . 
Ук^ 

м ; " " = 4 - 0 , 3 6 = 1,4 кН-м. 

Расстояние от нейтральной оси до точки К 

120 
jV/f = 48 = 12 мм . 

Момент инерции сечения и нормальное напряжение в точке К 

, b-h^ 100-120^ . 4 
= = • = 1440-10 мм ; 

12 12 

1440-10'^ 

Касательные напряжения в точке К 

„_„ Уу 

Ь-1. 

= ^ - 3 / ^ = 1 0 0 - 4 8 - 3 6 = 1 7 2 , 8 - Ю Ч м ^ 

b = 100 мм. 

100-1440 •Ю'̂  
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Задачи для самостоятельного решения 

1. Двутавровая балка изготовлена из стали Ст 3, имеющей пре-
дел текучести От = 240 МПа. Проверить прочность балки, если за-
данный коэффициент запаса прочности [nj = 1,5 (рис. 4.17). 

-
d i i l l H n 

м 

ш 
Зм 

79П ff 

Рис. 4.17 

2. Определить требуемые размеры поперечного сечения балки в 
двзтс вариантах, [а] = 160 МПа (рис. 4.18). 

/7 

Ж 
м 

$ОнН 4 0 

ft И К и т 
4м 

бОхИ 

Ч иет 
1 

же£Л 

Рис, 4.18 
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5. СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 

Сложное сопротивление создается при сочетании нескольких 
простых видов деформации: растяжения или сжатия, сдвига, круче-
ния, изгиба. Задачи сложного сопротивления при достаточно жест-
ком стержне решаются в соответствии с принципом независимости 
действия сил. 

Изгиб с кручением 

Изгиб с кручением представляет собой частный случай сложного 
сопротивления, когда внешние силы, действующие на стержень, вы-
зывают в его поперечных сечениях крутящий момент А/к = Т^ отно-
сительно геометрической оси стержня z; изгибающие моменты My 
и Мх относительно главных центральных осей инерции сечения у ях 
и поперечные силы Qy и Qx, направленные по этим осям (рис. 5.1). 

Рис. 5.1 

Сочетание деформаций изгиба и кручения испытывает большин-
ство валов. 

При расчете валов будем учитывать только крутящий и изги-
бающий моменты, действующие в опасном поперечном сечении. 
Поперечные силы принимать во внимание не будем, так как соот-
ветствующие им касательные напряжения, как показывают расчеты, 
относительно невелики. 

Максимальные нормальные и касательные напряжения у крут-
ль1х валов вычисляют по формулам: 
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ст = 
W 

Тк 
W 

причем для круглых валов Wp = 2W. 
При сочетании изгиба и кручения опасными будут точки попе-

речного сечения вала, наиболее удаленные от нейтральной оси. 
Применив третью теорию прочности, получим 

' Э К В 4х' = 
I 

м 
W 

+ 4 
W р; 

+ 4 
Л 

2 JM^ + M} 

W 

Выражение, стоящее в числителе, назовем эквивалентным мо-
ментом: 

тогда расчетная формула для круглых валов принимает вид 

' ЭКВ 

W 
< а 

По энергетической теории прочности, 
лучим 

, где = по-

П р и м е р 5.1. На вал посажены зубчатые колеса (рис. 5.2). 
Передаваемая мощность Р = 4 кВт и угловая скорость со = 50 с" . 
Определить диаметр вала по эквивалентному моменту Мэкв, приняв 
[а] = 60 МПа. Силы в зацеплении вычислить по уравнениям: 
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F =F 

Принять a = 20°; p = 8...15°. 

d,=60 

Рис. 5.2 

Р е ш е н и е . 1.По данной мощности и угловой скорости опре-
деляем крутящий момент на валу: 

Р 4-10^ 

© 50 

Вычисляем силы в зацеплении зубчатых колес. 
1-е к о л е с о . 
Окружная сила 

с/, 60 
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Радиальная сила 

F„ = F. - 2666 • tg20° = 970 H. 
' ' cosP 

Первое колесо прямозубое; так как осевая сила отсутствует, зна-
чит, р = 0 и Соф = 1. 

2-е к о л е с о . 
Окружная сила 

с/2 190 

Радиальная сила 

cosp coslO^ 

Примем р = 10°. 
Осевая сила 

Fj^ = Ff̂  tgp = 842- tgl0° = 148 а 

2. От реальной конструкции переходим к расчетной схеме, изо-
бразив данный вал в виде двухопорной балки, опоры - подшипники 
(рис. 5.3, а). Рассмотрим действие сил в горизонтальной и верти-
кальной плоскости. 

Горизонтальная плоскость. Действуют окружные силы и Ff^ 
При переносе данных сил к балке будем иметь кручение на длине 
CD и изгиб по всей длине балки (рис. 5.3,6). ^ 
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Рис. 6.4 
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Реакции опор в горизонтальной плоскости: 

Ft̂  • 0,120 + R l • 0,240 - F^̂  • 0,320 = О; 

842-0 ,320-2666 .0 ,120 
^ 0,240 

Реакция направлена вниз (знак минус). 

- i?^ • 0,24 - Ff̂  • 0,120 - Fj^ • 0,080 = О; 

- 2 6 6 6 . 0 , 1 2 0 - 8 4 2 . 0 , 0 8 0 
^ 0,240 

Реакция направлена в противоположную сторону (знак минус). 

Проверка: -^¥ = 0-, + F,̂  - ^ - F,̂  = О; 

-1613,6 + 2666 - 210,4 - 842 = 0. 

Строим эпюру изгибающих моментов (рис. 5.3, в). 

M j = 0; М с = - ^ А - 0,120 = -1613,6 • 0,120 = -193,6 Н • м . 

М д =0 ; М в = -Ff^ • 0,080 = - 8 4 2 • 0,080 = -677,36 Н • м . 

Строим эпюру крутящих моментов (рис. 5.3, г). 
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Вертикальна^ плоскость. Действуют радиальные силы F^ и 

f^^ и осевая сила F^^ на втором колесе (ввиду того, что колесо ко-

созубое) (рис. 5.3, д). При переносе осевой силы F^^ к валу будем 

иметь изгабающий момент 

2 

Силой Fa^ , сжимающей вал, в данном расчете пренебрегаем. 

Реакции опор в вертикальной плоскости: 

^ М ^ = О; - • 0,120 + R l • 0,240 - F^̂  • 0,320 + m = 0; 

^ 970-0Д204-311-0,320-14,066 ^ ^ ^ 3 ^^ 
^ 0,240 

Y^MN = 0 ; -R\-0,240+• 0,120 + m - • 0,080 = 0 ; 

pB = 970-0,120 + 14 ,06-311-0 ,080 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
^ 0,240 

Проверка: = RA + ^ n ' ^B - Fr, = 0 -

4 3 9 , 9 1 7 - 9 7 0 + 8 4 1 , 0 8 3 - 3 1 1 = 0 . 

Строим эпюру изгибающих моментов в вертикальной плоскости 
(рис. 5.3, е): 

М ^ = 0 ; Mc==Ra- 0Д20 = 439,917 - 0,120 = 52,79 Н - м; 
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= w = 14,06 Н-м; 

M s = m - i v , -0,080=14,06-311-0,08 =-10^82 Н-м. 

Диаметр вала определяем в опасном сечении, т.е. там, где значе-
ния моментов максимальные. 

Сечение С-О 

M = =^19ДбЧ52,79^ =20Q66 Н-м. 

^экв =л/200 ,6бЧ80^ =216 И м . 

Диаметр вала определяем из условия прочности 

м. 

и/ где W = 
32 

32 -216 -10^ _ _ 
= 33 ,2 мм. 

3,14 -60 

Принимаем диаметр вала й? = 34 мм (ГОСТ 6636-69), 
П р и м е р 5.2. Вал редуктора изготовлен из стали 35 (от = 

= 310 МПа). Мощность на валу Р = 28 кВт, п = 630 об/мин. Допус-
каемый коэффициент запаса прочности вала [и] = 4. Проверить 
прочность вала в сечении под серединой колеса, не учитывая влия-
ния шпоночной канавки (Fm = 50^/Т ) (рис. 5.4). 
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Тку: 

100 ^ . U 

и 

Т ^ ^ f i i п ^ 

в 
• ^ 7 

Рис. 5.4 

Р е ш е н и е . 
1. Крутящий момент на валу 

Р 28-10 ' 
Т = - = 

ш 66 
= 425 Н - м , 
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•к-п 3,14-630 , , _1 
где со = = = 66 с . 

30 30 
2. Усилия в зацеплении: 
окружное 

2-Т 2 -425-10^ 
= 9470 Н = 9,47 кН; 

радиальное 

F, = 0,364F^ = 0,364 • 9,47 = 3,44 кН; 

усилие от муфты 

F^ = 50л/Г = 5 0 V ^ = 1030 Н = 1,03 кН. 

3. Составляем расчетную схему вала. 
Окружное усилие и усилие от муфты действуют в горизонталь-

ной плоскости. 
Опорные реакции: 

Х М ^ = 0 ; - 0 , 0 8 - 4 - 0 , 1 6 0 - 0 ; 

1 , 0 3 - 0 , 1 - 9 , 4 7 . 0 , 0 8 _ 

^ 0,160 

М в = о ; Fm- 0 ,260 - - 0,08 - R"̂  • 0,160 = 0; 

1,03 - 0 ,260 - 9 , 4 7 - 0 , 0 8 _ ^^^ 

^ 0,160 

Проверка: = - F ^ - F , ~ R^ 

- 1 , 0 3 - 3,062 + 9,477 - 5,378 = 0. , 
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Строим эпюру изгибающих моментов в горизонтальной плоскости. 

^ А = - F m • ОД 00 = -1>03 • 0,100 = -0,103 кН • м; 

М с = • 0,08 = - 5 , 3 7 8 • 0,08 = 0,430 кН • м. 

В вертикальной плоскости действует радиальное усилие. Опор-
ные реакции 

F 3 44 

Строим эпюру изгибающих моментов. 

Mc=Ra- 0 , 0 8 = 1 ,72 • 0 , 0 8 = 0 ,137 к Н • м . 

4. Эквивалентный момент в сечении под колесом 

Мэ^ = yjiM^f H M c f = Vo,436^+0,137^+0,4252 - 0,620 кН-м. 

5. Эквивалентное напряжение 

0 , 6 2 0 - Ю З Ю З ^ ^ ^ ^ ^ 

W 0,1-45 3 

6. Коэффициент запаса 

с^т 310 . __ г 1 = — = 4 , 5 5 > [и ] . 
Оэкв 

З а д а ч а . Вал зубчатого редуктора передает мощность Р-\А кВт 

при угловой скорости со = 32 с"^. Принимая [а] = 45 М П а , опре-
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делить требуемые диаметры d̂ î и d^i вала под серединами зубчатых 
колес (рис. 5.5). 

/ f i . ^ „г 
If 

It 
-сГ 

Рис. 5.5 
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6. УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 

Если стержень сжимать все возрастающими силами, действую-
щими по его оси, то при некотором значении силы прямолинейная 
форма равновесия стержня может оказаться неустойчивой, стер-
жень начинает искривляться и возникает новая форма устойчивого 
равновесия - криволинейная. Естественно, что работоспособность 
детали при этом будет нарушена. Наибольшее значение централь-
ной сжимающей осевой силы, до достижения которого прямоли-
нейная форма равновесия стержня устойчива, называется критиче-
ским. Следовательно, для обеспечения работоспособности элемен-
тов конструкции, находящихся под действием сжимающей нагруз-
ки, необходимо, чтобы допускаемая нагрузка была меньше крити-
ческой, т.е. 

[ " у ] 

где Fkp - критическая сила; 
[пу] - заданный коэффициент запаса устойчивости. 

Для стальных стержней [Иу ] = 1,8...3,0. 

Для стержней из чугуна [«у] = 5...5,5 . 
Критическое значение сжимающей силы при потере устойчиво-

сти прямолинейной формы равновесия стержня определяется по 
формуле Эйлера: 

где /njjjj - минимальный осевой момент инерции поперечного се-
чения стержня. 

|J, - коэффициент приведения длины; 
/ - длина стержня. 
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Критическое напряжение, возникающее в поперечном сечении 
при критической нагрузке: 

' " ' ' - A - i ^ f A -

Ввиду того, что радиус инерции сечения ^min -, от-

ношение = X, называется гибкостью стержня и характе-
' m m 

ризует его способность сопротивляться искривлению в зависимости 
от размеров и способа закрепления концов. 

f / m i 
М=1 

п гпг 
И=2 

F 

п п п 
М=0,7 

7777 7Г 

П П 
И=0,5 

Рис. 6.1 

Формула Эйлера основана на законе Гука и поэтому применима 
ЛШПЬ ПРИ УСЛОВИИ, ЧТО GJJP < CTJM . 

Практически удобнее устанавливать применимость формулы 
Эйлера по выражению X > ?̂ .пред > Д̂® '̂ -пред " предельная гибкость, 
являющаяся постоянной величиной для заданного материала. 
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С т З "X ^ирсд = 100; 

Сталь 45 ^пред = 85; 

Чугун 1 
'^пред = 80. 

в случае неприменимости формулы Эйлера величину критического 
напряжения определяют по эмпирической формуле Ф.С. Ясинского: 

где а и 6 - коэффициенты, имеющие размерность напряжения и за-
висящие от материала. 

Таблица 6.1 

Значения коэффициентов а и 6 

Коэффициенты а b 
'̂ пред 

Материал М] Па 
'̂ пред 

Сталь Ст 3 310 1Д4 100 
Сталь 20 328 1,15 96 
Сталь 45 449 1,67 85 
Дюралюминий Д16Т 406 1,83 53 
Дерево (сосна) 29,3 0Д94 110 

В зависимости от постановки задачи (цели расчета) следует раз-
личать три вида расчетов на устойчивость: 

1) проверочный расчет: 

где F - фактическое значение сжимающей силы. 
2) определение допускаемой нагрузки: 

[«у] 
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Можно проговодить расчет, как на простое сжатие: 

где ф - коэффициент уменьшения допускаемого напряжения или 
коэффициент продольного изгиба. Величина ф определяется по 
табл. 6.2 в зависимости от материала и гибкости стержня; 

[cfg] - допускаемое напряжение на сжатие; 
А - площадь поперечного сечения. 
3) проектный расчет - определение требуемых размеров попе-

речного сечения: 

[F] А>-

Значение коэффициента ф 

Таблица 6.2 

Гибкость Сталь Ст 2, 
СтЗ ,Ст4 Стань Ст 5 Чугун Дерево 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,99 
20 0,97 0,96 0,91 0,97 
30 0,95 0,93 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,57 0,80 
60 0,86 0,80 0,44 0,71 
70 0,81 0,74 0,34 0,61 
80 0,75 0,67 0,26 0,43 
90 0,69 0,59 0,20 0,38 
100 0,60 0,50 0,16 0,31 
ПО 0,52 0,43 - 0,25 
120 0,45 0,37 - 0,22 
130 0,40 0,32 — 0,18 
140 0,36 0,28 — 0,16 
150 0,32 0,26 — 0,14 
160 0,29 0,23 — 0,12 
170 0,26 0,21 — 0,11 
180 0,23 0,19 — 010 
190 0,21 0,17 — 0,09 
200 0,19 0,15 - " 0,08 
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П р и м е р 6.1. Для двутаврового поперечного сечения опреде-
дить допускаемое значение сжимающей силы (рис. 6.2). Материал 
стойки - сталь Ст 3, [пу] = 2,0. Выяснить, как изменится допускае-
мая нагрузка, если длину стойки уменьшить вдвое. 

к 

F 

Г i 
г 

Т77 т а 
i 

Рис. 6.2 

Р е ш е н и е . Определим гибкость стойки: 

Х = ц - 0,5; = /у - 2,63 см (ГОСТ 8329-72); 
' тш 

26,3 

Для стали Ст 3 А-̂ ред = 100, следовательно Я, > Я-дред и формула 

Эйлера применима. 
Определим допускаемое значение сжимающей силы: 

[F] = 
_ ^кр _ _ 3,14^-2,1-10^ .260-10^ 

2(0,5 • 7,2-Ю^)^ [«у] 

= 198-10^ Н = 1 9 8 к Н , 

где £ = 2 , М 0 ^ МПа, =1у =260 сы\ 
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При уменьшении длины стойки вдвое критическая сила возрас-
тет не в четыре раза, как можно было бы ожидать, исходя из фор-
мулы Эйлера, а меньше. 

Гибкость укороченной стойки = 68,5, т.е. меньше предель-
ной, и формула Эйлера неприменима. Допускаемую нагрузку опре-
деляем, пользуясь эмпирической формулой для Окр: 

су^рЛ (а-ЬХу)А (310-1,14 68,5) 37,5-10^ _ 
L^Ji = ~ 

[ « у ] Ы 

= 453 10^ Н = 453кН. 

Таким образом, критическая сила возросла лишь в 2,29 раза. Ис-
пользование формулы Эйлера в области ее неприменимости приво-
дит к завышенному значению критической, а значит, и допускаемой 
нагрузки. 

П р и м е р 6.2. Найти критическую и допускаемую нагрузку 
для деревянной стойки круглого сечения высотой 6 м (рис. 6.3). 
Диаметр сечения 200 мм. Допускаемое напряжение на сжатие [ст̂ ,] = 

= 1 0 М П а , £ = МО'* МПа. 

л 
/ / / / / / / 

Рис. 6.3 
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Р е ш е н и е . Найдем минимальный радиус инерции: 

'min 
-^min _ 

Гибкость при |Х = 1 

n d y 6 4 d 200 

7tc/V4 4 4 
= 50 мм. 

, \il 1-6-10' . . . , 

'mm 

Критическую силу находим по формуле Эйлера: 

•n^EI^,^ _ 3,14^ • 1 • 10^ • ЗД4/64 - 200^ ^ 

6000^ 
= 2 1 5 1 0 ' Н. 

Определим допускаемую силу: 

[ F ] = [ ( J e ] 9 ^ - 1 0 - 0 , 2 2 6 9 , 1 - 1 0 ^ Н. 

Для гибкости X = 120 ф = 0,22 (см. табл. 6.2), 
В рассматриваемом примере можно подсчитать также коэффи-

циент запаса устойчивости: 

^ î Kp 215-10^ 
К ] = = Т = 3,12. 

^ F 69 ,М0^ 

П р и м е р 6.3. Стойка квадратного сечения длиной / = 1 м с 
шарнирно закрепленными концами нагружена осевой силой F = 40 кН. 
Подобрать размеры сечения при осевом допускаемом напряжении 
на сжатие [а^,] = 160 МПа (сталь Ст 3). 
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Р е ш е н и е . Для квадратного сечения со стороной а радиус 
инерции 

/ = 
а а 

Vl2 
= 0,29а. 

Задаемся значением ф = 0,5, т.е. принимаем допускаемое на-
пряжение при сжатии с учетом возможности продольного изгиба. 

[сТу;] = 0,5[CTJ.= 0,5 • 160 = 80 МПа. 

Необходимая площадь сечения 

А> 
F 40-103 

= 5-10 мм . 
Ы 80 

Сторона сечения 

мм. 

Радиус инерции 

i = 0,29 • а = 0,29 • 22,4 = 6,7 мм. 

При найденных размерах вычисляем гибкость: 

'mm 6,7 

По табл. 6.2 для А, = 150 ф = 0,32. 
Поэтому допускаемое напряжение 

К ] = К ] - ф = 0'32-160 = 5 1 , 2 < 8 0 МПа. 
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Следовательно, выбранное сечение мало^и его надо увеличшъ. 
Новое значение ф определяем как среднее арифметическое: 

тогда [ау ] = 0,41 • 160 = 65,6 МПа. 

При новом допускаемом напряжении 

65,6 

а = ^ 6 , М 0 ^ = 2 4 , 7 ^ мм, 

тогда i = 0,29 • а = 0,29 • 24,7 = 7,2 мм; 

Wn 

По табл.6.2 для Я = 139 ф = 0,36. 

Следовательно, [Оу] = 0,36-160 - 58 < 65,6 МПа. 

Размеры сечения опять недостаточны. 
Опять возьмем полусумму значений ср: 

0.387. 

Тогда [Сту] = 0,387 • 160 = 62 МПа; 

^ 40-103 
А = = 6,5 -10 мм ; 

62 
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а = ^6,5-10^ = 25,5 мм; i = 0,29 • 25,5 = 7,4 мм, 

поэтому X — 
1-W 

7,4 
= 135. 

По табл. 6.2 находим ф = 0,38. 
Тогда 

[ay] = 0 , 3 8 [ a j = 0,38-160 = 60,8 МПа. 

Это допускаемое напряжение близко к рабочему напряжению, 
возникающему в поперечном сечении стержня: 

F 40-10 ' 
(J - = : 

А 6,5-10' 
= 61,5 МПа. 

Следовательно, необходимо принять а = 25,5 мм. 
П р и м е р 6.4. Определить из расчета на устойчивость требуе-

мый диаметр винта домкрата грузоподъемностью = 50 кН. Мак-
симальная высота подъема груза 1 = 900 мм, [«у] = 4,0. Материал 
винта сталь Ст 4 (рис. 6.4). 

б) 

F 

О 
О as 

Рис. 6.4 
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Р е ш е н и е . Требуемый момент инерции поперечного сечения 
винта определяем, исходя из формулы Эйлера. Рассматриваем винт 
как стойку с нижним жестко защемленным и верхним свободным 
концом, т.е. 

ц = 2 ; £ = 2,1 -10^ МПа. 

Л 3,14 -2,0 

Определяем диаметр винта cfj (расчет винтов принято вести по 
внутреннему диаметру резьбы). 

, 7ГС/4 ^ J64-I 64 •32,8-10"* _ 
/ = , ( i i=4 = — = 51 мм. 

64 ' V 3,14 

Принимаем трапецеидальную резьбу с наружным диаметром 
d= 60 мм, имеющую di =51 мм и шаг 5 = 8 мм. 

Расчет был выполнен на основе формулы Эйлера. Убедимся в 
допустимости ее применения (в начале расчета эта проверка невоз-
можна, так как размеры сечения, а следовательно, и гибкость стерж-
ня неизвестны). 

Радиус инерции сечения винта 

I = 
7 %dt 51 

А 4 ^ 4 

- -

= 12,75 мм. 

Гибкость винта X. = — = = 141; 
i 12,75 

А, = 141 > = 96 , следовательно, формула Эйлера применима. 
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З а д а ч а 6.1. Определить допускаемую нагрузку для чутунной 
колонны длиной / = 6 мм. Внешний диаметр сечения D = 200 мм; 

внутренний диаметр d = \50 мм; Е = 1,2 -10^ MTla; [«у] = 5. Оба 
конца колонны шарнирно закреплены. 

З а д а ч а 6.2. Подобрать сечение стойки. Сечение состоит из 
двух равнобоких уголков, сваренных между собой по длине (рис. 6.5). 
Допускаемое напряжение на сжатие [о^] = 160 МПа (материал -
сталь Ст 3). 

F'=240kH 

•s 
00 

(N 

м 

/ у / у у 

у 

(ГТТУ/ 
k i 

X 

Рис. 6.5 
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